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1 Ìàòðè÷íîå äè��åðåíöèðîâàíèå

1. Ïóñòü g : Rn → Rm
, x ∈ Rn

. Ìàòðèöåé ßêîáè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

∂g

∂x
=




∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

. . .
∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

. . .
∂g2
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂gm
∂x1

∂gm
∂x2

. . .
∂gm
∂xn




.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = 1 (ò. å. g(x) � ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà x), òî
∂g

∂x
� ãðàäèåíò

�óíêöèè g.
Äîêàçàòü, ÷òî

1) åñëè a ∈ Rn
, x ∈ Rn

, òî

∂(a⊤x)

∂x
= a;

2) åñëè A ∈ Rm×n
, x ∈ Rn

, òî

∂(Ax)

∂x
= A;

3) åñëè A ∈ Rn×n
, x ∈ Rn

, òî

∂(x⊤Ax)

∂x
= (A+A⊤)x; â ÷àñòíîñòè, åñëè A⊤ = A, òî

∂(x⊤Ax)

∂x
= 2Ax;

4) åñëè x ∈ Rn
, òî

∂‖x‖2
∂x

= 2x;

5) åñëè g � ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ è ïîä g(x) ïîíèìàåòñÿ ïðèìåíåíèå �óíêöèè g ê êàæäîé êîìïîíåíòå

âåêòîðà x ∈ Rn
, òî

∂g(x)

∂x
= diag(g′(x)),

ãäå diag(a) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüþ a;
6) åñëè h : Rn → Rm

, g : Rm → Rp
, x ∈ Rn

, òî

∂g(h(x))

∂x
=

∂g(h(x))

∂h

∂h(x)

∂x
.

2 Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ïðèìåð 1. Ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå

x −1 0 0 1 2
y 1 −2 1 7 8

ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîñòðîèòü ìîäåëü âèäà f(x) = β0 + β1x+ β2x
2
.

�åøåíèå: Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó X è âåêòîð y:

X =




1 −1 1
1 0 0
1 0 0
1 1 1
1 2 4




, y =




1
−2
1
7
8




.

Èìååì

X⊤X =




5 2 6
2 6 8
6 8 18


 , X⊤y =




15
22
40


 .
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�åøàÿ ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé X⊤Xβ = X⊤y, íàõîäèì

β =




1
2
1




Òàêèì îáðàçîì, íàøëè ìîäåëü 1 + 2x+ x2
(ñèíÿÿ ëèíèÿ íà ãðà�èêå).

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèòü ìîäåëü òîãî æå âèäà ìåòîäîì ðèäæ-ðåãðåññèè ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè λ = 2.

�åøåíèå: Äëÿ λ = 2 ïîëó÷àåì

X⊤X+ λI =




7 2 6
2 8 8
6 8 20


 .

�åøàÿ ðåãóëÿðèçîâàííóþ ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé (X⊤X+ λI)β = X⊤y, íàõîäèì

β =




21/31
81/62
79/62


 .

Òàêèì îáðàçîì, íàøëè ìîäåëü

21

31
+

81

62
x+

79

62
x2 = 0.6774 + 1.3065x+ 1.2742x2

(êðàñíàÿ ëèíèÿ íà ãðà�èêå).

x1

x2

O

b

b

b

b

b

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

2. Ïîëüçóÿñü �1, íàéäèòå ãðàäèåíò

∂g(β)

∂β
è ãåññèàí

∂2g(β)

∂β⊤∂β
�óíêöèè g(β) = ‖Xβ − y‖2. Âûâåäèòå îò-

ñþäà, ÷òî ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ β̂ = argmin ‖Xβ − y‖2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

íîðìàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé X⊤Xβ = X⊤y.
3. Äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

x 1 1 0 0 −1
y 4 4 0 2 6
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1) èçîáðàçèòü òî÷êè;

2) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîñòðîèòü ìîäåëü âèäà f(x) = β0 + β1x + β2x
2
; ïîñòðîèòü ãðà�èê

ýòîé �óíêöèè;

3) ïîñòðîèòü ìîäåëü òîãî æå âèäà ìåòîäîì ðèäæ-ðåãðåññèè ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè λ = 1; ïîñòðî-
èòü ãðà�èê ýòîé �óíêöèè.

Çàìå÷àíèå: ïðè ðó÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåêîìåíäóåòñÿ ñîñòàâèòü ñè-

ñòåìóX⊤Xβ = X⊤y è ðåøèòü åå. �åãóëÿðèçîâàííàÿ ñèñòåìà: (X⊤X+λI)β = X⊤y, ãäå I� åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà.

4. �àññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè, â êîòîðîé y ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî íîðìàëüíîìó çàêîíó

N(Xβ, σ2I), à β èìååò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå N(0, τI). Íàéòè àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ β.
Äîêàçàòü, ÷òî βridge

åñòü åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè

λ è äèñïåðñèÿìè τ , σ2
.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåäóðà ãðåáíåâîé ðåãðåññèè ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîìó ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,

ïðèìåíåííîìó ê ðàñøèðåííûì äàííûì: ê öåíòðèðîâàííîé ìàòðèöå X äîïèñûâàåòñÿ ìàòðèöà

√
λI, ê

âåêòîðó y ïðèïèñûâàåòñÿ d íóëåé.
6. Ïîêàçàòü, êàê (è îáúÿñíèòü ïî÷åìó) çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ìåòîäå ëàññî

β̂lasso = argmin
β





N∑

i=1


yi − β0 −

d∑

j=1

xijβj




2




,

ïðè óñëîâèè

d∑

j=1

|βj | ≤ s

ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ 2d + 1 íåèçâåñòíûìè è 2d + 1 ëèíåéíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè.

7. Ìåòîä èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè â çàäà÷å êëàññè�èêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñîïîñòà-

âèì êàæäîìó êëàññó k âåêòîð (y1, y2, . . . , yK), â êîòîðîì yk = 1, à yi = 0 ïðè i 6= k. Ñîáðàâ âìåñòå

èíäèêàòîðíûå âåêòîðû îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè, ïîëó÷èì ìàòðèöó Y ðàçìåðà N × K. Ïóñòü X

� ìàòðèöà ðàçìåðà N × (d + 1), ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç åäèíèö, à ïîñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé âåêòîðû èç îáó÷àþùåé âûáîðêè. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îäíîâðåìåííî ê

êàæäîìó ñòîëáöó ìàòðèöû Y, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ

Ŷ = X(X⊤X)−1X⊤Y.

Äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà yk ìàòðèöû Y ïîëó÷èì ñâîé ñòîëáåö êîý��èöèåíòîâ β̂k. Ñîáåðåì èõ â ìàòðèöó

B̂ ðàçìåðà (d+ 1)×K. Èìååì

B̂ = (X⊤X)−1X⊤Y.

Îáúåêò x áóäåì êëàññè�èöèðîâàòü ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: Âû÷èñëèì âåêòîð-ñòðîêó äëèíû K

g(x) = (1, x) B̂.

Îòíåñåì x ê êëàññó

f(x) = argmax
k

gk(x).

Äîêàçàòü, ÷òî

K∑

k=1

gk(x) = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå K = 2 äàííûé ìåòîä ýêâèâàëåíòåí ðåøåíèþ îäíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðå-

ãðåññèè. Êàêîé?
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3 Äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðèìåð 3. Äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà:

x1 0 2 1 1 1 2 4 4 4 6
x2 4 4 3 5 4 1 0 2 1 1
y 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

1) Èçîáðàçèòü îáúåêòû îáó÷àþùåé âûáîðêè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ x1, x2;

2) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà äëÿ êàæäîãî êëàññà ïîñòðîèòü äèñêðèìèíàíòíûå

�óíêöèè è çàïèñàòü óðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè; èçîáðàçèòü ïîâåðõíîñòü;

3) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà äëÿ êàæäîãî êëàññà ïîñòðîèòü äèñêðèìèíàíò-

íûå �óíêöè.

�åøåíèå: Îöåíèâàåì âåðîÿòíîñòè êëàññîâ:

P̂r {Y = 0} =
1

2
, P̂r {Y = 1} =

1

2
.

Îöåíèâàåì ñðåäíèå äëÿ êëàññîâ:

µ̂0 =

(
1
4

)
, µ̂1 =

(
4
1

)

Âûáîðî÷íûå ìàòðèöû êîâàðèàöèè äëÿ êàæäîãî êëàññà:

Σ̂0 =
1

N0 − 1

∑

y(i)=0

(x(i) − µ̂0)(x
(i) − µ̂0)

⊤ =
1

4

(
2 0
0 2

)
,

Σ̂1 =
1

N1 − 1

∑

y(i)=1

(x(i) − µ̂1)(x
(i) − µ̂1)

⊤ =
1

4

(
8 0
0 2

)
.

Îöåíèâàåì ìàòðèöó êîâàðèàöèè:

Σ̂ =
1

N −K

∑

k

∑

y(i)=k

(x(i)−µ̂k)(x
(i)−µ̂k)

⊤ =
1

8

((
2 0
0 2

)
+

(
8 0
0 2

))
=

1

8

(
10 0
0 4

)
=

(
5/4 0
0 1/2

)
.

Íàõîäèì

Σ̂−1
0 =

(
2 0
0 2

)
, Σ̂−1

1 =

(
1/2 0
0 2

)
, Σ̂−1 =

(
4/5 0
0 2

)
.

Ëèíåéíûå äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè:

δ0(x) = x⊤Σ̂−1µ̂0 −
1

2
µ̂⊤
0 Σ̂

−1µ̂0 + ln P̂r {Y = 0} =
4

5
x1 + 8x2 −

82

5
− ln 2,

δ1(x) = x⊤Σ̂−1µ̂1 −
1

2
µ̂⊤
1 Σ̂

−1µ̂1 + ln P̂r {Y = 1} =
16

5
x1 + 2x2 −

37

5
− ln 2.

�àçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü � ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì δ0(x) = δ1(x) (êðàñíàÿ ïðÿìàÿ íà ãðà�èêå):

4x1 − 10x2 + 15 = 0.

Êâàäðàòè÷íûå äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè:

δ0(x) = −1

2
ln det Σ̂0 −

1

2
(x − µ̂0)

⊤Σ̂−1
0 (x− µ̂0) + ln P̂r {Y = 0} = −x2

1 + 2x1 − x2
2 + 8x2 − 17,

δ1(x) = −1

2
ln det Σ̂1 −

1

2
(x − µ̂1)

⊤Σ̂−1
1 (x− µ̂1) + ln P̂r {Y = 1} = −1

4
x2
1 + 2x1 − x2

2 + 2x2 − 5− ln 2.

�àçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü � ïàðàáîëà ñ óðàâíåíèåì (ñèíÿÿ êðèâàÿ íà ãðà�èêå)

3

4
x2
1 − 6x2 + 12− ln 2 = 0.
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x1

x2

O

b b

b

b

b

b

b

b

b b

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8.

9. Äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

x1 0 1 0 2 2 2 4 3
x2 −1 0 0 0 1 0 1 2
y 0 0 0 0 0 1 1 1

1) Ìåòîäîì ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà äëÿ êàæäîãî êëàññà ïîñòðîèòü äèñêðèìèíàíòíóþ

�óíêöèþ è çàïèñàòü óðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè.

2) Ìåòîäîì êâàäðàòè÷íîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà ïîñòðîèòü äèñêðèìèíàíòíûå �óíêöèè.

Èçîáðàçèòü òî÷êè è ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè (êðèâûå).

10. Çàäà÷à Ôèøåðà ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè îòíîøåíèÿ �ýëåÿ

max
a

a⊤Ba

a⊤Wa
.

Ïîêàçàòü, êàê ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îáîáùåííîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ba = λW.

4 Ìàøèíà îïîðíûõ âåêòîðîâ

Ïðèìåð 4. Äëÿ äàííûõ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íàéòè óðàâíåíèå îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñ-

êîñòè, óêàçàòü îïîðíûå òî÷êè.

�åøåíèå: Â êà÷åñòâå äâóõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ êàíäèäàòóð â îïîðíûå òî÷êè ïîäõîäÿò (1, 3), (2, 1), (4, 2) èëè
(1, 3), (2, 4), (2, 1). Ñðåäè ýòèõ äâóõ íàáîðîâ íóæíî âûáðàòü òîò, äëÿ êîòîðîãî øèðèíà ¾ðàçäåëÿþùåãî êîðè-

äîðà¿ áîëüøå. Äëÿ ïåðâîãî íàáîðà ýòîò êîðèäîð çàêëþ÷åí ìåæäó ïðÿìûìè (îíè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå �

øòðèõîâàÿ ìàëèíîâàÿ ëèíèÿ) x1− 2x2 = 0 è x1− 2x2 = −5. �àññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè, ò. å. øèðèíà êîðèäî-
ðà, åñòü

√
5. Äëÿ âòîðîãî íàáîðà òî÷åê ïîëó÷àåì êîðèäîð, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè x1 − x2 = 1, x1 − x2 = −2.

Åãî øèðèíà ðàâíà

3/√2 . Ïåðâûé êîðèäîð øèðå, ïîýòîìó ïðÿìàÿ 2x1− 4x2 = −5, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî öåíòð,
� îïòèìàëüíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ, à òî÷êè (1, 3), (2, 1), (4, 2) � îïîðíûå.
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x1

x2

O

b b

b

b

b

b

b

b

b b

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

11. Ïîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ äâà ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïàðó áëèæàéøèõ òî÷åê èç âûïóêëîé îáîëî÷êè êàæäîãî

èç êëàññîâ, è ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó. Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ

îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

12. Ïîêàçàòü, ÷òî â àëãîðèòìå SVM çàäà÷à

min
β, β0, ξi

1

2
‖β‖2 + γ

N∑

i=1

ξi,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

yi(x
⊤
i β + β0) ≥ 1− ξi, ξi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , N),

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

min
β, β0

N∑

i=1

[
1− yi

(
x⊤
i β + β0

)]
+
+ α‖β‖2,

ãäå [·]+ îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü, è α = 1/(2γ).
13. SVM è çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè.Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ β, β0 â ìîäåëè f(x) = x⊤β+β0. ðàññìîòðèì

çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè �óíêöèè

H(β, β0) =
N∑

i=1

V
(
yi − f(xi)

)
+

α

2
‖β‖2,

ãäå

V (t) = Vε(t) =

{
0, åñëè |t| < ε,
|t| − ε â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå β̂, β̂0, ìèíèìèçèðóþùåå �óíêöèþ H(β, β0), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

β̂ =

N∑

i=1

(α̂∗
i − α̂i)xi, f̂(x) =

N∑

i=1

(α̂∗
i − α̂i) 〈x, xi〉+ β0,

ãäå α̂i è α̂∗
i ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
αi, α

∗

i


ε

N∑

i=1

(α∗
i + αi)−

N∑

i=1

yi(α
∗
i − αi) +

1

2

N∑

i,j=1

(α∗
i − αi)(α

∗
j − αj) 〈xi, xj〉
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0 ≤ αi, α
∗
i ≤ 1

λ
,

N∑

i=1

(α∗
i − αi) = 0, αiα

∗
i = 0.

14. Äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà:

x1 −1 −1 1 1
x2 −1 1 −1 1
y 1 −1 −1 1

Ïîäîáðàòü ÿäðî è óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé SVM-êëàññè�èêàòîð, äëÿ êîòîðîãî îøèáêà íà îáó÷àþùåé

âûáîðêå ðàâíà 0.

5 Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Ïðèìåð 5. Äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà:

x1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
x2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
y 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

Ñ ïîìîùüþ íàèâíîãî áàéåñîâà êëàññè�èêàòîðà îöåíèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè Pr (y |x), åñëè (a) x1 =
1, x2 = 0; (b) x1 = 0, x2 = 1.

Îöåíèâàåì àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè:

P̂r {Y = 0} =
1

2
, P̂r {Y = 1} =

1

2
.

Îöåíèâàåì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè:

P̂r {X1 = 0 |Y = 0} =
3

5
, P̂r {X1 = 1 |Y = 0} =

2

5
, P̂r {X1 = 0 |Y = 1} =

2

5
, P̂r {X1 = 1 |Y = 1} =

3

5
,

P̂r {X2 = 0 |Y = 0} =
1

5
, P̂r {X2 = 1 |Y = 0} =

4

5
, P̂r {X2 = 0 |Y = 1} = 1, P̂r {X2 = 1 |Y = 1} = 0.

Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå íàèâíîãî áàéåñîâà êëàññè�èêàòîðà, ïîëó÷àåì

Pr {Y = 0 |X1 = 1, X2 = 0} =
Pr {X1 = 1 |Y = 0}Pr {X2 = 0 |Y = 0}Pr {Y = 0}

Pr {X1 = 1, X2 = 0} ≈

2

5
· 1
5
· 1
2

1

25
+

3

10

=

1

25

17

50

=
2

17
,

Pr {Y = 1 |X1 = 1, X2 = 0} =
Pr {X1 = 1 |Y = 1}Pr {X2 = 0 |Y = 1}Pr {Y = 1}

Pr {X1 = 1, X2 = 0} ≈

3

5
· 1 · 1

2

1

25
+

3

10

=

3

10

17

50

=
15

17

(çíàìåíàòåëè â äâóõ �îðìóëàõ âûøå ðàâíû ñóììå âñåõ ÷èñëèòåëåé è, ñëåäîâàòåëüíî îêîí÷àòåëüíûå îöåíêè

àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âñåõ ÷èñëèòåëåé).

Pr {Y = 0 |X1 = 0, X2 = 1} =
Pr {X1 = 0 |Y = 0}Pr {X2 = 1 |Y = 0}Pr {Y = 0}

Pr {X1 = 0, X2 = 1} ≈

3

5
· 4
5
· 1
2

6

25
+ 0

=

6

25

6

25

= 1,

Pr {Y = 1 |X1 = 0, X2 = 1} =
Pr {X1 = 0 |Y = 1}Pr {X2 = 1 |Y = 1}Pr {Y = 1}

Pr {X1 = 0, X2 = 1} ≈

2

5
· 0 · 1

2

6

25
+ 0

=
0

6

25

= 0.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

15. Äàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

x1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0
x2 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1
y 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

Ñ ïîìîùüþ íàèâíîãî áàéåñîâà êëàññè�èêàòîðà îöåíèòü âåðîÿòíîñòè Pr(Y = 0 |X1 = 1, X2 = 1); Pr (Y =
1 |X1 = 1, X2 = 1).

6 Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Ïðèìåð 6. Äàíà âûáîðêà:

x1 4 −1 3 3 2 1
x2 4 −1 0 1 0 2

Íàéòè ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ è îáúÿñíåííûå äèñïåðñèè ïî ãëàâíûì êîìïîíåíòàì.

x1

x2

O

b

b

b

b

b

b

�åøåíèå: Èìååì

X =




4 4
−1 −1
3 0
3 1
2 0
1 2




,

1 øàã. Öåíòðèðóåì äàííûå. Íàõîäèì x = (2, 1). Âû÷èòàÿ êîìïîíåíòû x èç ïåðâîãî è âòîðîãî ñòîëáöà

ìàòðèöû X ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

Xc =




2 3
−3 −2
1 −1
1 0
0 −1

−1 1




.

2 øàã. Íàõîäèì

C = X⊤
c Xc =

(
16 10
10 16

)
.

Ìàòðèöà

1

N − 1
C =

(
16/5 2
2 16/5

)
.
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� ýòî âûáîðî÷íàÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèè.

3 øàã. Íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû C:

det(C− λI) =

∣∣∣∣
16− λ 10
10 16− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 32λ+ 156 = (λ− 26)(λ− 6).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìèðóåì:

λ1 = 26, v1 =

√
2

2

(
1
1

)
, λ2 = 6, v2 =

√
2

2

(
−1
1

)
.

Âåêòîðû v1, v2 � ãëàâíûå êîìïîíåíòû. Çíà÷åíèÿ

1

N − 1
λ1 =

1

N − 1
σ2
1 =

26

5
= 5.2,

1

N − 1
λ2 =

1

N − 1
σ2
2 =

6

5
= 1.2

� äèñïåðñèè ïî ãëàâíûì êîìïîíåíòàì. Íàõîäèì äîëè îáúÿñíåííîé äèñïåðñèè:

λ1

λ1 + λ2
= 0.8125,

λ2

λ1 + λ2
= 0.1875.

x1

x2

O

bc x

u1u2

v1v2

b

b

b

b

b

b

Íàéäåì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Xc = UΣV⊤
:

Σ =

(
σ1 0
0 σ2

)
=

( √
26 0

0
√
6

)
, V = (v1 | v2) =

√
2

2

(
1 −1
1 1

)
≈

(
0.7071 −0.7071
0.7071 0.7071

)
,

UΣ = XcV =




5
√
2/2

√
2/2

−5
√
2/2

√
2/2

0 −
√
2√

2/2 −
√
2/2

−
√
2/2 −

√
2/2

0
√
2




≈




3.5355 0.7071
−3.5355 0.7071

0 −1.4142
0.7071 −0.7071

−0.7071 −0.7071
0 1.4142




,

U = XcVΣ−1 =




5
√
13/26

√
3/6

−5
√
13/26

√
3/6

0 −
√
3/3√

13/26 −
√
3/6

−
√
13/26 −

√
3/6

0
√
3/3




≈




0.6934 0.2887
−0.6934 0.2887

0 −0.5774
0.1387 −0.2887

−0.1387 −0.2887
0 0.5774




.

Íàïîìíèì, ÷òî
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• â ìàòðèöå íàãðóçîê (loadings) V ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ãëàâíûõ êîìïîíåíò v1, v2;

• â ìàòðèöå ñ÷åòîâ, èëè ðåçóëüòàòîâ, (sores) UΣ ïî ñòðîêàì � êîîðäèíàòû ïðîåêöèé òî÷åê íà ãëàâíûå

êîìïîíåíòû;

• â ìàòðèöå Z-ñ÷åòîâ, èëè Z-ðåçóëüòàòîâ, (z-sores) U
√
N ïî ñòðîêàì � êîîðäèíàòû ïðîåêöèé òî÷åê íà

ãëàâíûå êîìïîíåíòû, íîðìèðîâàííûå íà åäèíè÷íûå âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè (whitening).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

16. Äàíà âûáîðêà:

x1 4 0 −2 2
x2 3 1 −3 −1

Íàéòè ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ è äèñïåðñèè ïî ãëàâíûì êîìïîíåíòàì. Èçîáðàçèòü òî÷êè è ãëàâíûå íàïðàâ-

ëåíèÿ.

17. Äàíà âûáîðêà:

x1 4 0 −1 3 4
x2 2 −3 −2 1 2
x3 3 2 2 1 −3

Íàéòè ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ è äèñïåðñèè ïî ãëàâíûì êîìïîíåíòàì.

7 Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ. Íåéðîííûå ñåòè

18. Ïóñòü σ(z) =
1

1 + e−z (ñèãìîèäàëüíàÿ �óíêöèÿ). Ïðîâåðèòü, ÷òî σ′ = σ(1 − σ).

19. Ïóñòü â çàäà÷å êëàññè�èêàöèè íà K êëàññîâ {1, 2, . . . ,K} ïîñëåäíèé ñëîé íåéðîííîé ñåòè âû÷èñëÿåò

softmax-�óíêöèþ:

gk(s1, s2, . . . , sK) = esk

/
K∑

ℓ=1

esℓ .

Â êà÷åñòâå øòðà�à èñïîëüçóåòñÿ êðîññ-ýíòðîïèÿ (logloss-�óíêöèÿ):

R(i) = −
K∑

k=1

I(y(i) = k) ln gk(s1, s2, . . . , sK),

ãäå gk(s1, s2, . . . , sK) � softmax-�óíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

1)

∂gk
∂sℓ

= gk ·
(
I(k = ℓ)− gℓ

)
;

2)

∂R(i)

∂gk
= −I(y(i))

gk
;

3)

∂R(i)

∂sℓ
= gℓ − I(ℓ = y(i)).

20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ K çàäà÷ äâóêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïî

x ∈ X òðåáóåòñÿ ïðåäñêàçàòü yk ∈ {0, 1} (k = 1, 2, . . . ,K) (íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ïðèñóòñòâóåò
èëè îòñóòñòâóåò íà èçîáðàæåíèè x îáúåêò k). Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñîñòàâëåíà èç ïàð (x(i), y(i)), ãäå

y(i) = (y
(i)
1 , y

(i)
2 , . . . , y

(i)
K ) ∈ {0, 1}K (i = 1, 2, . . . , N). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü

íåéðîííóþ ñåòü, ïîñëåäíèé ñëîé êîòîðîé âû÷èñëÿåò K ñèãìîèäàëüíûõ �óíêöèé

gk(sk) =
1

1 + e−sk
(k = 1, 2, . . . ,K).

Ïóñòü â êà÷åñòâå øòðà�à èñïîëüçóåòñÿ

R(i) = −
K∑

k=1

(
y
(i)
k ln gk + (1− y

(i)
k ) ln(1 − gk)

)
.
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Äîêàçàòü, ÷òî

∂R(i)

∂sk
= gk − y

(i)
k .

21. Íåéðîííàÿ ñåòü ñ äâóìÿ íåëèíåéíûìè ñëîÿìè âû÷èñëÿåò �óíêöèþ softmax
(
B
(
σ(Ax)

))
. Ïóñòü â êà÷åñòâå

�óíêöèè ïîòåðü èñïîëüçóåòñÿ logloss. Òàêèì îáðàçîì, íà îáúåêòå x(i)
ïîòåðè ðàâíû logloss

(
softmax

(
B(σ(Ax(i)))

))
.

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è �1, âûïèøèòå ìàòðè÷íûå �îðìóëû äëÿ àëãîðèòìà bakpropagation.

8 Äåðåâüÿ ðåøåíèé

22. Â äåðåâå ðåøåíèé (äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è êëàññ�èêàöèè ñK êëàññàìè) ðàññìîòðèì âåðøèíóm è ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ÿùèê Rm. Îáîçíà÷èì pmk äîëþ îáúåêòîâ êëàññà k â ýòîì ÿùèêå (k = 1, 2, . . . ,K). �àññìîòðèì

êëàññè�èêàòîð, êîòîðûé äëÿ îáúåêòîâ, ïîïàâøèõ â ÿùèê Rm âûáèðàåò êëàññ ñëó÷àéíî, ïðè÷åì êëàññ k
âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé pmk. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷àñòîòû îøèáîê ýòîãî

êëàññè�èêàòîðà íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè, ïîïàâøèõ â Rm, ðàâíî èíäåêñó Äæèíè.

23. Ïóñòü ïðè ïîñòðîåíèè äåðåâà ðåøåíèé â çàäà÷å êëàññè�èêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè â òåêóùóþ âåðøèíó

ïîïàëî 400 îáúåêòîâ èç ïåðâîãî êëàññà è ñòîëüêî æå èç âòîðîãî. Ïóñòü íåîáõîäèìî ñäåëàòü âûáîð ìåæäó
ðàçáèåíèåì íà äâå âåòâè (300, 100) è (100, 300) è ðàçáèåíèåì íà äâå âåòâè (200, 400), (200, 0). Êàêîå èç
ýòèõ ðàçáèåíèé êàæåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå (îáúÿñíèòå)? Êàêîå ðàçáèåíèå âûáåðåò êðèòåðèé íà îñíîâå

ìèíèìèçàöèè îøèáêè, ýíòðîïèéíûé êðèòåðèé è êðèòåðèé Äæèíè? Ïðèâåäèòå ñâîé ïðèìåð, êîãäà âñå

òðè êðèòåðèÿ äàþò ðàçíûå ðàçáèåíèÿ.

24. Ïóñòü èç îáó÷àþùàÿ âûáîðêè äëèíû N îáúåêòîâ ãåíåðèðóåòñÿ áóòñòðýï-âûáîðêà (âûáîðêà ñ âîçâðàùå-

íèåì) òîé æå äëèíû. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîëè îáúåêòîâ, íå âîøåäøèõ â áóòñòðýï-âûáîðêó.

×åìó ðàâåí ïðåäåë ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðè n → ∞. Êàêîé âûâîä îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü

îòíîñèòåëüíî out-of-bag ìåòîäà îöåíêè êà÷åñòâà àíñàìáëÿ êëàññè�èêàòîðîâ?

9 Òåîðèÿ Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà

25. Ïóñòü Z1, Z2, . . . , ZN � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Pr(Zi = 1) = θ, Pr (Zi = 0) = 1− θ

(ñõåìà Áåðíóëëè). Äîêàçàòü, ÷òî

Pr (|θ̂ − θ| > γ) ≤ 2e−2γ2N ,

ãäå

θ̂ =
1

N

N∑

i=1

Zi.

26. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè F êîíå÷íî, òî VCF ≤ log2 |F|. Äëÿ êàæäîãî d ïîñòðîèòü ïðèìåð F , íà êîòîðîì ýòà

îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

27. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè h ≤ N (
N

0

)
+

(
N

1

)
+ · · ·+

(
N

h

)
<

(
eN

h

)h

.

28. Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî â Rd
, à F � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî �óíêöèé, îòîáðàæàþùèõ X â {0, 1}. Ââåäåì

êëàññ F ′ = {f ∨ g : f, g ∈ F}, ñîñòîÿùèé èç äèçúþíêöèé êàæäîé ïàðû �óíêöèé â F . Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
�óíêöèè ðîñòà êëàññà F ′

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∆(F ′, N) ≤ ∆(F , N)2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé

Çàóýðà, äîêàçàòü, ÷òî VCF ′ ≤ 10VCF . ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî ëèçúíêöèé ðàññìîòðåòü (à) âñå

êîíúþíêöèè, (á) ñóììû ïî ìîäóëþ 2?
29. Ôóíêöèþ f : Rd → {0, 1} íàçîâåì ÿùèêîì, åñëè ñóùåñòâóþò âåùåñòâåíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , ad, b1, b2, . . . , bd,

òàêèå, ÷òî f(x) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ai ≤ x ≤ bi (i = 1, 2, . . . , d). Íàéòè �óíêöèþ ðîñòà è ðàç-

ìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà äëÿ êëàññà âñåõ ÿùèêîâ. Ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ýòîì ïðèìåðå ëåììó

Çàóýðà.

30. Ïóñòü Th � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f : Rd → {0, 1}, âû÷èñëÿåìûõ áèíàðíûìè äåðåâüÿìè ðåøåíèé,

âûñîòû íå âûøå h. Íàéòè �óíêöèþ ðîñòà è ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà äëÿ êëàññà Th. Ïðîèë-

ëþñòðèðîâàòü íà ýòîì ïðèìåðå ëåììó Çàóýðà.
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31. Ïóñòü Hd � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé f : {0, 1}d → {0, 1}, ïðåäñòàâèìûõ ÄÍÔ, â êîòîðûõ êàæ-
äàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêèöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèíî÷íûé ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ïåðåìåííóþ (áåç

îòðèöàíèÿ). Íàéòè �óíêöèþ ðîñòà è ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà äëÿ êëàññà Hd. Ïðîèëëþñòðè-

ðîâàòü íà ýòîì ïðèìåðå ëåììó Çàóýðà.

32. Ôóíêöèþ f : R2 → {0, 1} íàçîâåì ïîëèãîíîì (òî÷íåå: k-âåðøèííûì ïîëèãîíîì), åñëè íàéäåòñÿ âû-

ïóêëûé k-óãîëüíèê M , òàêîé, ÷òî f(x) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ïðèíàäëåæèò M . Ïóñòü P �

ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèãîíîâ, à Pk � ìíîæåñòâî âñåõ k-âåðøèííûõ ïîëèãîíîâ. Íàéòè VCP è VCPk.

33. Ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî êëàññà F , äëÿ êîòîðîãî VCF = 1.
34. �àçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåêèñà äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè. Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ

�óíêöèé f : X → Y. �àçìåðíîñòüþ Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà äëÿ êëàññà F íàçûâàåòñÿ VCF ′
, ãäå

F ′ =
{
I
(
f(x)− y

)
: f ∈ F , y ∈ Y

}
.

Íàéòè ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà äëÿ êëàññà {sinαx : α ∈ R}.

10 Åùå çàäà÷è

35. �àññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ñ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé ïîòåðü L(y′, y) = (y′ − y)2.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f∗(x) = argmin

c
E
(
(Y − c)2 |X = x), òî f∗(x) = E (Y |X = x) (ðåãðåññèîííàÿ �óíêöèÿ).

×åìó òîãäà ðàâåí ñðåäíèé ðèñê R(f∗)?
36. �àññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ñ �óíêöèåé ïîòåðü L(y′, y) = |y′ − y|. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíè-

ìóì ñðåäíåìó ðèñêó äîñòàâëÿåò ïðè ýòîì óñëîâíàÿ ìåäèàíà f(x) = median(Y |X = x).
37. À êàê äîëæíà âûãëÿäåòü �óíêöèÿ ïîòåðü, ÷òîáû ìèíèìóì ñðåäíåìó ðèñêó äàâàëà óñëîâíàÿ ìîäà?

38. Ïóñòü â çàäà÷å êëàññè�èêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè {0, 1} èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ ïîòåðü L(y′, y), òàêàÿ, ÷òî
L(0, 0) = L(1, 1) = 0, L(1, 0) = ℓ1, L(0, 1) = ℓ0. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áàéåñîâ êëàññè�èêàòîð f∗(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(x) = argmax
y∈{0,1}

ℓy Pr (y |x).

39. Âûðàçèòü áàéåñîâ êëàññè�èêàòîð f∗(x) äëÿ çàäà÷è êëàññè�èêàöèè ñ K êëàññàìè, åñëè �óíêöèÿ ïîòåðü

ðàâíà L(y′, y) = ℓy′y (y
′, y = 1, 2, . . . ,K).

40. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áèíàðíîé êëàññè�èêàöèè. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè èçâåñòíî ñêîëüêî â âûáîðêå

ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîãî èç äâóõ êëàññîâ, òî ïî ëþáûì äâóì ïîêàçàòåëÿì èç ñïèñêà TPR, TNR, PPV,

NPV îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå äâà.

41. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áèíàðíîé êëàññè�èêàöèè. Âåðíî ëè, ÷òî

1) åñëè ó äâóõ êëàññè�èêàòîðîâ íà îäíîé è òîé æå âûáîðêå ñîâïàäàþò PPV (Preision) è ñîâïàäàþò

TPR (Reall, èëè Sensitivity), òî áóäóò ñîâïàäàòü TNR (Spei�ity) è NPV;

2) åñëè ó äâóõ êëàññè�èêàòîðîâ íà îäíîé è òîé æå âûáîðêå ñîâïàäàþò TNR (Spei�ity) è ñîâïàäàþò

NPV, òî áóäóò ñîâïàäàòü PPV (Preision) è TPR (Reall èëè Sensitivity);

3) ñîâïàäåíèå ROC êðèâûõ (äëÿ äâóõ êëàññè�èêàòîðîâ íà îäíîé è òîé æå âûáîðêå) âëå÷åò ñîâïàäåíèå

Preision-Reall êðèâûõ è íàîáîðîò?

42. Ïóñòü â çàäà÷å êëàññè�èêàöèè íà 2 êëàññà {0, 1} íåêîòîðûé êëàññè�èêàòîð (íàïðèìåð, íàèâíûé áàéå-

ñîâñêèé) îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèå îöåíêè g(x) àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà x ê

êëàññó 1:
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y(i) 0 0 0 0 0 1 1 1 1
g(x(i)) 0.75 0.15 0.11 0.23 0.09 0.10 0.66 0.82 0.50

Ïîñòðîéòå ROC-êðèâóþ. Âû÷èñëèòå AUC. Äëÿ êëàññè�èêàòîðà f(x) = I(g(x) ≥ 0.5) âûïèøèòå ìàòðèöó
ðàññîãëàñîâàíèÿ è íàéäèòå FPR, FNR, TNR, TPR, PPV, auray, error, F1.

43. Âèäîèçìåíèòå àëãîðèòì, ðàçîáðàííûé íà ëåêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ROC-êðèâîé, òàê, ÷òîáû îí íàõîäèë

ROC AUC.

44. Ïóñòü N òî÷åê ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíî ðàâíîìåðíî â åäèíè÷íîé d-ìåðíîé ãèïåðñ�åðå. Äîêàçàòü, ÷òî

ìåäèàííîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñ�åðû äî áëèæàéøåé òî÷êè ðàâíî

ρ(d,N) =
d

√
1− N

√
1/2.
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Íàéòè ïðåäåë ρ(d,N) ïðè d → ∞, N = O(d). Êàêîé âûâîä èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü ïðèìåíèòåëüíî ê

ìåòîäó áëèæàéøåãî ñîñåäà ïðè áîëüøèõ d?
45. Bias-variane trade-o�. �àññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè Y = f∗(X), ãäå X � ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, à f∗
� íåèçâåñòíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ. Ïóñòü x(1), x(2), . . . , x(N)

ñóòü íåçà-

âèñèìûå ðåàëèçàöèè âåëè÷èíû X . Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàâèñèìîñòè âîçüìåì �óíêöèþ f(x,D), ãäå

D =
{
x(1), x(2), . . . , x(N)

}
. �àçëîæèòü ED

(
f(x,D)−f∗(x)

)2
â ñóììó êâàäðàòà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ñìåùåíèÿ (bias) è äèñïåðñèè (variane).

46. Ìîæåò ëè èñïîëüçîâàíèå êîððåëèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèÿ? �àññìîòðèì

çàäà÷ó êëàññè�èêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ äâóìåðíîå. Îáúåêòû êàæäîãî

êëàññà èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (−1,−1) è (1, 1) ñîîòâåòñòâåííî
è åäèíè÷íîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèè êàæäûé. Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ ðàâíû

1
2 .

1) Âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè äëÿ ïåðåìåííûõ x1, x2.

2) Íàéòè áàéåñîâ êëàññè�èêàòîð è âû÷èñëèòü áàéåñîâó îøèáêó äëÿ óñå÷åííîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàÿ

òîëüêî îäíó ïåðåìåííóþ x1.

3) Íàéòè áàéåñîâ êëàññè�èêàòîð è âû÷èñëèòü áàéåñîâó îøèáêó äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

4) Ïðèâîäèò ëè èñïîëüçîâàíèå âòîðîé ïåðåìåííîé ê óìåíüøåíèþ îøèáêè?

47. �àññìîòðèì çàäà÷ó êëàññè�èêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè 0 è 1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ äâóìåðíîå.
Îáúåêòû êàæäîãî êëàññà èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (0, 0) è (1, 1)
ñîîòâåòñòâåííî è ìàòðèöåé êîâàðèàöèè

Σ =

(
2 1
1 2

)
.

Àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ ðàâíû Pr {Y = 0} = 1
3 è Pr {Y = 1} = 2

3 .

1) Íàéòè óðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè áàéåñîâà êëàññè�èêàòîðà.

2) Íàéòè ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Σ.

3) Ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíàòàì, îñè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû Σ.

4) Âûïèñàòü óðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè áàéåñîâà êëàññè�èêàòîðà â íîâûõ êîîðäèíàòàõ.

48. Âëèÿíèå øóìà íà êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèÿ. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ îäíîìåðíîå è îáó÷àþùàÿ âû-

áîðêà ñîñòîèò èç äâóõ îáúåêòîâ x(0) = 0, x(1) = 1. Äîáàâèì ê îáúåêòàì øóìîâîé ïðèçíàê, ðàñïðåäå-

ëåííûé ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [−1, 1]. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îáúåêò x = (0.32, 0) îêàæåòñÿ áëèæå

(ïî åâêëèäîâó ðàññòîÿíèþ) ê îáúåêòó x(1)
, ÷åì ê x(0)

? (Øóì ê x íå äîáàâëÿåòñÿ. Òîëüêî ê x(0) = 0 è

x(1) = 1.)
49. Âûïóêëûì ïîëèýäðîì (èëè âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì) â ïðîñòðàíñòâå Rd

íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, ò. å. ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:





a11x1 + a12x2 + . . . + a1dxd ≤ b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2dxd ≤ b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amdxd ≤ bm,

Äîêàçàòü, ÷òî îáëàñòü, â êîòîðîé âñå òî÷êè èìåþò îäèíàêîâûõ k áëèæàéøèõ ñîñåäåé (äëÿ åâêëèäîâà

ðàññòîÿíèÿ) åñòü ïîëèýäð.
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