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1. Â 1939 ã. ìîëîäîé ëåíèíãðàäñêèé ïðî�åññîð Ë.Â. Êàíòîðîâè÷
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îïóáëèêîâàë â èçäàòåëüñòâå Ë�Ó íåáîëüøóþ êíèæå÷êó [1℄, îáîáùàâøóþ

ðåçóëüòàòû åãî èññëåäîâàíèé ïî îäíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷å, êîòîðóþ ìîæ-

íî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíû (m,n)-ìàòðèöà A = (a

ij

) è âåêòîð

d = (d

1

; : : : ; d

n

), a

ij

îçíà÷àåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü i-ãî ñòàíêà ïî j-é äåòà-

ëè, d

j

� ÷èñëî äåòàëåé j-ãî âèäà, âõîäÿùèõ â êîìïëåêò. Òðåáóåòñÿ íàéòè

òàêóþ (m;n)-ìàòðèöó T = (t

ij

), ãäå t

ij

� âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî i-é

ñòàíîê ïðîèçâîäèò j-þ äåòàëü, ïðè êîòîðîé â åäèíèöó âðåìåíè ïðîèç-

âîäèòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîìïëåêòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü ýòîé

çàäà÷è

max min

i

m

P

i=1

a

ij

t

ij

=d

j

n

P

j=1

t

ij

� 1 (i = 1; : : : ; m);

t

ij

� 0 (i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n)

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

(1)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèçíàíà îñíîâîïîëàãàþùàÿ ðîëü ðàáîòû [1℄

â ñòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Â ÷àñòíîñòè, â íåé

áûëà âûñêàçàíà è óñïåøíî ïðèìåíåíà ê çàäà÷å (1) ïëîäîòâîðíàÿ èäåÿ

"ðàçðåøàþùèõ ìíîæèòåëåé"(ïîçæå èõ ñâÿçü ñ ïåðåìåííûìè äâîéñòâåí-

íîé çàäà÷è ËÏ ñòàíåò ÿñíîé íå òîëüêî èõ ñîçäàòåëþ), ðàçâèòàÿ â ïî-

ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ [2,3℄. Ïðèâåäó êîðîòêóþ öèòàòó èç êíèãè [4℄ Äæ.

1

Êàíòîðîâè÷ Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ (1912-1986) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ýêîíîìèñò,

àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑ� (1964, ÷ë.-êîðð.(1958), ãîñ. ïðåìèÿ (1949), Ëåíèíñêàÿ ïðåìèÿ

(1965, ñîâì.ñ ýêîíîìèñòàìè Â.Ñ. Íåì÷èíîâûì è Â.Â. Íîâîæèëîâûì), Íîáåëåâñêàÿ

ïðåìèÿ (1975, ñîâì. ñ àìåðèêàíñêèì ýêîíîìèñòîì Ò.È. Êóïìàíñîì). Îñíîâíûå òðóäû

ïî �óíêöèàíàëüíîìó àíàëèçó, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è ýêîíîìèêå.
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Äàíöèãà (ðàçðàáîòàâøåãî â 1949 ã. ñèìïëåêñ-ìåòîä [5℄), íàçâàâøåãî [1℄

"îáñòîÿòåëüíîé ìîíîãðà�èåé": ¾Êàíòîðîâè÷à ñëåäóåò ïðèçíàòü ïåðâûì,

êòî îáíàðóæèë, ÷òî øèðîêèé êëàññ âàæíåéøèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çà-

äà÷ ïîääà¼òñÿ ÷¼òêîé ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìóëèðîâêå, êîòîðàÿ ... äà¼ò

âîçìîæíîñòü ... ðåøàòü èõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè¿.

Èòàê, ïåðâûå ïóáëèêàöèè ïî ËÏ (òåðìèí ïðèíàäëåæèò Ò. Êóïìàíñó)

íà÷àëèñü â ÑÑÑ� íà 10 ëåò ðàíüøå, ÷åì â ÑØÀ. Âòîðàÿ ìèðîâàÿ âîéíà

çàòîðìîçèëà îòå÷åñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè. Íàïðè-

ìåð, ðàáîòà [6℄, îïóáëèêîâàííàÿ â 1949 ã., áûëà âûïîëíåíà â 1940 ã., à â

íåé áûë èçëîæåí ìåòîä ïîòåíöèàëîâ (òå æå ðàçðåøàþùèå ìíîæèòåëè),

ðåøàþùèé òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó

min

m

P

i=1

n

P

j=1




ij

x

ij

n

P

j=1

x

ij

= a

i

(i = 1; : : : ; m);

n

P

i=1

x

ij

= b

j

(i = 1; : : : ; n);

0 � x

ij

� d

ij

(i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n)
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>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(2)

Å¼ èíòåðïðåòèðóþò êàê ñîñòàâëåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïåðåâîçîê (íà-

õîæäåíèå x

ij

) ïðîäóêòà îò m ïîñòàâùèêîâ ê n ïîòðåáèòåëÿì; a

i

� êîëè-

÷åñòâî ïðîäóêòà, èìåþùåãîñÿ ó i-ãî ïîñòàâùèêà, b

j

� ïîòðåáíîñòü j-ãî

ïîòðåáèòåëÿ, 


ij

� ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ïðîäóêòà îò i-ãî ïîñòàâ-

ùèêà ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ, d

ij

� îãðàíè÷åíèå íà ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü

òàêîé ïåðåâîçêè.

Íà Çàïàäå çàäà÷ó (2) (ïðè d

ij

= 1) íàçûâàþò çàäà÷åé Õè÷êîêà�

Êóïìàíñà. Â [7℄ îíà áûëà âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíà è ñäåëàíû íàáðîñêè

ìåòîäà å¼ ðåøåíèÿ. �àáîòà [7℄ íå ïðèâëåêëà áîëüøîãî âíèìàíèÿ, îäíàêî

âòîðîé èññëåäîâàòåëü (Ò.Ñ. Koopmans, 1910-1985, Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ,

1975, ñîâìåñòíî ñ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì), "ÿâëÿÿñü ÷ëåíîì Îáúåäèí¼ííîãî

êîìèòåòà ïåðåâîçîê âî âðåìÿ Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû, èñïîëüçîâàë ðåøå-

íèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è äëÿ ñíèæåíèÿ ñóììàðíûõ çàòðàò âðåìåíè íà

ïåðåâîçêó, òàê êàê íåäîñòàòîê ãðóçîâûõ ñóäîâ ïðåäñòàâëÿë ñîáîé êðèòè-

÷åñêîå óçêîå ìåñòî. Â 1947 ã. Êóïìàíñ âîçãëàâèë èññëåäîâàíèÿ âîçìîæ-

íîñòåé ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ýêîíî-

ìè÷åñêèõ çàäà÷,"(ñíîâà öèòèðóþ [4℄.)

Îí ïðèâë¼ê ê ýòèì èññëåäîâàíèÿì ìíîãî èçâåñòíûõ ýêîíîìèñòîâ è

ìàòåìàòèêîâ (â òîì ÷èñëå Äæ. Äàíöèãà) è îðãàíèçîâàë âåñüìà ïðåäñòà-

âèòåëüíóþ êîí�åðåíöèþ ïî ËÏ [8℄.
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Ïîçâîëþ ñåáå ïîäûòîæèòü íåñêîëüêî çàòÿíóâøååñÿ ââåäåíèå òàê: êàê

÷àñòî áûâàëî, ðàçðàáîòàííàÿ â �îññèè òåîðèÿ äîâîäèòñÿ â ÑØÀ äî ÷¼òêî

ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðèìåíåíèé è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåò

øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ó íàñ.

2. �ëàâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâà-

íèè � òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè, ñâÿçûâàþùàÿ ïàðó äâîéñòâåííûõ çàäà÷

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max(


1

x

1

+ 


2

x

2

); min(u

1

b

1

+ u

2

b

2

);

A

11

x

1

+ A

12

x

2

� b

1

; u

1

� 0;

A

21

x

1

+ A

22

x

2

= b

2

; u

2

;

x

1

� 0; u

1

A

11

+ u

2

A

21

� 


1

;

x

2

; u

1

A

12

+ u

2

A

22

= 


2

:

(3)

Çäåñü A

ij

� (m

i

; n

j

)-ìàòðèöà, b

i

� m

i

-ìåðíûé ñòîëáåö, 


j

� n

j

-ìåðíàÿ

ñòðîêà, (i = 1; 2; j = 1; 2).

Ïåðåìåííûå ïåðâîé èç çàäà÷ (áóäåì íàçûâàòü å¼ ïðÿìîé çàäà÷åé ËÏ)

ñîáðàíû â ñòîëáöû x

1

è x

2

ðàçìåðíîñòè n

1

è n

2

ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè-

÷àþùèåñÿ òåì, ÷òî â x

2

ñîáðàíû ïåðåìåííûå, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü

êàê íåîòðèöàòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îíè ñîîòâåòñòâóþò

îãðàíè÷åíèÿì-ðàâåíñòâàì âòîðîé çàäà÷è (áóäåì íàçûâàòü å¼ äâîéñòâåí-

íîé). Àíàëîãè÷íî ïîäðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå âòîðîé çàäà÷è, ñîáðàííûå

â ñòðî÷êè u

1

è u

2

ðàçìåðíîñòè m

1

èm

2

ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ïðÿìàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

max 
x; (4:1)

Ax = b; (4:2)

x � 0; (4:3)

íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèì, òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à çàïèøåòñÿ â âèäå

min ub; (5:1)

uA � 
: (5:2)

Òàê êàê êàæäóþ èç ïàðû çàäà÷ (3) íåñëîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêî-

ìó âèäó, òî äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé èìåííî èì ìû è îãðàíè÷èìñÿ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P

1

è P

2

ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì (4.2)�(4.3) è (5.2) ñî-

îòâåòñòâåííî. Âåêòîð x

0

2 P

1

íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëàíîì çàäà÷è

(4.1)�(4.3), åñëè 
x � 
x

0

äëÿ ëþáîãî x 2 P

1

. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûé ïëàí u

0

â äâîéñòâåííîé çàäà÷å (5.1)�(5.2).

Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè. Ñïðàâåäëèâî îäíî è òîëüêî îäíî èç ñëå-

äóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(à) P

1

= ; è P

2

= ;,

(á) P

1

= ; è min

u2P

2

ub = �1,

(â) P

2

= ; è max

x2P

1


x =1,

(ã) êàæäàÿ èç ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ èìååò îïòèìàëüíûé ïëàí

è çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ �îðì íà íèõ ðàâíû, ò.å

max

x2P

1


x = min

u2P

2

ub: (6)

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà (î äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè). Ïóñòü x 2 P

1

è u 2 P

2

.

Òîãäà äëÿ èõ îïòèìàëüíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(
� uA)x = 0 (7)

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ïàðû äâîéñòâåííûõ

çàäà÷ (3).

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (7) çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè:

(u

1

A

11

+ u

2

A

21

� 


1

)x

1

= 0 (8:1)

u

1

(A

11

x

1

+ A

12

x

2

� b

1

) = 0: (8:2)

Èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå ïàðû

äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ (3) ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ (m

1

+m

2

+ n

1

+ n

2

) ïåðåìåííûìè




1

x

1

+ 


2

x

2

� u

1

b

1

+ u

2

b

2

;

A

11

x

1

+ A

12

x

2

� b

1

;

A

21

x

1

+ A

22

x

2

= b

2

;

u

1

A

11

+ u

2

A

21

� 


1

;

u

1

A

12

+ u

2

A

22

= 


2

;

x

1

� 0; u

1

� 0:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

;
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Óæå ýòîò �àêò òåñíî ñâÿçûâàåò ËÏ ñ òåîðèåé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû íà ðóáåæå XIX è XX âåêîâ

Ìèíêîâñêèì è Ôàðêàøåì [9,10℄.

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì, êòî èññëåäîâàë ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è ïîä-

÷åðêíóë èõ áîëüøîå çíà÷åíèå â ìåõàíèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, áûë

Ôóðüå (J.B.J. Fourier, 1768�1830). Çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî

îòêëîíåíèÿ â ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îí ñâ¼ë [11℄ ê íàõîæäåíèþ

ñàìîé íèçêîé òî÷êè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, äëÿ ÷åãî ïðåäëîæèë ìå-

òîä, ñîñòîÿùèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðîäâèæåíèè îò âåðøèíû ê âåðøèíå

� ïðîîáðàç ñèìïëåêñ�ìåòîäà. Îí æå ïåðåí¼ñ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íà ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ïóñòü íåðàâåíñòâà

n

X

j=1

a

ij

x

j

� b

i

; i = 1; : : : ; m (9)

ðàçäåëåíû íà òðè ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî çíàêó êîý��èöèåíòà a

in

:

I

0

= fi=a

in

= 0g, I

�1

= fi=a

in

< 0g, I

1

= fi=a

in

> 0g. Äëÿ ëþáîé ïàðû

i 2 I

�1

, k 2 I

1

ñîñòàâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî�ñëåäñòâèå

n�1

X

j=1

(a

kn

a

ij

� a

in

a

kj

)x

j

� a

kn

b

i

� a

in

b

k

:

Ïóñòü x

1

= (x

1

1

; : : : ; x

1

n�1

) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïîëó÷åííûì òàêèì îáðàçîì

íåðàâåíñòâàì è íåðàâåíñòâàì (9), äëÿ êîòîðûõ i 2 I

0

. Òîãäà íåðàâåíñòâà,

ñîîòâåòñòâóþùèå I

1

è I

�1

, äàþò ãðàíèöû äëÿ x

n

. Åñëè âûáðàòü x

1

n

â ýòèõ

ãðàíèöàõ, òî x = (x

1

1

; : : : ; x

1

n

) � ðåøåíèå ñèñòåìû (9).

Ýòîò ñïîñîá (íàçûâàåìûé ìåòîäîì èñêëþ÷åíèéÔóðüå-Ìîöêèíà) áûë

ïîçäíåå óñîâåðøåíñòâîâàí Ò. Ìîöêèíûì â åãî äèññåðòàöèè [12℄, ñîäåð-

æàâøåé îñíîâû òåîðèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

3. ×òîáû ïðèâåñòè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ,

äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû (òî÷êè) ïðè-

íàäëåæàò åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó V íàä ïîëåì F � ïîäïîëåì ïîëÿ âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Êîíóñîì C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê òàêèõ, ÷òî �x 2 C, åñëè

x 2 C è � � 0.

Êîíóñ C íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè èç òîãî, ÷òî x 2 C è y 2 C,

ñëåäóåò x + y 2 C.

Äëÿ âûïóêëîãî êîíóñà C îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûé êîíóñ C

�

=

fu=(u; x) � 0 äëÿ âñåõ x 2 Cg, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ âûïóêëûì êîíóñîì.
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Åñëè A = fa

1

; : : : ; a

s

g�êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V , òî ìíîæå-

ñòâî A

6

âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé A

6

= f

s

P

j=1

�

j

a

j

; � �

0 (j = 1; : : : ; n)g äà¼ò ïðèìåð âûïóêëîãî êîíóñà, íàçûâàåìîãî êîíå÷íî-

ïîðîæä¼ííûì. Êîíóñ, äâîéñòâåííûé ê êîíå÷íîïîðîæä¼ííîìó íàçîâ¼ì

êîíå÷íîîïðåäåë¼ííûì.

Òî÷êà b =

s

P

j=1

�

j

a

j

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê a

1

; : : : ; a

s

,

åñëè

P

s

j=1

�

j

= 1 �

j

� 0 (j = 1; : : : ; s)

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âûïóêëóþ

êîìáèíàöèþ ëþáûõ äâóõ ñâîèõ òî÷åê.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ âûïóêëî. ßñ-

íî òàêæå, ÷òî âûïóêëûé êîíóñ C, ïîëóïðîñòðàíñòâî fx=ax � �g, à, çíà-

÷èò, è ïåðåñå÷åíèå C ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Áîëåå

òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî M ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî êîíóñà C ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ

â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü çà íà÷àëî

êîîðäèíàò òî÷êó O, íå ïðèíàäëåæàùóþ � � à��èííîé îáîëî÷êå ìíî-

æåñòâà M , è ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ëó÷åé C = f�x; x 2 M; � � 0g.

Òîãäà C � âûïóêëûé êîíóñ, � � ãèïåðïëîñêîñòü è M = � \ C.

Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ax � b ïîëèýäðîì, à ìíîæåñòâî

âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé (âûïóêëóþ îáîëî÷êó) òî÷åê a

1

; : : : ; a

s

èç V


onv(a

1

; : : : ; a

s

) = f

s

X

j=1

�

j

a

j

=

s

X

j=1

�

j

= 1; �

j

� 0; j = 1; : : : ; sg

ïîëèòîïîì.

Òåîðåìà (Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî). Êîíóñ êîíå÷íîîïðåäåë¼í òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí êîíå÷íîïîðîæä¼í.

Òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíî, òî îòñþäà ïîëó-

÷àåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ò.å. ïî çàäàííîé ìàòðèöå A 2 F

m�n

ìû

ìîæåì íàéòè òàêóþ ìàòðèöó B 2 F

n�s

, ÷òî fx=Ax � 0g = fB�; � � 0g.

Ïðè ýòîì fu=uB � 0g = f�A; � � 0g è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

s �

 

m

r � 1

!

+ n� r + 1;

ãäå r � ðàíã ìàòðèöû A.
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Îöåíêè ÷èñëà s è òðóäî¼ìêîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà, ðàçóìå-

åòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíû, îäíàêî, ïðè ëþáîé �èêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè

îíè ïîëèíîìèàëüíû. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê

äðóãîìó ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïåðåñå÷åíèå è ñóììó êîíå÷íî�ïîðîæä¼ííûõ

êîíóñîâ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî ê ïîëèýäðó

P = fx=Ax � bg;

ïðåäñòàâëåííîìó â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà C = f(x

0

; x)=x

0

� 0; Ax �

bx

0

g ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ x

0

= 1, ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

ïîëèýäðà P è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [12℄.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïîëèýäðà. P � ïîëèýäð òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà P = Q+K, ãäå Q � ïîëèòîï, à K = fx=Ax � 0g.

Ýòà òåîðåìà � óòî÷íåíèå ñëåäóþùåãî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî�Øòåéíèöà�Âåéëÿ [9, 13, 14℄. P � ïîëè-

òîï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P � îãðàíè÷åííûé ïîëèýäð.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x, ïðèíàäëåæàùàÿ âûïóêëîìó

ìíîæåñòâóM , íàçûâàåòñÿ êðàéíåé, åñëè å¼ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå âû-

ïóêëîé êîìáèíàöèè äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M . Äëÿ ïîëèýäðà

ïîíÿòèå êðàéíåé òî÷êè ðàâíîñèëüíî ïîíÿòèþ âåðøèíû. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ïîëèýäð P íå ïóñò. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó íåãî êðàéíèõ òî-

÷åê íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ìàòðèöû A ðàâíÿëñÿ n. Áóäåì

ñ÷èòàòü äàëåå ýòî óñëîâèå âûïîëíåííûì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà âåðøèí ïîëèýäðà P è ïîëèòîïà Q â òåîðåìå î ðàç-

ëîæåíèè ñîâïàäàþò è èõ ÷èñëî s �

�

m

n

�

, òàê êàê ñ êàæäîé âåðøèíîé v

ïîëèýäðà (9) ñâÿçàíà áàçèñíàÿ ïîäñèñòåìà íåðàâåíñòâ, îáðàùàþùàÿñÿ íà

v â ðàâåíñòâà. Âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå �(m;n) âåðøèí áûë çàêðûò

â [15℄, ãäå äîêàçàíî, ÷òî îíî ðàâíî

�(m;n) =

 

m� [(n + 1)=2℄

[n=2℄

!

+

 

m� [(n+ 2)=2℄

[(n� 1)=2℄

!

: (10)

4. Èäåÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â äâèæåíèè ïî ðåáðàì ïîëèýä-

ðà îò âåðøèíû ê âåðøèíå, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà îïòèìàëüíàÿ âåðøè-

íà. Äàäèì íàáðîñîê àëãåáðàè÷åñêîé �îðìàëèçàöèè ýòîé èäåè. �àññìîò-

ðèì çàäà÷ó (4.1�4.3), â êîòîðîé ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1) ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí ÷èñëó ñòðîê m è
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2) èçâåñòíà åå áàçèñíàÿ ïîäìàòðèöà A

J

(detA

J

6= 0) ñî ñòîëáöàìè a

j

,

j 2 J , òàêàÿ, ÷òî b 2 A

6

J

.

Åñëè ïîëîæèòü íåáàçèñíûå (j =2 J) ïåðåìåííûå x

j

= 0, òî èç ñèñòåìû

(4.2) çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî è ìû ïî-

ëó÷èì òî÷êó x(J) 2 P

1

, íàçûâàåìóþ äîïóñòèìûì áàçèñíûì ðåøåíèåì

èëè îïîðíûì ïëàíîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî x(J) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïîëè-

ýäðà P

1

è, îáðàòíî, ëþáóþ âåðøèíó ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì ñïîñîáîì.

Äàëåå íàéäåì ðåøåíèå u(J) ñèñòåìû

ua

j

= 


j

(j 2 J); (11)

ïîëó÷àþùåéñÿ îáðàùåíèåì â ðàâåíñòâà íåðàâåíñòâ äâîéñòâåííîé çàäà÷è,

ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì ïåðåìåííûì ïðÿìîé çàäà÷è. Åñëè òî÷êà x(J)

èìååò m ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò (íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé), òî (11)

ñëåäóåò èç (7). Åñëè u(J) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (5.2), òî u(J) �

âåðøèíà ïîëèýäðà P

2

è ïî òåîðåìå î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè x(J) �

îïòèìàëüíûé ïëàí (è u(J) � òîæå).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ l =2 J òàêîå, ÷òî u(J)a

l

< 


l

(ïî ñóùå-

ñòâó, âåëè÷èíà 


l

�u(J)a

l

� ýòî ðàçðåøàþùèé ìíîæèòåëü Êàíòîðîâè÷à).

Ýòî l îïðåäåëÿåò ðåáðî, äâèãàÿñü ïî êîòîðîìó óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå ëè-

íåéíîé �îðìû. Åñëè ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåîãðàíè÷åííî, òî èìååò ìåñòî

ñëó÷àé (á) èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè. Èíà÷å â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå

ïîëó÷èì íîâóþ âåðøèíó x(J

0

) ïîëèýäðà P

1

, ñîåäèíåííóþ ñ x(J) ðåáðîì.

Çàìåòèì, ÷òî J

0

îòëè÷àåòñÿ îò J òîëüêî îäíèì ýëåìåíòîì l, â òàêîì

ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü èõ ñîñåäíèìè. Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ìîæåò ïî-

ÿâèòüñÿ öèêë, òàê êàê íå èñêëþ÷åíî, ÷òî x(J

0

) = x(J). Ñïåöèàëüíûå

ïðèåìû, íàïðèìåð, ëåêñèêîãðà�è÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ïîäìíîæåñòâà J ,

äåëàþò âîçíèêíîâåíèå öèêëîâ íåâîçìîæíûì, ÷òî îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó

÷èñëî ñèìïëåêñíûõ èòåðàöèé

�(m;n) �

 

n

m

!

: (12)

Èñïîëüçóÿ (10), ýòó îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü, ÷òî ïðèâåäåò, ãðóáî ãîâîðÿ,

ê çàìåíå â (12) m íà m=2.

Âîïðîñ î íàõîæäåíèè íà÷àëüíîé âåðøèíû (îïîðíîãî ïëàíà x(J)) ðå-

øàåòñÿ ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî áàçèñà. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî b � 0 â ñèñòåìå (4.2). �àññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè
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ëèíåéíîé �óíêöèè

y

0

= �

m

X

i=1

y

i

íà ïîëèýäðå y + Ax = b; y = (y

1

; : : : ; y

n

) � 0; x � 0: Ïîëîæèâ

x = 0; y = b, ìû ïîëó÷èì îïîðíûé ïëàí ýòîé çàäà÷è ËÏ, è, òàê êàê

y

0

îãðàíè÷åíà ñâåðõó (y

0

� 0), ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ñèìïëåêñ-

ìåòîä äàñò îïòèìàëüíûé ïëàí. Åñëè çíà÷åíèå ëèíåéíîé �îðìû y

0

íà íåì

îêàæåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, òî P

1

= ;. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðîäåëàâ åùå

íå áîëåå m ñèìïëåêñíûõ èòåðàöèé, ìû èñêëþ÷èì ëèíåéíî-çàâèñèìûå

ñòðîêè, åñëè ðàíã ìàòðèöû A áûë ìåíüøå m, è íàéäåì îïîðíûé ïëàí

x(J) 2 P

1

. Ýòîò ïðèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî ñäåëàííûå â íà÷àëå ïóíêòà ïðåä-

ïîëîæåíèÿ 1) è 2) íå íàðóøàþò îáùíîñòè.

Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè ïîäñêàçûâàåò, ÷òî âìåñòî ïîëèýäðà P

1

ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïîëèýäð P

2

: óïîðÿäî÷åííûé ïåðåáîð åãî âåðøèí ïðèâîäèò

ê äâîéñòâåííîìó ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Ñóùåñòâóþò è ìåòîäû, èñïîëüçóþ-

ùèå èäåè êàê ïðÿìîãî, òàê è äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð,

ìîíîãðà�èþ [16℄, ñîäåðæàùóþ èõ êîìïàêòíîå îïèñàíèå). Åñòåñòâåííîé

îöåíêîé ÷èñëà �(m;n) ñíèçó ÿâëÿåòñÿ äèàìåòð d(P

1

) ãðà�à ïîëèòîïà P

1

(áóäåì ïðåäïîëàãàòü P

1

îãðàíè÷åííûì), âåðøèíàìè è ðåáðàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû è ðåáðà ïîëèòîïà P

1

. Èçâåñòíî [4℄ ïðåäïîëîæåíèå î

òîì, ÷òî d(P

1

) � m. Äëÿ ïîëèòîïîâ P

2

, çàäàâàåìûõ â âèäå (5.2), îáî-

çíà÷èì ÷åðåç �(m;n) íàèáîëüøèé äèàìåòð ãðà�à m-ìåðíîãî ïîëèòîïà


 n (m � 1)-ìåðíûìè ãðàíÿìè. Ñ íèì ñâÿçàíà òàê íàçûâàåìàÿ ãèïîòåçà

�èðøà (Hirs
h W.M.) î òîì, ÷òî �(m;n) � m � n, äîêàçàííàÿ â ðÿäå

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (ïðè m � 3, n � m � 5, à òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ ñïå-

öèàëüíûõ êëàññîâ ïîëèòîïîâ, íàïðèìåð, äëÿ (0,1)- ïîëèòîïîâ, âåðøèíû

êîòîðûõ èìåþò êîîðäèíàòàìè ÷èñëà 0 è 1 [17℄). Èçâåñòíî, ÷òî ãèïîòåçó

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ (ó êàæäîé âåðøèíû m ñîñåäåé)

ïîëèòîïîâ è òîëüêî ïðè n = 2m. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

îöåíêè

&

n�m�

n�m

d5m=4e

'

+ 1 � �(m;n) � 2

m�3

n;

ãäå d�e � íàèìåíüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå �.

Ñ ýòèìè è äðóãèìè èíòåðåñíûìè ðåçóëüòàòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ãðà�à-

ìè ïîëèòîïîâ, ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî ìîíîãðà�èè [18℄.

5. Ñèìïëåêñ-ìåòîä îêàçàëñÿ íà ïðàêòèêå âåñüìà ý��åêòèâíûì: îïûò

ïîäòâåðæäàåò ïî÷òè ëèíåéíóþ ïî ðàçìåðíîñòè îöåíêó ÷èñëà èòåðàöèé.
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Îäíàêî â 1972 ã. ïîÿâèëàñü ðàáîòà [19℄, â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ñèìïëåêñ-ìåòîä (òî÷íåå, åãî âàðèàíò, ðàçðàáîòàííûé Äàíöèãîì) íå ïîëè-

íîìèàëåí. Äëÿ ýòîãî àâòîðû, äå�îðìèðîâàâ n-ìåðíûé êóá, çàäàëè òàêóþ

ëèíåéíóþ �îðìó, ïðè êîòîðîé ñèìïëåêñ-ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõî-

äèò âñå åãî 2

n

âåðøèí. Ïîçæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû

è äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ ñèìïëåêñ-ìåòîäà (ñì. áèáëèîãðà�èþ â [20℄).

Ïðîöèòèðóþ [20℄: ¾`Ïëîõèå' ëèíåéíûå ïðîãðàììû ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì

äàëüíåéøåé äå�îðìàöèè êóáà òèïà ñêàøèâàíèÿ ðåáåð, çàñòàâëÿþùåé

ñèìïëåêñ-ìåòîä `ïðîãëÿäåòü' êîðîòêèé ïóòü ê îïòèìàëüíîé âåðøèíå. Îñ-

íîâíûì ïðåïÿòñòâèåì òóò ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííàÿ `áëèçîðóêîñòü' ñèìïëåêñ-

ìåòîäà: ïðîöåäóðà íå îòñåèâàåò âñå íåïåðñïåêòèâíûå âàðèàíòû è íå âû-

äåëÿåò ëîêàëüíî ïëîõèå, íî ãëîáàëüíî õîðîøèå ïóòè . . . Îäíàêî äî ñèõ

ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëà, äåëàþùåãî

ñèìïëåêñ-ìåòîä ïîëèíîìèàëüíûì.¿

6. Â 1979 ã. Ë.�. Õà÷èÿí (ïðåìèÿ Ôàëêåðñîíà, 1982, ñîâìåñòíî ñ Þäè-

íûì Ä.Á. è Íåìèðîâñêèì À.Ñ.) ïîëó÷èë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò [21℄ íà âî-

ïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è ËÏ ñ ðàöè-

îíàëüíûì âõîäîì, èñïîëüçîâàâ ìåòîä ýëëèïñîèäîâ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ

çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Í.Ç. Øîðîì è Ä.Á. Þäèíûì è

À.Ñ. Íåìèðîâñêèì ([22, 23℄, ïîñëåäóþùèå ðàáîòû ñì. áèáëèîãð. â [20℄).

Ïóñòü D � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà è z � òî÷êà â R

n

.

Òîãäà ìíîæåñòâî E = M(z;D) = fx 2 R

n

=(x�z)

T

D

�1

(x�z) � 1g çàäà¼ò

ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â òî÷êå z.

Ïóñòü ïîëèýäð P ñîäåðæèòñÿ â E. Åñëè z íå óäîâëåòâîðÿåò êàêîìó-òî

èç ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ax � �, îïèñûâàþùèõ ïîëèýäð P , òî P � E

0

�

ýëëèïñîèäó ìèíèìàëüíîãî îáú¼ìà, ñîäåðæàùåãî fx=ax � azg[E. Äëÿ E

0

öåíòð z

0

è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöàD

0

íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî

ïðîñòî, è ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà öåíòð î÷åðåäíî-

ãî ýëëèïñîèäà íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü P . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 1) îòíîøåíèå

îáú¼ìîâ E

0

è E ìåíüøå âåëè÷èíû e

�1=2(n+1)

, ãäå e = 2; 7::: � îñíîâàíèå

íàòóðàëüíûõ ëîãàðè�ìîâ (ýòî çåðíî ìåòîäà ýëëèïñîèäîâ), 2) èìååòñÿ

âåëè÷èíà �, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùàÿ îò äëèíû âõîäíîé èí�îðìàöèè,

ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî åñëè îáú¼ì î÷åðåäíîãî ýëëèïñîèäà ñòàë ìåíüøå �, òî

P = ; èëè åãî ðàçìåðíîñòü ìåíüøå n. Õà÷àÿíó íà ïóòè ê åãî ðåçóëüòàòó

ïðèøëîñü ïðåîäîëåòü åù¼ ðÿä ïðåïÿòñòâèé, ãëàâíîå èç êîòîðûõ, ïîæà-

ëóé, ñîñòîÿëî â íåîáõîäèìîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïîëèýäðà

E

0

, ñîõðàíÿþùèé òîëüêî ÷òî îòìå÷åííûå ñâîéñòâà 1 è 2. Äðóãèå ïðî-

áëåìû (ïåðåõîä ê îïòèìèçàöèè, íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè è ïð.) íå ñòîëü
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ïðèíöèïèàëüíû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíòû (m;n)-ìàòðèöû A

è êîìïîíåíòû ñòîëáöà b öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå ïî ìîäóëþ �,

òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ (èëè äîêàçàòåëüñòâà åãî îò-

ñóòñâèÿ) ñèñòåìû Ax � b àëãîðèòìîì Õà÷èÿíà äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü

O(mn

8

log

2

(�n)) àðè�ìåòè÷åñêèõ (áèòîâûõ) îïåðàöèé. Î äðóãèõ ïîëè-

íîìèàëüíûõ àëãîðèòìàõ ËÏ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [20℄.

Õîòÿ ýòè àëãîðèòìû ý��åêòèâíû ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðàê-

òè÷åñêè êîíêóðèðîâàòü ñ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì îíè (ïî êðàéíåé ìåðå, ïîêà)

íå ìîãóò.

Îáúÿñíåíèåì ýòîìó, íà ìîé âçãëÿä, ñëóæàò ïîÿâèâøèåñÿ ïî÷òè îäíî-

âðåìåííî ðàáîòû [24-27℄, â êîòîðûõ ïîêàçàíî, ÷òî â ñðåäíåì (â ðàçíûõ

âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ) ñèìïëåêñ-ìåòîä ïîëèíîìèàëåí, ñ ñóùåñòâåííî

ëó÷øèìè, ÷åì ó Õà÷èÿíà, îöåíêàìè. Íàïðèìåð, â [26℄ îíà ëèíåéíà îò ÷èñ-

ëà íåðàâåíñòâ â çàäà÷å (5.1)-(5.2) (äëÿ ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ñèìïëåêñ-

ìåòîäà). Íàñêîëüêî ýòè âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè åñòåñòâåííû ïðåäñòîèò

åù¼ âûÿñíèòü.

Çàìå÷åíî, íàïðèìåð [20℄, ¾÷òî ïðè îãðàíè÷åíèÿõ êîìáèíàòîðíîãî õà-

ðàêòåðà èëè èìåþùèõ âûðàæåííóþ ñòðóêòóðó (íàïðèìåð, âñå êîý��è-

öèåíòû � íóëè è åäèíèöû èëè æå ïîëó÷åíû èç "ïîëèíîìîâ Êðàâ÷óêà")

ñèìïëåêñ-ìåòîä ÷àñòî ðàáîòàåò ìåäëåííî.¿
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Àííîòàöèÿ

Îáñóæäàþòñÿ òðè àñïåêòà îäíîé è òîé æå ïðåäìåòíîé îáëàñòè: îïòè-

ìèçàöèîííûé � ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, àëãåáðàè÷åñêèé � òåîðèÿ

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ãåîìåòðè÷åñêèé � ïîëèýäðû. Äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñ

èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîñëåäèòü ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó íèìè,

ïðèâåñòè îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è ñ�îðìóëèðîâàòü íåêî-

òîðûå âîïðîñû, îñòàþùèåñÿ ïîêà áåç îòâåòîâ.

The Linear Programming: History, Results, Problems. V.N. Shev
hen
o

Abstra
t

Three aspe
ts of one subje
t are investigated: optimization one � the linear

programming, algebrai
 one - the theory of linear inequalities, geometri
 one

� the polyhedra.

The author attempts to observe logi
al 
onne
tions between these topi
s,

to bring the main mathemati
al results, and to forumlate some unsolved

problems from the histori
 point of view.
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