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Пусть задана функция f : Zn → Zn и начальная точка x0 ∈ Zn. По заданным f и x0

строится последовательность:
xn = f(xn−1), n ≥ 1. (1)

Рассмотрим случай первого появления повторения в генерируемой последовательности:
в процессе итерации появился такой элемент xs, что все элементы x0, . . . , xs−1 различны, и
среди этих s элементов существует единственный элемент xh = xs. Нас интересует, сколько в
среднем шагов от начальной точки x0 нужно сделать, чтобы получить это первое повторение.

Утверждение 1. Для любых случайных f : Zn → Zn, x0 ∈ Zn, среднее время до первого
появления повторения в последовательности (1) не превосходит величины O(

√
n).

Доказательство. Построим вероятностное пространство < Ω, F , Pr >.

1. Ω = {(f, x0), f : Zn → Zn, x0 ∈ Zn}.
Множество Zn содержит n различных элементов, каждый из которых можно отобразить
в один из n элементов. Поэтому существует nn различных функций f : Zn → Zn.

Точку x0 можно выбрать из Zn n различными способами.

Таким образом, |Ω| = n · nn = nn+1.

2. Пусть случайная величина ξ есть номер шага (начиная с нулевого), на котором было
получено первое повторение в последовательности, генерируемой (1). Нас интересует
вероятность события {ξ = s} , s ∈ N0. Подсчитаем кол-во исходов, благоприятствующих
событию.

Элементы x0, . . . , xs−1 должны быть различны, а xs должен совпадать с одним из них.
Подсчитаем количество отображений f , приводящих к этой конфигурации. Точку x0

можно отобразить в x1 n − 1 способами, x2 в x1 — n − 2 способами, . . . , xs−2 в xs−1 —
n−s+1 способами. Все элементы x0, . . . , xs−2 различны и дают s−1 различых элементов
множества Zn, — тем самым мы построили отображение f для этих s − 1 элементов.
Далее, xs−1 в xs можно отобразить только s способами, чтобы он совпал с одним из
предшествующих элементов. Тем самым построено отображение f для s различных
элементов Zn, т. к. x0, . . . , xs−1 все различны. Осталось построить f для оставшихся
n−s элементов множества Zn. Любой из этих n−s элементов можно отобразить в любой
из n элементов Zn, а это можно сделать nn−s способами.

Точку x0 можно выбрать произвольным образом из n элементов.

Пользуясь правилом произведения, получаем:

Pr({ξ = s}) def
= Pr(s) =

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− s + 1) · s · nn−s

nn+1
=

n! · s
(n− s)! · ns+1

.

Подсчитаем среднее значение величины s. Заметим, что конфигурация первого повторе-
ния невозможна при значениях s, отличных от значений из {1, . . . , n}, поэтому вероятность
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таких значений полагается равной 0. Действительно, при s = 0 конфигурация не имеет смыс-
ла, а при s > n она невозможна, так как имеется не более n различных значений элементов.
Поэтому матожидание величины s выражается конечной суммой:
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Здесь мы воспользовались свойствами Гамма-функции и интеграла Пуассона.
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