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Глава 1. Элементарная теория кривых и  

поверхностей 2-го порядка 
 

 

1.1. Кривые 2-го порядка 
 

Эллипс, гипербола и парабола играют очень важную роль в математике и 

ее приложениях.  

Камень, брошенный под углом к горизонту, движется (если пренебречь со-

противлением воздуха) по параболе. Это открыл Тарталья в XVI веке. Он же 

обнаружил, что наибольшая дальность получается при бросании под углом 45 

– это открытие дало большие преимущества его родной Венеции в ее нескон-

чаемой войне с турками. 

По эллипсам движутся "материальные точки" в гравитационном поле: пла-

неты, астероиды, кометы (это открыл Кеплер в начале XVIII века). Некоторые 

кометы (так называемые внесистемные) движутся по параболам или ги-

перболам, они приходят из бесконечности и уходят в бесконечность.  

Зеркало телескопа-рефлектора вытачивается как поверхность, полученная 

вращением параболы (ее название – эллиптический параболоид). 

Алгебраические свойства этих кривых и их многомерных обобщений ле-

жат в основе классификации линейных уравнений математической физики (эл-

липтические, гиперболические и параболические). 

Эллипс, гипербола и парабола появились у греческих математиков IV века 

до н.э., как "конические сечения". Решающий вклад в их изучение сделал Ап-

полоний Пергский (конец III века до н.э.), ему принадлежат их названия. Инте-

ресно, что "новое время" с его координатным методом не открыло никаких но-

вых свойств эллипса, гиперболы и параболы, хотя этот метод существенно об-

легчил их изучение. 

Все три кривые можно охарактеризовать с единой точки зрения. Для этого 

зададим три элемента: 

 точку, называемую фокусом
1
, 

 прямую, называемую директрисой, которая не проходит через фокус, 

 неотрицательное число, называемое эксцентриситетом. 

                                                           
1
 Термины "фокус" (по-латыни focus, очаг) и эксцентриситет (от латинского ex, вне и "центр") 

ввел Кеплер в сочинениях по небесной механике. Термин "директриса" в данном значении ввел Ло-

питаль. 
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Считая эти три элемента заданными, определим кривую как множество то-

чек плоскости, содержащей фокус и директрису и удовлетворяющих следую-

щему фокально-директориальному условию (в дальнейшем "ф-д. условие"). 

Пусть расстояние произвольной точки кривой от фокуса равно , а ее расстоя-

ние от директрисы равно d. Ф-д. условие заключается в том, что отношение 
d

ρ
 

для любой точки на кривой одинаково и равно эксцентриситету .  

Подвергнем плоскость, на которой расположена кривая 2-го порядка, пре-

образованию подобия, при котором все расстояния умножаются на некоторое 

число – коэффициент подобия. Очевидно, что при таком преобразовании экс-

центриситет кривой сохраняется, т.е. у подобных кривых эксцентриситеты рав-

ны. 

Из ф-д. условия следует, что прямая, проведенная через фокус перпенди-

кулярно к директрисе, является осью симметрии кривой. Из этого условия 

можно вывести уравнение кривой в полярных или декартовых координатах. 

 

 

1.1.1.   Полярное уравнение кривой 2-го порядка 
 

Этот вид уравнения применяется в небесной механике (так называется раз-

дел теоретической астрономии, изучающий движение тел в гравитационном 

поле). В конце XVII в. немецкий астроном Кеплер экспериментально нашел три 

закона движения планет. Первый закон утверждает, что траекторией любой из 

них является эллипс, в одном из фокусов которого (см. ниже) находится Солн-

це. Второй и третий законы описывают закон движения планеты по эллиптиче-

ской траектории. Исследуя полярное уравнение эллипса и применяя остальные 

два закона Кеплера, в конце XVII в. Ньютон сформулировал и доказал закон 

всемирного тяготения – одну из основ точного естествознания. 

Введем полярную систему координат, считая ось симметрии полярной 

осью, фокус – началом координат, положительное направление примем от ди-

ректрисы через фокус и дальше в бесконечность (декартова система координат  

Oxy будет использована позднее). 

На рис. 1.1 фокус – точка F, директриса – прямая DS, полярная ось –  пря-

мая DF. Чтобы написать уравнение, надо как-то охарактеризовать размер кон-

фигурации. Можно задать расстояние FD от фокуса до директрисы, но более 

традиционный вид уравнения получится, если для этой цели использовать дли-

ну отрезка FP=p, где P – точка пересечения прямой, проходящей через фокус 
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параллельно директрисе, с кривой. Величина p называется фокальным пара-

метром кривой. 

Перепишем ф-д. условие в виде 

 = d.                  (1.1) 

Расстояние d = SM = DF + 

+FN = QP + cos, длину отрезка 

QP найдем из ф-д. условия (1.1) 

для точки P: p = QP, откуда рас-

стояние между фокусом и дирек-

трисой 


p
QPFD  . Таким об-

разом, 


sco
p

d  . Подста-

вив это выражение в ф-д. условие 

(1) для точки M, получим =d=p+cos. Отсюда получаем уравнение кри-

вой в полярных координатах: 




cos1 


p
.                                                   (1.2) 

Неравенство 



cos1 


p

 описывает внутреннюю область, которой 

принадлежит фокус. 

Исследуем форму кривой с помощью полярного уравнения. Необходимо 

различать три случая в зависимости от значения эксцентриситета . 

Важное замечание: любые две 

кривые с одинаковым эксцентрисите-

том подобны (рис. 1.2). 

Случай 1: 0    1. Выражение  

1–cos остается положительным при 

любом , поэтому при любом  радиус 

 конечен, вся кривая расположена в 

ограниченной части плоскости. Такая 

кривая 2-го порядка называется эллип-

сом (см. рис. 1.3) (происхождение на-

звания будет объяснено позже). 

Если  = 0, из уравнения (1.2) име-

ем  = p = const, кривая является ок-
Рис. 1.2. Подобные эллипсы 

в полярной системе координат 

    Рис. 1.1. К выводу уравнения кривой 2 порядка 

F D 

Q 

S 
M 

N 

 
 

d 

P 

p 

O x 

y 
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ружностью радиуса p с центром в фокусе F. С точки зрения ф-д. условия этот 

случай является особым, так как расстояние от фокуса до директрисы 


p
, 

т.е. "директриса" окружности "ушла в бесконечность" (говоря более прозаично, 

никакой директрисы у окружности не существует). 

При возрастании эксцентриситета 

от 0 к 1 эллипс становится все более вы-

тянутым вдоль полярной оси. Точки эл-

липса, в которых расстояние от фокуса 

достигает минимума и максимума, на-

зываются его вершинами. В астрономии 

эти точки орбиты небесного тела, вра-

щающегося вокруг Солнца, называются 

перигелий (точка, ближайшая к Солнцу) 

и апогелий (точка, наиболее удаленная 

от Солнца). Аналогичные точки орбиты 

Луны (или искусственного спутника 

Земли) называются перигей и апогей.  

Из уравнения кривой (1.2) находим 







1

p
min , 







1

p
max , их отноше-

ние 













1

1

min

max
. Пусть, например, эксцентриситет  = 0.5, тогда отношение 

экстремальных расстояний равно 3. Если представить себе планету с такой ор-

битой, интенсивность излучения, получаемого от центрального светила (она об-

ратно пропорциональна квадрату расстояния) за период обращения будет ме-

няться в 9 раз! Навряд ли в таких условиях возможно возникновение и су-

ществование жизни. Эксцентриситет орбиты Земли вокруг Солнца равен всего 

0.017, отношение максимального расстояния к минимальному немного больше 

1.03, его квадрат близок к 1.07. Это скромное значение обеспечивает землянам 

достаточно комфортное существование. Интересно, что Земля ближе всего к 

Солнцу в те месяцы, когда в северном полушарии стоит зима, так что природ-

ные сезоны определяются совсем другими факторами.  

Орбита кометы Галлея, период обращения которой равен 76 лет, имеет 

эксцентриситет  = 0.97. Для нее минимальное расстояние от Солнца примерно 

0.5 а.е. (а.е. – астрономическая единица, это среднее расстояние Земли от Солн-

       Рис. 1.3. Эллипс с директрисой 
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ца, она равна примерно 150 млн. км.). Для кометы Галлея отношение макси-

мального расстояния к минимальному близко к  60, его квадрат – к  3600. 

Случай 2:  = 1. Уравнение упрощается до 



cos1


p

, знаменатель по-

ложителен при всех , кроме  = 0, когда он обращается в нуль.  

Эта кривая называется параболой. При   0 расстояние точки на парабо-

ле от фокуса   .  

Расстояние от фокуса до директрисы параболы равно фокальному парамет-

ру p, вершина параболы (точка, соответствующая  = ) делит это расстояние 

пополам (см. рис. 1.4). 

Эксцентриситет любой параболы равен 1, поэтому все параболы подобны, 

хотя на первый взгляд это утверждение может показаться ошибочным. 

Случай 3:   1. Эта кривая 

называется гиперболой (рис. 1.5). 

Знаменатель в уравнении (1.2) дол-

жен оставаться положительным, 

поэтому необходимо, чтобы вы-

полнялось неравенство  1cos  ; 

отрицательные значения cos  до-

пустимы.  

Когда угол 

  0arccos 1   , полярный ра-

диус   . 

Любые две гиперболы с оди-

наковым эксцентриситетом подоб-

ны. 

 

 

1.1.2.   Уравнение кривой 2-го порядка, отнесенное к вершине 
 

Пополним рис. 1.1 декартовой системой координат, начало которой O на-

ходится в вершине кривой, ближайшей к фокусу.  

Расстояние от фокуса до вершины 






1

min

p
OF  – см. выше.  

        Рис. 1.4. Парабола с директрисой 

       Рис. 1.5. Гипербола с директрисой 



 8 

 

Рис. 1.6. Сравнение двух площадей 

O F 

M(x,y) 

P 

y 

x N(x,0) 

y
2 

2px
 

x F 

p 

Расстояние от вершины до директрисы найдем из ф-д. условия для вер-

шины O: 
)






1(

min p
OD . 

Из уравнения (1.2) имеем =p+cos. Из того же рис. 1.1 видим, что 







1
cos

p
x . Совместив два соотношения, после несложных преобразо-

ваний получим 






1

p
x , таким образом, 

2
2

1















p
x .  Кроме 

того, y  sin  и, следовательно, 
2

2
2

1
y

p
x 













 . 

Поскольку =p+cos, имеем 
2
=(p+cos)

2
. 

Приравнивая два выражения для 
2
, получим уравнение, которое приво-

дится к виду 

                     y
2 
= 2px + x

2
(

2
–1).                                               (1.3) 

Из уравнения (1.3), как и из полярного уравнения (1.2) видно, что кривая 

симметрична относительно оси абсцисс. 

В "геометрической алгебре" древних греков величины первой степени изо-

бражались отрезками, величины второй степени – площадями. Уравнение (1.3), 

которое у них носило название симптом (признак), воспринималось ими как 

сравнение двух площадей – квадрата со стороной y и прямоугольника со сторо-

нами 2p и  x (см. рис. 1.6). 

В рамках этого сравнения 

получают объяснение традици-

онные названия кривых 2-го по-

рядка, которыми мы обязаны 

Апполонию. 

При  < 1 кривая есть эл-

липс, из уравнения (1.3) y
2 

< 2px, 

т.е. в левой части имеется не-

достаток, по-гречески – 

. 

При  = 1 кривая есть парабола, в уравнении (1.3) имеем y
2 

= 2px, т.е. левая 

часть совпадает с правой, констатируем уравнивание, по-гречески – . 

При  > 1 кривая есть гипербола, из уравнения (1.3) y
2 

> 2px, т.е. в левой 

части имеется избыток, по-гречески – . 
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Интересно, что эти термины употребляются не только в геометрии, но и в 

литературоведении, где им возвращен первоначальный, "греческий" смысл: эл-

липс – некая недосказанность, гипербола – преувеличение, парабола – нечто 

равное по смыслу, иносказание, притча. 

  

 

1.1.3.   Канонические уравнения кривых 2-го порядка 

 

Канон (по-гречески ) означает "правило, предписание". Т.е. это наи-

более "правильные", "законные" уравнения.  

Для параболы каноническим является уравнение  

y
2 
= 2px,                                                         (1.4) 

получающееся из уравнения (1.3) при =1. 

Неравенство y
2 
 2px описывает внутреннюю часть параболы (ей принад-

лежит фокус и вся положительная полуось Ox.) 

Вывод канонических уравнений эллипса и гиперболы начнем с того, что из 

уравнения (1.3) при   1 найдем точки пересечения с осью абсцисс. Имеем 

2px+x
2
(

2
–1)=0, поэтому  x1 = 0,  x2 =

21

2



p
.  

В случае эллипса, когда  < 1, имеем  x2 > 0, т.е. вторая точка пересечения 

лежит справа. Этот факт мы обсуждали при рассмотрении полярного уравнения 

эллипса. 

В случае гиперболы, когда  > 1, имеем x2 < 0, т.е. вторая точка пересече-

ния лежит слева от начала координат. Этот факт с точки зрения полярного 

уравнения необъясним и приходится констатировать, что полярное уравнение 

описывает гиперболу неполно – на самом деле, как станет ясно чуть позже, ги-

пербола состоит из двух ветвей, а полярное уравнение "схватывает" только од-

ну. 

Найдем середину между двумя точками пересечения 

2

21
0

12 





pxx
x  и перенесем в эту точку начало координат. Новая абс-

цисса x' связана со старой x формулой x = x' + x0. Подставив это выражение в 

(1.3), получим после некоторых преобразований  
)1(

)1(
2

2
222







p
yx . 

Разделив обе части этого уравнения на его правую часть, получим  
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1

)1(

2

)1(

2

2

2

22

2


 

pp

yx
                                           (1.5) 

(здесь опущен "штрих" при символе переменной  x, поскольку в дальнейшем 

мы будем иметь дело только с "новой", канонической системой координат).  

Из этого уравнения видно, что для эллипса и гиперболы осью симметрии 

является не только ось абсцисс, но и новая ось ординат, поэтому кроме знако-

мых по рис. 1.1 левого фокуса и левой директрисы имеются также правый фо-

кус и правая директриса. Начало координат является центром симметрии.  

Расстояние от левого фокуса до левой вершины (а по симметрии и от пра-

вого фокуса до правой директрисы) равно 






1

p
min . Расстояние от левой 

вершины до левой директрисы (а также от правой вершины до правой дирек-

трисы) равно 
)

min








1(

p
 (это следует из ф-д. условия (1.1) для левой вер-

шины). 

Дальнейшие рассмотрения проведем отдельно для эллипса и гиперболы. 

Случай 1, эллипс. 0    1. Обозначим знаменатели в (1.5)  

)1(
,

)1( 2

2
2

22

2
2

 





p
b

p
a                                        (1.6) 

и получим каноническое уравнение эллипса (рис. 1.7): 

   Рис. 1.7. Эллипс в канонической системе координат 

(0, b) M(x,y) 

x 

y 

d1 d2 

F1(–c,0) F2(c,0) 

(–a,0) (a,0) 

(0, –b) 

1 
2 



a
x   



a
x   
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1
2

2

2

2


b

y

a

x
.                                                   (1.7) 

Из уравнения (1.7) следует, что для любой точки эллипса |x|  a, |y|  a, т.е. 

весь эллипс расположен в ограниченной части плоскости. 

Геометрический смысл параметров a и b очевиден: абсциссы точек пересе-

чения эллипса с осью Ox равны a, ординаты точек пересечения  с осью Oy рав-

ны b. Эти четыре точки называют вершинами эллипса. Из формул (1.6) сле-

дует, что a  b, причем a = b только при  = 0, когда эллипс становится окруж-

ностью. 

Величины a и b называются полуосями эллипса, большой и малой соответ-

ственно. В некоторых программных системах машинной графики полуоси ино-

гда называют (несколько наивно) горизонтальным и вертикальным радиусами и 

обозначают Rx и Ry. (Впрочем, неравенство Rx   Ry не является обязательным.) 

Выразим параметры p и  через a и b. Из (1.6) получаем 

a

b
p

a

ba 222

, 


 .                                            (1.8) 

Ранее было найдено расстояние от левого фокуса до левой вершины. Запи-

шем это выражение в канонической системе координат. Абсцисса левой верши-

ны равна –a, поэтому абсцисса левого фокуса равна 



1

p
a . Преобразуем 

это выражение с помощью формул (1.6) и (1.8) и получим абсциссу левого фо-

куса: 22 ba  . Обозначим   

22 bac  ,                                                        (1.9) 

эта величина называется фокусным расстоянием эллипса, она равна расстоя-

нию фокуса от центра эллипса. С использованием фокусного расстояния экс-

центриситет эллипса выражается формулой 

a

c
 .                                                          (1.10) 

Ранее было найдено расстояние от вершины до директрисы 
)  1(

p
. 

Уравнение левой директрисы 
) 


1(

p
ax . Преобразуем это выражение с 

помощью формул (1.6), (1.8) и получим 
c

aa
x

2




. 

С учетом симметрии имеем 
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абсциссы фокусов c, уравнения директрис 
c

aa
x

2




.                  

(1.11) 

На рис. 1.7 изображен эллипс в канонической системе координат. Там же 

пунктиром изображен "габаритный прямоугольник", стороны которого каса-

ются эллипса в его вершинах. Этот прямоугольник помогает нарисовать эллипс 

"от руки" – его надо аккуратно вписать в этот прямоугольник. 

Пусть M(x,y) – произвольная точка, принадлежащая эллипсу. Ее расстоя-

ние от левой директрисы 


a
x

a
xd 








1 , расстояние от правой дирек-

трисы x
a

d 


2 . Из ф-д. условия (=d) получаем линейные выражения для 

фокальных радиусов: 

1=a+x, 2=a–x.                                               (1.12) 

Поскольку для точек эллипса | x |  a, а эксцентриситет  < 1, 1 и 2 поло-

жительны, т.е. формулы (1.12) действительно задают длины фокальных ра-

диусов.  

Сложив эти выражения, получим бифокальное условие для эллипса: 

1+2=2a,                                                    (1.13) 

из которого также можно вывести каноническое уравнение. 

На формуле (1.13) основан один механический способ построения эллипса: 

концы нити длины 2a закрепляем в фокусах эллипса с координатами c, каран-

даш держим так, чтобы нить была все время натянута, и двигаем его – на бу-

маге будет прочерчен эллипс. 

Неравенству 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 удовлетворяет 

внутренняя часть эллипса, содержащая  нача-

ло координат и оба фокуса. 

Окружность является частным случаем 

эллипса при =0. Эллипс можно получить пу-

тем сжатия окружности к диаметру, напри-

мер, к горизонтальному. При этом точка ок-

ружности с координатами (x, y) переходит в 

точку эллипса с координатами (x, ky), где  

0 < k < 1 (на рис. 1.8 использован коэффици-

ент сжатия  k = 0.5). Из окружности радиуса 

(x, y) 

(x, ky) 

x 

 y 

   Рис. 1.8. Эллипс как результат  

     сжатия окружности 
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a, получается эллипс с полуосями a и b = k a, его эксцентриситет 
21 k .  

На рис. 1.9 представлен вывод параметрических уравнений эллипса 

     x = acos,   y = bsin.                                          (1.14) 

Если подставить эти выражения в каноническое уравнение (1.7), получится 

основное тригонометрическое тождество. 

Следует заметить, что параметр  в этих уравнениях не является углом ра-

диуса-вектора точки эллипса M(x,y) 

с осью абсцисс (см. рисунок).  

Из рисунка 1.9 можно извлечь 

неплохой рецепт рисования эллип-

са "вручную". Для этого надо по-

строить две концентрические ок-

ружности с радиусами a и b, затем 

из их центра провести несколько 

радиусов. Через точку пересечения 

каждого радиуса с большой окруж-

ностью надо провести верти-

кальную прямую, а через точку пе-

ресечения с малой окружностью – 

горизонтальную прямую. Точка пересечения этих прямых принадлежит эллип-

су. Накопив некоторое количество таких точек, можно нарисовать эллипс. 

На параметрическом уравнении основан еще один механический способ 

построения эллипса (для этого используется специальный прибор – эллипсо-

граф, более удобный, чем нитка и карандаш). Схематически эллипсограф уст-

роен так (см. рис. 1.10): отрезок длины a+b скользит концами по осям коорди-

нат; точка, отстоящая от одного конца стержня на 

расстояние a, а от другого – на расстояние b, про-

черчивает эллипс – это следует из параметриче-

ских уравнений (1.14). 

На следующих рисунках представлены два 

семейства эллипсов.  

Подобные эллипсы (рис. 1.11) имеют одина-

ковый эксцентриситет (на рисунке =0.6)  

Софокусные эллипсы (рис. 1.12) имеют об-

щие фокусы, эксцентриситет эллипсов растет с уменьшением размеров. 

Можно так преобразовать каноническое уравнение эллипса, что его коэф-

фициенты будут выражаться через фокусное расстояние и эксцентриситет:  

Рис. 1.9. Вывод параметрических урав-

нений эллипса 

y 

x 

 

M(x,y) 

a 

b 

y=bsin 

x=acos 

a 

x 

y 

b  

Рис. 1.10. Схема эллипсографа 
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   
1

)1( 2

22

2

2

2

2








cc

yx
. 

Если в этом уравнении зафиксировать эксцентриситет , и менять фокус-

ное расстояние c, будут получаться различные подобные эллипсы. 

Если напротив, зафиксировать фокусное расстояние c и менять эксцентри-

ситет , будут получаться различные софокусные эллипсы. 

 

Случай 2, гипербола.  > 1. Обозначим знаменатели в (1.5) несколько 

иначе  

)1(
,

)1( 2

2
2

22

2
2









p
b

p
a                                         (1.15) 

и получим каноническое уравнение гиперболы: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.                                                      (1.16) 

Геометрический смысл параметра a очевиден: абсциссы точек пересечения 

гиперболы с осью Ox равны a. Эти две точки называют вершинами гиперболы. 

С осью ординат гипербола не пересекается, формально можно считать, что име-

ет место мнимое пересечение в точках bi, поэтому величина a называется ве-

щественной полуосью гиперболы, а величина b – мнимой полуосью. 

Из уравнения (1.16) следует, что для любой точки гиперболы |x|  a, т.е. 

гипербола состоит из двух ветвей: левой, где x  –a и правой, где x  a. 

Рис. 1.11. Четыре 

подобных эллипса 

y 

x 

Рис. 1.12. Четыре  

софокусных эллипса 

x 

y 
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Неравенству 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 удовлетворяет часть плоскости, содержащая  на-

чало координат O. Гипербола делит плоскость на три части, а не на две, как эл-

липс и парабола. 

Выразим параметры p и  через a и b. Из (1.15) получаем 

a

b
p

a

ba 222

, 


 .                                           (1.17) 

Обозначим   

22 bac  ,                                                    (1.18) 

эта величина называется фокусным расстоянием гиперболы, она равна расстоя-

нию фокуса от центра гиперболы, абсциссы фокусов c. Эксцентриситет гипер-

болы равен 
a

c
  – та же формула, что для эллипса, только теперь c>a. 

Расстояние от вершины до соответствующей директрисы по-прежнему 

равно 
)  1(

p
, но у гиперболы директрисы лежат ближе к началу координат 

канонической системы, 

чем вершины, поэтому 

уравнение левой дирек-

трисы 

) 


1(

p
ax . Пре-

образовав это выражение 

с помощью формул 

(1.15) и (1.17), получим 

такую же формулу, как 

для эллипса: 

c

aa
x

2




. С учетом 

симметрии уравнение 

правой директрисы 

c

aa
x

2




. 

На рис. 1.13 изображена гипербола в канонической системе координат. 

(0,b) 

(–a,0) x 

y 

(0,–b) 

F1(–c,0) F2(c,0) 

M(x,y) 

(a,0) 

ε

a
x   



a
x   

       Рис. 1.13. Гипербола в канонической системе координат 

 
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Пусть ),( yxM  – произвольная точка, принадлежащая гиперболе. Ее рас-

стояние от левой директрисы x
a

x
a

d 


1 , расстояние от правой ди-

ректрисы x
a

d 


2 .  

Из ф-д. условия (=d) получаем линейные выражения для фокальных ра-

диусов 

1=|a+x|, 2=|a–x|. 

Модули раскроем отдельно для левой и правой ветви гиперболы. На левой 

ветви x < x < –a, поэтому 0 xa   и 1= –a–x, и     a–x > 0, поэтому 2=a–

x. Значит, имеем на левой ветви 2–1=2a. 

На правой ветви xxa   , поэтому получаем 0 xa   и 1=a+x, 

0 xa   и 2= –a+x. Имеем на правой ветви 1–2=2a. 

Окончательно для всей гиперболы бификальное условие имеет вид 

|1–2|=2a.                                                     (1.19) 

Из него также можно вывести каноническое уравнение гиперболы, но для этого 

надо рассматривать каждую ветвь отдельно. 

Неравенству 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 удовлетворяет внутренняя часть гиперболы, со-

держащая оба фокуса, но не содержащая начало координат. 

Важной особенность. гиперболы, отличающей ее от гиперболы и парабо-

лы, является наличие асимптот. Из уравнения (1.16) 22 ax
a

b
y  .  

В матанализе известен способ отыскания коэффициентов, определяющих 

наклонную асимптоту вида y = kx+h для графика функции y = f(x): надо найти 

предел 
x

y
k

x 
 lim ; если этот предел существует и конечен, надо найти предел 

)(lim xkyh
x




.  

Учитывая симметрию, достаточно рассматривать x > 0 и y > 0. Имеем 

a

b

x

a

a

b

x

ax

a

b

x

y
k

xxx





 2

222

1limlimlim , 

  0
22

222
2222 















 xax

xax

a

b
xax

a

b
x

a

b
ax

a

b
h

xxx
limlimlim . 

Таким образом, асимптотами гиперболы (1.16) являются прямые  
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x
a

b
y  ,                                                       (1.20) 

т.е. диагонали габаритного прямоугольника со сторонами 2a и 2b, касающегося 

гиперболы в ее вершинах (см. рис. 1.13). Тангенс угла, образованного любой из 

асимптот с осью абсцисс (т.е. тангенс половины угла между асимптотами) 

2
1 εαtg 

a

b
.                                                (1.21) 

Поскольку tg  выражается через эксцентриситет , можно сделать вывод, 

что гиперболы, имеющие общие асимптоты, подобны. 

Если в каноническом уравнении гиперболы (1.16) сменить знак свободного 

члена на противоположный, получится уравнение сопряженной гиперболы 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Она пересекается с осью ординат, а с осью абсцисс не пересекается. Асим-

птоты и габаритный прямоугольник у сопряженных гипербол общие.  

Запишем уравнения асим-

птот в виде 0
b

y

a

x
 и 0

b

y

a

x
, 

их произведение 0
2

2

2

2


b

y

a

x
 яв-

ляется уравнением асимптот, как 

единого геометрического объекта 

(в общей теории кривых 2-го по-

рядка эта распавшаяся линия но-

сит называние пара пересекаю-

щихся прямых). 

Таким образом, левые части 

уравнений двух сопряженных ги-

пербол и их общих асимптот совпадают, различны только их правые части: 1, –

1 и 0. 

Школьник, изучающий математику, зна-

комится с гиперболой как с графиком функ-

ции 
x

k
y  . Его асимптотами являются оси де-

картовой системы координат (см. рис. 1.15). 

Эта гипербола имеет характерную особен-

ность: половина угла между асимптотами рав-

Рис. 1.15. Равносторонняя  

гипербола 

x 

y 

    Рис. 1.14. Сопряженные гиперболы 
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на 45

, его тангенс равен 1, поэтому полуоси равны (см. формулу (1.21)). Такая 

гипербола называется равносторонней. Из той же формулы (1.21) находим, что 

эксцентриситет равносторонней гиперболы равен 2 . 

Каноническое уравнение равносторонней гиперболы с полуосями a=b=1 

есть x
2
–y

2
=1. Параметрические уравнения этой гиперболы можно выразить че-

рез гиперболические функции: 

x = ch u  = 
2

uu ee 
 ,   y= sh u = 

2

uu ee 
. 

Если подставить эти выражения в каноническое уравнение равносторонней ги-

перболы, получится тождество ch
2 

u – sh
2 

u = 1 (гиперболический аналог основ-

ного тригонометрического тождества).  

Геометрический смысл гиперболических функций показан на рис. 1.16: 

для произвольной точки ),( yxM , лежащей 

на гиперболе, отрезок OP равен x = ch u, 

отрезок PM равен y = sh u, значение u – уд-

военная площадь криволинейного сектора 

OAM (на рисунке он заштрихован), кривая, 

ограничивающая сектор – наша равносто-

ронняя гипербола.  

Параметрические уравнения гипербо-

лы с произвольными полуосями a и b суть 

x = ach u, y=bsh u.                                                              (1.22) 

Эти уравнения описывают не всю гиперболу, а только ее правую ветвь 

(функция ch u положительна при всех значениях u). 

Для гиперболы известна и другая параметризация. Если разложить правую 

часть уравнения (1.16) как разность квадратов и положить 

,,
tb

y

a

x
t

b

y

a

x 1
  

то из этих уравнений можно выразить 




















t
t

b
y

t
t

a
x

1

2

1

2
, .                                   (1.23) 

Подставив эти выражения в уравнение (1.16), получим тождество. В отличие от 

(1.22), уравнения (1.23) описывают всю гиперболу: при t > 0 имеем  x > 0, при  

t < 0 имеем x < 0. 

Рассмотрим два семейства гипербол.  

x O 

y 

M(x,y) 

P A 

Рис. 1.16. Гиперболические 

функции 
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Подобные гиперболы (рис. 1.17) имеют одинаковый эксцентриситет и об-

щие асимптоты. На рисунке эксцентриситет = 2 , т.е. гиперболы – равносто-

ронние.  

Софокусные гиперболы (рис. 1.18) имеют общие фокусы, эксцентриситет 

эллипсов растет по мере уменьшения полуоси a и роста полуоси b. 

Можно так преобразовать каноническое уравнение гиперболы, что его ко-

эффициенты будут выражаться через фокусное расстояние и эксцентриситет:  

   
1

1
2

22

2

2

2

2





)ε(
εε

cc

yx
. 

 

Если в этом уравнении зафиксировать эксцентриситет , а фокусное рас-

стояние c менять, будут получаться подобные гиперболы. 

Если напротив, зафиксировать фокусное расстояние c, а эксцентриситет  

менять, будут получаться различные софокусные гиперболы. 

Выше говорилось 

об аналогичном уравне-

нии для эллипса. На са-

мом деле это одно и то 

же уравнение, только 

по-разному записанное. 

Изучение кривых 

2-го порядка мы начали 

с применения полярных 

координат. Это наибо-

лее известные криволи-

Рис. 1.17. Подобные гиперболы      Рис. 1.18. Софокусные гиперболы 

      Рис. 1.19. Эллиптические координаты 
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нейные координаты. Кривые 2-го порядка позволяют ввести еще две такие сис-

темы.  

Первая система – эллиптические координаты (правильнее было бы сказать 

"эллиптико-гиперболические", но это очень уж длинно). Координатными ли-

ниями, аналогичными радиусам и окружностям в полярной системе, являются 

эллипсы и гиперболы с одними и теми же фокусами (см. рис. 1.19). 

Замечательно, что в точках пересечения координатных линий касательные 

к ним ортогональны (как радиусы и окружности в полярной системе). 

Эллиптическими координатами любой точки плоскости являются экс-

центриситеты того эллипса и той гиперболы, которые пересекаются в ней. 

Из рис. 1.19 видно, что соответствие между декартовыми и эллиптиче-

скими координатами не является взаимно однозначным: всякой паре эксцентри-

ситетов соответствует по одной точке в каждой четверти декартовой коорди-

натной плоскости. Выводить формулы, связывающие декартовы и эллиптичес-

кие координаты мы не станем. 

Еще одна криволинейная система – параболические координаты. Коорди-

натными линиями являются параболы с общим фокусом, одно семейство по-

вернуто "рогами вправо", другое – "рогами влево". Параболы строятся на осно-

ве канонического уравнения (1.4), которое преобразуется так: уравнение разре-

шается относительно переменной 

x и по оси Ox делается сдвиг, что-

бы фокус совпадал с началом де-

картовой системы. Для парабол 

"рогами вправо" фокальный па-

раметр p > 0, для парабол "рогами 

влево" p < 0. Параболическими 

координатами любой точки явля-

ются фокальные параметры двух 

парабол, пересекающихся в этой 

точке (один положительный, дру-

гой отрицательный). Параболиче-

ские координаты являются орто-

гональными. На рис. 1.20 около 

каждой параболы указано соответ-

ствующее ей значение фокального 

параметра. 

 

 

       Рис. 1.20. Параболические координаты 
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1.2. Поверхности 2-го порядка 

 

Названия большинства поверхностей 2-го порядка представляют собой 

словосочетания или сложные слова, включающие фрагмент "оид", происходя-

щий от греческого слова  (вид, форма). Очень непринужденно, по-свой-

ски, объяснил его смысл составитель знаменитого словаря В.И.Даль: "Парабо-

лоид, толстая парабола, тело". 

 

 

1.2.1.  Эллипсоид 

 

Каноническое уравнение эллипсоида  

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.                                                (1.24) 

Величины a, b, c называются полуосями эллипсоида. Поскольку перемен-

ные x, y, z входят в уравнение эллипсоида в четной степени, начало координат 

является центром симметрии, каждая ось координат является осью симметрии, 

каждая координатная плоскость является плоскостью симметрии.  

Если a = b = c, эллипсоид является шаром радиуса a. Если a = b  c, имеем 

эллипсоид вращения (ось вращения – Oz). Если все три полуоси различны, эл-

липсоид называется трехосным (см. рис. 1.21). Эллипсоид вращения имеет бес-

конечно много осей и плоскостей симметрии, но центр симметрии остается 

единственным. 

 
 

Рис. 1.21. Эллипсоид 

 

Планета Земля (как и другие планеты) в первом приближении является ша-

ром. Более внимательный взгляд обнаруживает ее сплюснутость – полярный 

радиус  c = 6356.777 км, экваториальный радиус a = b = 6378.160 км. (Старый 

шуточный вопрос: кто был ближе всех к центру Земли? Ответ: полярники.) 
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По этим данным Земля – эллипсоид вращения, эксцентриситет меридио-

нального сечения (эллипса 1
2

2

2

2


c

z

a

x
) чуть больше 0.08. Ученые-геодезисты, 

занимающиеся измерением параметров Земли, давно поняли, что эллипсоид 

вращения тоже лишь приближенная модель. Был даже придуман лукавый тер-

мин "геоид" – "тело, имеющее вид (форму) Земли". Попытки описать геоид как 

трехосный эллипсоид не привели к надежному результату: измерения, сде-

ланные в разные годы, давали не только разные длины полуосей эллипса в эк-

ваториальном сечении, но и разные направления его осей симметрии. Скорее 

всего, на этом уровне желаемой точности измерений невозможно считать нашу 

планету твердым телом: "по мелочам" ее размеры плывут  

Эллипсоид (единственный из поверхностей 2-го порядка) является ограни-

ченным, для его точек |x|  a, |y|  b, |z|  c.   

В сечениях эллипсоида плоскостями z = h = const получаются эллипсы 

2

2

2

2

2

2

1
c

h

b

y

a

x
 . Если разделить такое уравнение на его правую часть, полу-

чится каноническое уравнение эллипса 

1

11
2

2
2

2

2

2
2

2



































c

h
b

y

c

h
a

x
. 

Очевидно, что эллипсы, получающиеся при различных значениях h, по-

добны (отношение полуосей не зависит от h), их размеры убывают с ростом h 

(по абсолютной величине) Когда |h| достигает максимально возможного значе-

ния c, эллипс вырождается в точку. 

Аналогичные семейства подобных эллипсов получаются и в сечениях 

плоскостями x = const и y = const. 

Эллипс получается в сечении эллипсоида любой плоскостью, а не только 

параллельной координатным плоскостям канонической системы – это станет 

ясно после знакомства с общей теорией поверхностей 2-го порядка. 

Очень интересная (и довольно трудная) задача: для данного эллипсоида 

найти плоскости, дающие в сечении круг. 

Неравенство 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 задает внутренность эллипсоида. 

 

 

1.2.2.  Гиперболоиды 
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Каноническое уравнение однополостного гиперболоида  (рис. 1.22) 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.                                           (1.25) 

Величины a, b, c называются полуосями гиперболоида. Если a = b, мы имеем 

гиперболоид вращения. 

Как и для эллипсоида, начало координат является центром симметрии од-

нополостного гиперболоида, аналогично обстоит дело с осями и плоскостями 

симметрии.  

В сечениях гиперболоида плоскостями z = h = const получаются эллипсы 

2

2

2

2

2

2

1
c

h

b

y

a

x
 . Если разделить такое уравне-

ние на его правую часть, получится канониче-

ское уравнение эллипса 

1

11
2

2
2

2

2

2
2

2
















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
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


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




c

h
b

y

c

h
a

x
. 

Все эти эллипсы подобны, при  h = 0  получается 

горловой эллипс, имеющий минимальный размер. 

Таким образом, однополостный гипербо-

лоид представляет собой бесконечную трубу, 

расширяющуюся к "концам", которых, впрочем, 

нет – они в бесконечности. 

В сечениях однополостного гиперболоида плоскостями x = const и  

y = const получаются подобные гиперболы. Если при этом значение x таково, 

что |x| < a, ось Oz является для этих гипербол мнимой, если  |x| > a, ось Oz явля-

ется вещественной. При  x = a или y = b – общие асимптоты этих гипербол. 

Замечательной особенностью однополостного гиперболоида являются его 

прямолинейные образующие. Если в каноническом уравнении перенести сла-

гаемое с переменной x в правую часть и разложить обе части как разности 

квадратов, получится 
















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











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




a

x

a

x

c

z

b

y

c

z

b

y
11 . Приравняв каким-

либо образом скобки в левой части и в правой части, получим систему из двух 

линейных уравнений с переменными x, y, z, т.е. общие уравнения прямой в про-

странстве. Уравнение гиперболоида является следствием этих уравнений, т.е. 

прямая целиком лежит на этой поверхности. Чтобы получить уравнения не од-

ной прямой, а целого семейства, поступим более хитро. Положим 

Рис.1.22. Однополостный 

гиперболоид 
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
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При каждом значении параметра  эти уравнения задают прямую, целиком ле-

жащую на гиперболоиде, т.о. получим семейство прямолинейных образующих. 

Приравняв скобки по-другому и включив другой параметр, получим дру-

гое семейство прямолинейных образующих:  
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Вывод: через каждую точку однополостного гиперболоида проходят две 

прямолинейные образующие. 

Эта особенность данной поверхности нашла применение в строительной 

практике: из прямолинейных металлических стержней можно составить криво-

линейную конструкцию (разумеется, не сплошную, а каркасную). Такие конст-

рукции называют "Шуховскими башнями" по фамилии придумавшего их ин-

женера. Самая известная – большая Шуховская телевышка в Москве, несколько 

более мелких башен было в Нижегородской области. 

Однополостный гиперболоид вращения может быть получен вращением 

вокруг оси Oz любой из своих прямолинейных образующих. 

Неравенство 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 задает внутренность однополостного гипер-

болоида, т.е. область, содержащую начало координат и ось Oz. 

Если в каноническом уравнении однополостного гиперболоида (1.25) сме-

нить знак свободного члена на противоположный, получится уравнение дву-

полостного гиперболоида (рис. 1.23) 

1
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c

z

b

y
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x
.                                            (1.26) 

Как для эллипсоида и однополостного гиперболоида, начало координат 

является центром симметрии двуполостного гиперболоида, аналогично обстоит 

дело с осями и плоскостями симметрии. 
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В сечениях двуполостного гиперболоида плоскостями z = h = const, при |h| 

 c получаются эллипсы 1
2

2

2

2

2

2


c

h

b

y

a

x
. Если разделить такое уравнение на 

его правую часть, получится каноническое уравнение эллипса 

1

11
2

2
2

2

2

2
2

2



































c

h
b

y

c

h
a

x
. 

Все эти эллипсы подобны, при  h < c пересечение 

отсутствует. 

Таким образом, двуполостный гиперболоид 

представляет собой две уходящие в бесконечность 

чаши-полости, повернутые друг к другу "донышка-

ми" (отсюда название "двуполостный"). 

В сечениях двуполостного гиперболоида плос-

костями x = const и y = const получаются подобные 

гиперболы с вещественной осью Oz.  

Неравенство 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 задает внутренность двуполостного гипер-

болоида, т.е. область, не содержащую начало координат. 

 

 

1.2.3.  Конус 

 

Конус – по-гречески , что означает "острие шлема" или "сосновая 

шишка". Каноническое уравнение конуса  (рис. 1.24) 

0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.                                                 (1.27) 

Величины a, b, c называются полуосями конуса. Если  

a = b, мы имеем конус вращения или круговой конус. 

С симметрией конуса дело обстоит так же, как у эллипсоида, од-

нополостного и двуполостного гиперболоидов.  

Если точка M(x,y,z)  принадлежит конусу, то и точка Mt(tx, ty, tz)  при лю-

бом t также принадлежит конусу. Таким образом, через любую точку конуса, 

кроме вершины, где x=y=z=0,  проходит своя прямолинейная образующая. 

В сечениях конуса плоскостями z = h = const получаются эллипсы 

2

2

2

2

2

2

c

h

b

y

a

x
 , при  h = 0 эллипс вырождается в точку. Если при h  0 разделить 

Рис. 1.23. Двуполостный 

гиперболоид 
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такое уравнение на его правую часть, получится каноническое уравнение эл-

липса 

1

2

2
2

2

2

2
2

2



































c

h
b

y

c

h
a

x
. 

Все эти эллипсы подобны. 

Таким образом, конус представляет собой 

две уходящие в бесконечность воронки с совпа-

дающими вершинами (их называют полостями). 

Заметим, что "школьный" конус является круго-

вым и получается путем усечения плоскостью z = 

h одной из полостей рассматриваемой поверхно-

сти 2-го порядка. 

В сечениях конуса плоскостями x = const и    

y = const получаются подобные гиперболы с ве-

щественной осью Oz, при  x = 0 или y = 0 – общие асимптоты этих гипербол. 

Неравенство 0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 задает внутреннюю часть конуса, т.е. об-

ласть, содержащую все точки оси Oz, отличные от вершины конуса. 

Если совместить в одной системе координат  однополостный гиперболоид, 

двуполостный гиперболоид и конус с одинаковыми значениями коэффициентов 

a, b, c, получатся два сопряженных гиперболоида и их общий асимпто-

тический конус. 

 

 
 

  
 

Математики Древней Греции рассматривали кривые 2-го порядка как сече-

ния кругового конуса различными плоскостями (рис. 1.25). Для получения эл-

Рис. 1.25. Конические сечения 

Рис. 1.24. Конус 
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липса бралась наклонная плоскость, пересекающая все прямолинейные обра-

зующие одной из двух полостей, для получения параболы секущая плоскость 

должна быть параллельна какой-либо образующей, для получения гиперболы 

плоскость должна пересекать обе полости. 

 

 

1.2.4.  Параболоиды 

 

Каноническое уравнение эллиптического параболоида (рис. 1.26) 

).,( 002

22

 qp
q

y

p

x
z                                           (1.28) 

Эту поверхность имел в виду В.И. Даль, говоря о "толстой параболе". 

Если p = q, мы имеем параболоид вращения. 

У этой поверхности нет центра симметрии, един-

ственная ось симметрии это Oz, плоскости сим-

метрии – Oxz и Oyz.  

 В сечениях параболоида плоскостями z = h = 

const > 0 получаются эллипсы h
q

y

p

x
2

22

 . При 

h < 0 пересечение отсутствует, при h = 0 получа-

ется точка – начало координат. 

Если разделить это уравнение на его правую 

часть, получится каноническое уравнение эллип-

са 1
22

22


qh

y

ph

x
. Все эти эллипсы подобны. Та-

ким образом, эллиптический параболоид представляет собой чашу, уходящую в 

бесконечность. 

В сечениях эллиптического параболоида плоскостями y = k = const получа-

ются параболы 















q

pk
zpx

2
2

2
2 . Все эти параболы имеют один и тот же фо-

кальный параметр p и поэтому равны, отличаются лишь положением вершины. 

В сечениях эллиптического параболоида плоскостями x = const также по-

лучаются равные параболы с фокальным параметром q. 

Каноническое уравнение гиперболического параболоида (рис. 1.27): 

).,( 002

22

 qp
q

y

p

x
z                                                 (1.29) 

Рис. 1.26. Эллиптический    

параболоид 
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Центра симметрии у этой поверхности нет, нет и осей симметрии, две 

плоскости симметрии Oxz и Oyz. 

В сечениях гиперболического параболоида плоскостями z = h = const > 0 

получаются гиперболы  h
q

y

p

x
2

22

 . 

Если разделить это уравнение на его правую часть, получится канониче-

ское уравнение гиперболы 1
22

22


qh

y

ph

x
. 

Все эти гиперболы подобны, при h > 0 

ось Ox – вещественная, ось Oy – мнимая, 

при h < 0 оси меняются ролями. Гипербо-

лы для значений h и –h являются сопря-

женными. При h = 0 получается пара пе-

ресекающихся прямых – общие асимпто-

ты всех гипербол. 

В сечениях гиперболического пара-

болоида плоскостями y = k = const полу-

чаются параболы 















q

pk
zpx

2
2

2
2 . Все 

эти параболы имеют один и тот же фокальный параметр p и поэтому равны, от-

личаются лишь положением вершины. 

В сечениях гиперболического параболоида плоскостями x = const также 

получаются равные параболы с фокальным параметром q, но эти параболы по-

вернуты "рогами вниз". 

В целом гиперболический параболоид напоминает кавалерийское седло, 

иногда его так и называют. 

Замечательной особенностью гиперболического параболоида являются его 

прямолинейные образующие. Если в каноническом уравнении разложить пра-

вую часть как разность квадратов, получится 






























q

y

p

x

q

y

p

x
z2 . 

Приравняв каким-либо образом сомножители 2 и z в левой части к скобкам в 

правой части, получим систему из двух линейных уравнений с переменными x, 

y, z, т.е. общие уравнения прямой в пространстве. Уравнение параболоида явля-

ется следствием этих уравнений, т.е. прямая целиком лежит на этой поверхно-

сти. Чтобы получить уравнения не одной прямой, а целого семейства, поступим 

более хитро. Положим 

Рис. 1.27. Гиперболический           

параболоид 
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
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При каждом значении параметра  эти уравнения задают прямую, целиком ле-

жащую на параболоиде, т.е. мы имеем семейство прямолинейных образующих. 

Приравняв скобки по-другому и включив другой параметр, получим дру-

гое семейство прямолинейных образующих:  







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






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2
q

y

p

x

z
q

y

p

x

 

Вывод: через каждую точку гиперболического параболоида проходят две 

прямолинейные образующие. 

Эта особенность данной поверхности нашла применение в строительной 

практике: из прямолинейных металлических стержней можно составить кар-

касную криволинейную конструкцию. Такие конструкции иногда используют 

при сооружении навесов, чтобы иметь не просто "крышу над головой", но что-

то эстетически привлекательное 

  

 

1.2.5.  Цилиндры  

 

Будем рассматривать уравнение некоторой линии в плоскости Oxy как 

уравнение поверхности, которое не накладывает на переменную z никаких ог-

раничений. Такая поверхность называется цилиндрической по оси Oz. Если не-

которая точка плоскости Oxy принадлежит заданной линии, то прямая, прохо-

дящая через эту точку параллельно оси Oz, целиком лежит на цилиндрической 

поверхности. Такие прямые называются образующими данной поверхности. Ли-

ния в плоскости Oxy, породившая поверхность, называется ее направляющей. 

Наглядно цилиндр можно представить как результат непрерывного движения 

направляющей вдоль образующей. Если в качестве направляющих брать раз-

личные кривые 2-го порядка, будут получаться цилиндрические поверхности 2-

го порядка. Их канонические уравнения фактически совпадают с кано-

ническими уравнениями направляющих.  

Цилиндры 2-го порядка представлены на рис. 1.28. 
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Каноническое уравнение эллиптического цилиндра 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.                                                  (1.30)   

Если a = b, мы имеем круговой цилиндр. Любая точка оси Oz является центром 

симметрии. Плоскостями симметрии являются Oxz и Oyz, а также любая плос-

кость, параллельная Oxy. Любая прямая, лежащая в плоскости Oxz и парал-

лельная оси Ox, является осью симметрии. Аналогично осью симметрии явля-

ется любая прямая, лежащая в плоскости Oyz и параллельная оси Oy. В случае 

кругового цилиндра имеется бесконечно много осей и плоскостей симметрии. 

 

Слово   "цилиндр" – по-гречески , означает "валик" или "каток". 

У древних греков под этим термином имелся в виду круговой цилиндр. 

Каноническое уравнение гиперболического цилиндра 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.                                                  (1.31)   

С симметрией гиперболического цилиндра дело обстоит так же, как в слу-

чае эллиптического. 

Каноническое уравнение параболического цилиндра 

pxy 2
2  .                                                     (1.32) 

Параболический цилиндр имеет плоскость симметрии, это Oxz, плоско-

стью симметрии является также любая плоскость, параллельная Oxy. Любая 

прямая, лежащая в плоскости Oxz и параллельная оси Ox, является осью сим-

метрии. Центров симметрии параболический цилиндр не имеет. 

     Эллиптический                        Гиперболический                            Параболический 
 

Рис. 1.28. Цилиндры 2-го порядка 
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Глава 2. Квадрики в аффинном пространстве 
 

 

1.2. Аффинное пространство 

 

Аффинное пространство состоит из точек. Если одну из точек O взять в 

качестве начала отсчета, то положение любой точки M характеризуется ее ра-

диусом-вектором OM . Линейное  векторное пространство радиусов-векторов 

над полем вещественных чисел R называется присоединенным к аффинному 

пространству. Задание начала отсчета определяет биекцию (взаимно однознач-

ное соответствие) между множеством точек аффинного пространства и множе-

ством векторов присоединенного пространства. Если в этом пространстве взять 

некоторый базис e1,,en, то радиус-вектор любой точки можно разложить по 

этому базису:  OM = x1e1++ xnen. Таким образом, присоединенное простран-

ство изоморфно арифметическому пространству R
n
. Размерностью аффинного 

пространства называется размерность присоединенного пространства. 

Совокупность начала отсчета и базиса O,e1,e2,,en называется системой 

координат в аффинном пространстве. Допуская вольность речи, будем гово-

рить: "точка  x=[x1,,xn]
T
" или "точка M(x1,,xn)" и обозначать аффинное про-

странство R
n
, числа x1,,xn будем называть аффинными координатами точки M 

в системе координат O,e1,e2,,en. 

Замечание. При n=2 аффинное пространство является плоскостью, при n=3 

это обычное геометрическое пространство. В случае n>3 точки аффинного про-

странства могут восприниматься только умозрительно, но не органами чувств. 

Аналогичная ситуация имеет место, если в качестве основного поля взять не 

вещественные, а комплексные числа. 

 

 

1.3. Квадрика 
 

Пусть A – ненулевая (но, возможно, вырожденная) квадратная симметрич-

ная матрица из R
nn

, a – вектор-столбец из R
n
, R – вещественное число. Тогда 

множество точек x аффинного пространства, удовлетворяющих матричному 

уравнению  

F(x)=x
T
Ax+2x

T
a+ =0,                                            (Т 2.1)

2
 

                                                           
2 В последующих главах употребляется двойная нумерация формул. Номера формул общего харак-

тера (теоретические) снабжены префиксом Т, номера формул-примеров – префиксом П. 
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называется квадрикой, уравнение (Т 2.1) – общим уравнением квадрики. Слагае-

мое x
T
Ax называется квадратичной частью уравнения, слагаемое 2x

T
a – линей-

ной частью, слагаемое  – свободный член. Все слагаемые формулы ( Т 2.1) – 

матрицы размера 11, фактически это скаляры. 

При n=2 квадрика является кривой 2-го порядка, в развернутом виде ее 

общее уравнение (вместо "теоретических" обозначений x1,,xn используем тра-

диционные x и y) 

F(x,y)=a11x
2
+2a12xy+a22y

2
+2a1x+2a2y+=0.               (Т 2.2) 

При n=3 квадрика является поверхностью 2-го порядка, в развернутом ви-

де ее общее уравнение (с традиционными x, y,z) 

F(x,y,z)=a11x
2
+a22y

2
+a33z

2
+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a1x+2a2y+2a3z+=0.  (Т 2.3) 

Основной задачей, методы решения которой рассматриваются в данном 

пособии, является упрощение уравнения квадрики путем выбора новой сис-

темы координат. Под упрощением понимается в первую очередь уничтожение 

слагаемых квадратичной части, содержащих произведения координат, а также 

линейной части (последнее не всегда возможно).  

 

 

1.4. Аффинное преобразование координат 
 

При этом преобразовании от "старой" (исходной) аффинной системы ко-

ординат O,e1,e2,,en мы переходим к "новой" системе O',e'1,e'2,,e'n.  

Это преобразование  задается формулой 

x=Qx'+q.                                                       (Т 2.4) 

Здесь  

 Q – невырожденная квадратная матрица из R
nn

, ее столбцы содержат коор-

динаты новых базисных векторов e'1,e'2,,e'n в базисе e1,e2,,en. 

 q=[q1,,qn]
T
 – вектор-столбец из R

n
, его компоненты суть координаты но-

вого начала отсчета O' в старой системе координат. 

 x=[x1,,xn]
T
 – вектор-столбец координат произвольной точки M аффинного 

пространства в старой системе координат. 

 x'=[x'1,,x'n]
T
 – вектор-столбец координат той же точки в новой системе ко-

ординат. 

Желаемого упрощения уравнения квадрики не всегда удается достичь сра-

зу, т.е. одним преобразованием. Тогда от "новых" координат x' приходится пе-

реходить к "еще более новым" x''. Вместо единой формулы (Т 2.4) используют-

ся двухшаговые. При этом возможны два подхода. 
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Первый подход: сначала выбирается новое начало координат, т.е. выполня-

ется преобразование x=x'+q, затем меняется базис, т.е. выполняется преобра-

зование x'=Qx''. В результате получается преобразование x=Qx''+q, которое 

лишь обозначениями немного отличается от (Т 2.4). 

Второй подход: сначала выбирается новый базис, т.е. выполняется преоб-

разование x=Qx', затем переносится начало координат, т.е. выполняется преоб-

разование x'=x''+p. В результате получается преобразование 

x=Q(x''+p).                                                 (Т 2.5) 

В этой формуле 

 p=[p1,,pn]
T
 – вектор-столбец из R

n
, его компоненты суть координаты но-

вого начала отсчета O'' в промежуточной системе координат со старым на-

чалом O и базисом e'1,e'2,,e'n, вектор q из формулы (Т 2.4) равен произведе-

нию Qp.  

Замечание. В формулах (Т 2.4) и (Т 2.5) столбцы x, x', x'' содержат коорди-

наты точки или, что то же, координаты радиуса-вектора, привязанного к началу 

отсчета. Если надо преобразовать координаты свободного вектора, например, 

направляющего вектора прямой l, следует пользоваться более простой форму-

лой: l=Ql'. 

 

 

1.5. Преобразование уравнения квадрики 
 

Сначала рассмотрим частный случай аффинного преобразования: перенос  

начала координат, задаваемый формулой x=x'+q. Подставив это выражение в 

уравнение квадрики (Т 2.1), получим 

0)(2)()(  aqxqxAqx TT . 

Раскроем скобки и выделим (подчеркнем) два слагаемых: 

022  aqaxqAqxAqqAxxAx TTTTTT . 

Рассмотрим второе из подчеркнутых слагаемых. Поскольку оно (как и все 

остальные) представляет собой скаляр, это слагаемое не изменится при транс-

понировании, т.е. TTTTTTT qAxxAqxAq )()(  . Матрица A симметричная, 

тогда AAT  , кроме того, qq TT )( . Таким образом, второе подчеркнутое сла-

гаемое равно qAx T , т.е. совпадает с первым, вместе они дают qAx T2 . При-

ведя подобные члены, получим уравнение квадрики в новой системе координат 

02  axxAx TT ,                                         (Т 2.6) 

где   aqqAqaqAa TT 2, .                                                         (Т 2.7) 
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Видим, что при переносе начала координат квадратичная часть не меня-

ется, новый свободный член '=F(q).  

Рассмотрим изменение вектора коэффициентов линейной части. Если уда-

стся получить a'=Aq+a=0, в уравнении квадрики исчезнут слагаемые первой 

степени. Именно это является целью переноса начала при первом подходе. Точ-

ка q, являющаяся решением уравнения  

Aq+a=0,                                                   (Т 2.8) 

называется центром квадрики. 
 

Пример 2.4.1. Найти центр квадрики  05244 22  yxyxyx .   (П 2.1) 

Пусть q=[q1, q2]
T
, матрица 














12

21
A , столбец 










1

2
a , система уравне-

ний для отыскания центра 








,

,

012

022

21

21

qq

qq
 ее решение q1=0, q2= –1. Данная 

кривая 2-го порядка имеет единственный центр (позже выяснится, что это ги-

пербола). Перенесем начало координат в найденную точку q, т.е. выполним 

преобразование qxx  . Новый свободный член  

65)1(204)1()1(040)( 22  qF , 

новое уравнение 064 22  yyxx . 
 

Пример 2.4.2. Найти центр квадрики 032102 22  yxyxyx .  (П 2.2) 

Матрица 













11

11
A , столбец 










1

5
a , система уравнений для отыскания 

центра 








.01

,05

21

21

qq

qq
 Очевидно, что эта система несовместна. Единственная 

кривая 2-го порядка, не имеющая центра  – парабола. 
 

Пример 2.4.3. Найти центр квадрики  

0242222 222  yxyzxyzyx .                             (П 2.3) 

Пусть q=[q1, q2, q3]
T
, матрица 























210

111

012

A , столбец 



















0

1

2

a , система 

уравнений для отыскания центра 















.

,

,

02

01

022

32

321

21

qq

qqq

qq

 Легко видеть, что если из 
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третьего уравнения вычесть первое, получится удвоенное второе. Многообра-

зие решений задается формулой q
T
=[–1, 0, 0]

T
+t[1, 2, –1]

T
. Данная поверхность 

2-го порядка имеет прямую центров. Таким свойством обладают эллиптический 

и гиперболический цилиндры, а также пересекающиеся плоскости (позже выяс-

нится, что данная квадрика – эллиптический цилиндр). 
 

Вообще уравнение (Т 2.8) может иметь: 

 единственное решение, 

 многообразие решений размерности 1, т.е. прямую, или размерности 2, т.е. 

плоскость (последнее возможно только в 3-мерном  пространстве), 

 не иметь решения. 
 

Квадрика называется центральной, если она имеет хотя бы один центр. 

Квадрика называется истинно центральной, если она имеет единственный 

центр. Заметим, что во многих учебниках по аналитической геометрии цен-

тральной называется поверхность, имеющая единственный центр. 
 

Теперь рассмотрим вопрос о преобразовании уравнения квадрики в общем 

виде. Подставим выражение (Т 2.4) в уравнение квадрики (Т 2.1). Получим 

0)(2)()(  aqxQqxQAqxQ TT . 

Раскроем скобки и выделим (подчеркнем) два слагаемых: 

022  aqaQxqAqxQAqqAQxxQAQx TTTTTTTTT . 

Также, как при переносе начала, подчеркнутые слагаемые совпадают, по-

этому окончательно получаем уравнение квадрики в новой системе координат 

02  axxAx TT ,                                      ( Т 2.9) 

где    aqAqqaAqQaAQQA TTTT 2),(, .                      (Т 2.10) 

Равенство AQQA T  означает, что матрицы  A и A  конгруэнтны. Здесь 

Q – любая невырожденная матрица, поэтому с помощью данной формулы мож-

но получить любую матрицу A , конгруэнтную A. 

 

 

1.6. Использование расширенных матриц 
 

Расширенная матрица квадрики состоит из 4-х блоков и включает все 

элементы ее уравнения: 
















α|

|

Ta

aA
A  .                                             (Т 2.11) 
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Расширенный координатный столбец получается добавлением  (n+1)-ой 

компоненты, равной единице: 
T],,,[ 11 nxxx  . 

Представим его в виде двух блоков 
T]1|[xx  . 

Известно, что при умножении блочных матриц с согласованными разме-

рами блоков можно пользоваться обычным правилом "строчка на столбец". 

Найдем произведение  

α)(
α

]|[
α|

|
]|[ TT

T

T

T

TT




































 xaaAxx

xa

aAx
x

x

a

aA
xxAx 1

1
1 . 

Если раскрыть скобки, получится axAxx TT  . Первое слагаемое – квадра-

тичная часть уравнения квадрики. Второе слагаемое – скаляр, поэтому 

(x
T
a)

T
=a

T
x. Окончательно получаем αTTT

 axAxxxAx 2 . 

Таким образом,  уравнение квадрики можно представить в виде:  

0
T

xAx .                                               (Т 2.12) 

Чтобы записать аффинное преобразование (Т 2.4) в виде произведения 

матрицы на столбец, введем расширенную матрицу аффинного преобразования 











1|

|

0

qQ
Q                                             (Т 2.13) 

(символом 0 обозначена строка из n нулей, символом 1 − клетка 11). 

Легко видеть, что формулу (Т 2.4) можно представить в виде 

xQx  .                                              (Т 2.14) 

Важное замечание. Последняя строка расширенной матрицы аффинного 

преобразования имеет весьма специфический вид [0,,0,1]. 
 

Подставив (Т 2.11) в (Т 2.9), получим уравнение квадрики в новой системе 

координат  

0 xAx
T

.                                           (Т 2.15) 

Здесь QAQA
T

 , так что матрицы A  и A  конгруэнтны. Однако в отли-

чие от ситуации с матрицами A и A', при помощи данной формулы можно полу-

чить не любую матрицу A , конгруэнтную A , потому что на роль матрицы Q  

годится не всякая невырожденная матрица, а только такая, у которой последняя 

строка имеет специфический вид [0,,0,1]. 
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2.6. Упрощение уравнения квадрики 

 

Напомним, что нашей основной задачей является упрощение уравнения 

квадрики путем выбора новой системы координат. Более конкретно, требуется 

уничтожить слагаемые, содержащие произведения координат, а также (по воз-

можности) линейную часть.  
 

Пример 2.6.1. Упростить уравнение квадрики  

                        05244 22  yxyxyx .                                      (П 2.1) 

Первый способ приведения: метод Лагранжа в алгебраической форме. Суть 

этого метода – выделение полных квадратов. Подчеркнем слагаемые, содержа-

щие x, и дополним их до полного квадрата.  

  )2()2(2)2(2)2(25244 222 yxyxxyxyxyx

  963)22(52448)2()2( 222222 yyyxyyyyy  

0)32(3)22( 22  yyyx . 

Во второй скобке также выделим полный квадрат: 2)1( 2 y , уравнение 

перейдет в 06)1(3)22( 22  yyx . Введем новые переменные  









,

,

1

22

yy

yxx
 

тогда получим  063 22  yx .                                                                  (П 2.4) 

Это приведенное уравнение гиперболы.  

Если сделать замену переменных 










,

,

yy

xx

2

6
 уравнение (П 2.4) перейдет 

в 0666 22  yx . Сократив его на 6, получим уравнение с нормирован-

ными коэффициентами 0122  yx . Таким образом, конкретные значения 

коэффициентов приведенного уравнения не очень существенны, их всегда (не 

только в этом примере) можно сделать равными  1. 
 

Второй способ приведения: метод Лагранжа в матричной форме. Рассмот-

рим квадратичную часть и приведем ее матрицу к диагональному виду син-

хронными преобразованиями столбцов и строк. Чтобы зафиксировать выпол-

няемые преобразования и получить формулы перехода к новым переменным, 

припишем снизу к матрице квадратичной функции единичную матрицу. Запись 

[2]+2[1] означает: "ко 2-му столбцу прибавить 1-й, умноженный на 2", запись 

(2)+2(1) – то же самое для строк. 
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
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
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






















































10

21

30

01

122

10

21

32

01

122

10

01

12

21

)()(][][ . 

Верхний блок полученной матрицы есть A . Эта матрица задает квадра-

тичную часть уравнения в новых переменных: 22 3yx  , нижний блок – мат-

рица перехода к новым переменным Q: 
































y

x

y

x

10

21
, формулы перехода  









.

,

yy

yxx 2
 

Подставим в линейную часть уравнения (П 2.1) выражения x и y через x   и 

y  : yxyyxyx  642)2(424 , и затем выделим полные квадра-

ты по переменным x   и y  , тогда получим : 

 53)12(34)44(2643 2222 yyxxyxyx  

06)1(3)2( 22  yx .  

Введем обозначения: 1,2  yyxx . Получится практически тот же 

результат: 063 22  yx . 
 

Третий способ приведения: использование расширенных матриц. Приве-

дем расширенную матрицу квадрики к диагональному виду синхронными пре-

образованиями столбцов и строк, фиксируя выполняемые преобразования (для 

этого к заданной матрице снизу припишем единичную матрицу такого же раз-

мера): 


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221
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Верхний блок – расширенная матрица квадрики в новых переменных A . 

Уравнение x'
2
–3y'

2
–6=0 – совпадает с (П 2.4). 

Нижний блок – матрица перехода к новым координатам Q :  
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
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
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
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
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
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
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





1100

110

021

1

y

x

y

x

, формулы перехода 














.

,

,

11

1

2

yy

yxx

 

Третья формула выглядит несколько странно. Однако если бы получилось 

что-то другое, пришлось бы признать неудачу нашей попытки использования 

расширенных матриц (см. ниже пример 2). Выразив из первых двух формул x   

и y   через x и y, получим 








,1

,22

yy

yxx
 что полностью совпадает с формула-

ми, полученными методом выделения полных квадратов. 
 

Пример 2.6.2. Упростить уравнение квадрики  

032102 22  yxyxyx .                                    (П 2.2) 

Попробуем использовать для приведения уравнения к каноническому виду 

расширенные матрицы.  
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









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
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
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001
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2845
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001
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001
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111

511

)1()2(

)1(5)3(

]1[]2[

]1[5]3[

. 

Если бы речь шла о приведении к каноническому виду квадратичной функ-

ции от трех переменных, следующим шагом было бы создание ненулевого эле-

мента на главной диагонали, например, с помощью преобразований [2]+[3] и 

(2)+(3). Однако при этом третья строка матрицы потеряла бы требуемый специ-

фический вид. Поэтому использовать расширенные матрицы для решения дан-

ного примера нельзя. 

Применим метод Лагранжа в матричной форме для приведения к канони-

ческому виду только квадратичной части уравнения. 

   

































































10

11

00

01

10

11

31

01

10

01

41

11
12]1[]2[

. 



 40 

Верхний блок матрицы описывает квадратичную функцию в новых пере-

менных: x'
2
. Нижний блок – матрица перехода к новым переменным: 
































y

x

y

x

10

11
, формулы перехода 









.

,

yy

yxx
 

Уравнение привелось к виду x'
2
–10(x'+y')+2y'–3=0. Соберем подобные чле-

ны: x'
2
–10x'–8y'–2=0. Дополним до полного квадрата слагаемые, содержащие пе-

ременную x': x'
2
–10x'+25–25–8y'–3=0. В слагаемых, содержащих y', отсутствует 

квадратичный член, поэтому вынесем за скобки коэффициент при y' и получим 

085
2

72  )()( yx . 

Обозначим 
2

75  yyxx , , получим 

x''
2
–8y''=0                                                   (П 2.5)  

Это каноническое уравнение параболы. 
 

Пример 2.6.3. Упростить уравнение квадрики  

                          0122  yxxy .                                                          (П 2.6) 

В этом уравнении нет членов, содержащих x
2 

или y
2
, поэтому чтобы "за-

пустить" метод Лагранжа, сделаем предварительный шаг, положив 









.

,

yxy

yxx
 

Уравнение примет вид 2x'
2
–2y'

2
+x'+y'–2(x'–y')–1=0, после приведения по-

добных членов получится 2x'
2
–2y'

2
–x'+3y'–1=0. Вынесем за скобки коэффици-

енты при x'
2
 и y'

2
 и дополним скобки до полных квадратов: 

    012222
16

18

16

9

4

32

16

2

16

1

4

12  yyxx  

Собрав свободный член, получим     0
2

4

32

4

1  yx , обозначив  












,

,

4

3

4

1

yy

xx
, 

получим уравнение пересекающихся прямых: 

x''
2
–y''

2
=0                                              (П 2.7) 

Совокупность уравнений этих прямых [x''+y''=0, x''–y''=0]. Заменив x'' и y'' их 

выражениями через x' и y', получим  001
2

1  yxyx , . Вспомним сде-

ланный с самого начала предварительный шаг (2.30) и получим уравнения в ис-

ходных переменных:  001
2

1  yx , . Легко проверить, что удвоенное про-

изведение     12212
2

1  yxxyyx  совпадает с левой частью заданного 

уравнения (П 2.6). 
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Пример 2.6.4. Упростить уравнение квадрики  

02424222 222  zyxyzxzxyzyx .                        (П 2.8) 

Используем для приведения уравнения к каноническому виду расширен-

ные матрицы. Для краткости не будем фиксировать отдельные шаги преобразо-

вания строк, эти преобразования (синхронно с преобразованиями столбцов) бу-

дут подразумеваться. 
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Верхний блок – расширенная матрица квадрики в новых переменных A . 

Приведенное уравнение  

01222  zyx ,                                        (П 2.9) 

это – однополостный гиперболоид (см. ниже таблицу 2.4). 

Нижний блок – матрица перехода к новым координатам Q  (последнюю 

формулу "1=1" опускаем):  
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Во всех рассмотренных примерах уравнение квадрики приводилось к урав-

нению с нормированными коэффициентами аффинным преобразованием (в 
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примере 2.6.1 – с последующим умножением на константу). В примере 2.6.2 

также легко можно было нормировать коэффициенты еще одной заменой пере-

менных. 

Введем определение. Две квадрики аффинно эквивалентны, если сущест-

вует аффинное преобразование, переводящее одну из них в другую, или их 

уравнения получаются одно из другого умножением на ненулевую константу. 

Необходимость считать эквивалентными квадрики, уравнения которых от-

личаются только постоянным множителем, следует из такого примера.  

Уравнения x
2
–y

2
–1=0, –x

2
+y

2
+1=0 и 2x

2
–2y

2
–2=0 описывают одну и ту же 

кривую (гиперболу), однако не существует аффинных преобразований, пере-

водящих эти уравнения одно в другое. 
 

Теорема о приведении квадрики. Любая квадрика в n-мерном аффин-

ном пространстве аффинно эквивалентна одной из следующих квадрик 

    0

2

1

0

1

1

22
1

22
1 


































4)  случай(

3)  случай(

2)  случай(

1)  случай(

r

rtt

x

xxxx  .        (Т 2.16) 

Замечание. Учитывая возможность смены знака, можно считать, что количест-

во положительных слагаемых не меньше количества отрицательных, т.е. 
2

rt  . 

 

 

2.7. Аффинные инварианты квадрики 
 

Это величины, которые выражаются через коэффициенты уравнения квад-

рики и остаются неизменными при любых аффинных преобразованиях.  

Из теории билинейных и квадратичных функций известно, что как число 

положительных, так и число отрицательных коэффициентов в канонической 

форме такой функции не зависит от способа построения канонической формы. 

Эти количества называются положительным и отрицательным индексами 

инерции. Данные характеристики удобнее относить к матрице квадратичной 

функции: если это матрица A, индексы инерции обозначаются  A  и  A , 

причем для любой матрицы A , которая конгруэнтна матрице A, индексы инер-

ции имеют те же значения:    AA    ,    AA    .  

Сумма индексов инерции равна рангу:      ArankAA    , их раз-

ность называют сигнатурой:      AAA    . Все эти величины являются 

аффинными инвариантами. Обычно берут какие-то два, например, 
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   ArankAr   и  A , остальные инварианты выражаются через них. Инва-

риантами являются и аналогичные характеристики расширенной матрицы 

   ArankAr   и  A . 

В уравнении  (Т 2.16) обозначено )(At  ,  Arankr  . В таблице 2.1 

представим расширенную матрицу A  для всех четырех случаев теоремы о при-

ведении квадрики. Для краткости будем обозначать диагональную или блочно-

диагональную матрицу с помощью символа diag (в скобках перечисляются эле-

менты или блоки стоящие на диагонали).  

Здесь указаны также выражения инвариантов расширенной матрицы A  че-

рез инварианты матрицы A. 

 

Таблица 2.1 

 Четыре случая приведения квадрики 
 

Случай 1 

+( A )=+(A)+1,  1)()(  ArAr  








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


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

1001111 ,,,,,,,,,diag

)()(δ)(δ
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ArnAA

 

Случай 2 

+( A )=+(A),  )()( ArAr   


















0001111 ,,,,,,,,,diag

)()(δ)(δ

 
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Случай 3 

+( A )=+(A),  1)()(  ArAr  


















1001111 ,,,,,,,,,diag

)()(δ)(δ
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ArnAA

 

Случай 4 

+( A )=+(A)+1,  2)()(  ArAr  


























 

2

00
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10
1111

)()(δ)(δ

,,,,,,,,,diag

ArnAA

 

 
 

Остановимся на случае 4. Приведем синхронными преобразованиями 

строк и столбцов к диагональному виду матрицу второго порядка, соответст-

вующую слагаемому первой  степени 12 rx  (отслеживать преобразования с по-

мощью единичной матрицы не будем): 




































2

1

22

22

21

21 0

02

01

12

01

10 2

1

2

1

][][

)()(

][][

)()(
. 

Далее следовало бы нормировать полученные элементы. Мы ограничимся 

констатацией того, что в диагональном виде расширенной матрицы появился 

один дополнительный положительный элемент и один отрицательный. 
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2.8. Аффинные классы кривых и поверхностей 2-го порядка 
 

Отношение аффинной эквивалентности разбивает множество квадрик в 

аффинном пространстве заданной размерности n на классы. 
  

Таблица 2.2 

Кривые 2-го порядка 
 

№ Аффинный класс  
Приведенное 

уравнение 













α|

|
Ta

aA
 )(Ar   A  )(Ar   A  

1 
Пара параллельных 

прямых 
x

2
=1 

















100

000

001

 1 1 2 1 

2 
Пара совпавших 

прямых 
x

2
=0 

















000

000

001

 1 1 1 1 

3 

Пара мнимых па-

раллельных пря-

мых 

x
2
= –1 

















100

000

001

 1 1 2 2 

4 Парабола x
2
=2y 





















010

100

001

 1 1 3 2 

5 Гипербола x
2 

– y
2
=1 





















100

010

001

 2 1 3 1 

6 
Пара пересекаю-

щихся прямых 
x

2 
– y

2
=0 



















000

010

001

 2 1 2 1 

7 Эллипс x
2 

+ y
2
=1 

















100

010

001

 2 2 3 2 

8 

Пара мнимых пере-

секающихся пря-

мых 

x
2 

+ y
2
=0 

















000

010

001

 2 2 2 2 

9 Мнимый эллипс x
2 

+ y
2
= –1 

















100

010

001

 2 2 3 3 
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При n=2 имеется 9 таких классов. Названия соответствующих кривых 2-го 

порядка, их приведенные уравнения, расширенные матрицы и значения аффин-

ных инвариантов представлены в таблице 2.2. Разбивка расширенной матрицы 

на блоки показана только в заголовке таблицы.  
 

Замечание к таблице 2.2. Расширенная матрица, соответствующая приве-

денному уравнению параболы, не является диагональной, поэтому, строго го-

воря, из вида этой матрицы значения аффинных инвариантов не следуют (в от-

личие от кривых других аффинных классов). Ранг   3Ar , впрочем, очевиден, 

так как det A=–10. Чтобы найти значение  A , приведем матрицу A  к диа-

гональному виду. Сделаем это в алгебраической форме, сопоставив матрице 

квадратичную функцию от трех переменных 32
2
1 2 uuu  .  

После замены 















,

,

,

323

322

11

uuu

uuu

uu

 получим 2
3

2
2

2
1 22 uuu  , откуда видно, что 

 A =2. 
 

Другой (матричный) подход к аффинным инвариантам расширенной мат-

рицы в случае, когда в приведенном уравнении сохраняется линейный член, 

показан в конце п. 2.7. 

 

При n=3 имеется 17 аффинных классов поверхностей. В приведенные ура-

внения некоторых из них входят не все три переменные x, y, z, а только две или 

одна. Эти поверхности называются цилиндрическими, они представлены в таб-

лице 2.3. Фактически их уравнения совпадают с уравнениями соответствующих 

кривых и отличаются только названиями.  
 

В таблице 2.4 представлена информация о нецилиндрических поверхно-

стях, приведенные уравнения которых содержат все три переменные x, y, z. 
 

Замечание к таблицам 2.3 и 2.4. Расширенные матрицы, соответствующие 

приведенным уравнениям параболического цилиндра, а также эллиптического 

и гиперболического параболоидов, не являются диагональными. Найти значе-

ния аффинных инвариантов для этих матриц можно тем же способом, как это 

было сделано с расширенной матрицей, соответствующей приведенному урав-

нению параболы. 
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Таблица 2.3 

Цилиндрические поверхности 2-го порядка 
 

№ Аффинный класс  
Приведенное 

уравнение 













α|

|
Ta

aA
 )(Ar   A  )(Ar   A  

1 
Пара параллельных 

плоскостей 
x

2
=1 





















1000

0000

0000

0001

 1 1 2 1 

2 
Пара совпавших 

плоскостей 
x

2
=0 





















0000

0000

0000

0001

 1 1 1 1 

3 

Пара мнимых па-

раллельных плоско-

стей 

x
2
= –1 





















1000

0000

0000

0001

 1 1 2 2 

4 
Параболический 

цилиндр 
x

2
=2y 

























0000

0010

0100

0001

 1 1 3 2 

5 
Гиперболический 

цилиндр 
x

2 
– y

2
=1 

























1000

0000

0010

0001

 2 1 3 1 

6 
Пара пересекаю-

щихся плоскостей 
x

2 
– y

2
=0 























0000

0000

0010

0001

 2 1 2 1 

7 
Эллиптический 

цилиндр 
x

2 
+ y

2
=1 





















1000

0000

0010

0001

 2 2 3 2 

8 

Пара мнимых пере-

секающихся плос-

костей 

x
2 

+ y
2
=0 





















1000

0000

0010

0001

 2 2 2 2 

9 

Мнимый эллипти-

ческий 

цилиндр 

x
2 

+ y
2
= –1 





















1000

0000

0010

0001

 2 2 3 3 
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Таблица 2.4 

Нецилиндрические поверхности 2-го порядка 
 

№ Аффинный класс  
Приведенное 

уравнение 













α|

|
Ta

aA
 )(Ar   A  )(Ar   A  

10 
Эллиптический па-

раболоид  
x

2
+y

2
=2z 

























0100

1000

0010

0001

 2 2 4 3 

11 
Гиперболический 

параболоид  
x

2
–y

2
=2z 



























0100

1000

0010

0001

 2 1 4 2 

12 Эллипсоид X
2
+y

2
+z

2
=1 





















1000

0100

0010

0001

 3 3 4 3 

13 
Однополостный 

гиперболоид  
x

2
+y

2
–z

2
=1 

























1000

0100

0010

0001

 3 2 4 2 

14 
Двуполостный 

гиперболоид  
x

2
+y

2
–z

2
= –1 























1000

0100

0010

0001

 3 1 4 1 

15 
Мнимый  

конус 
x

2
+y

2
+z

2
=0 





















0000

0100

0010

0001

 3 3 3 3 

16 
Мнимый 

эллипсоид 
x

2
+y

2
+z

2
= –1 





















1000

0100

0010

0001

 3 3 4 4 

17 Конус x
2
+y

2
–z

2
=0 























0000

0100

0010

0001

 3 2 3 2 

 

 

Пример 2.8.1. Определить аффинный класс поверхности 

2x
2
+y

2
+2z

2
–2xy+2yz+4x–2y=0.                              (П 2.3) 

В примере 2.4.3 было установлено, что эта поверхность имеет прямую цен-

тров. Чтобы найти значения инвариантов, приведем расширенную матрицу к 
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диагональному виду. Для краткости не будем фиксировать отдельные шаги 

преобразования строк, эти преобразования (синхронно с преобразованиями 

столбцов) будут подразумеваться. 










































































2000

0000

000

0002

2000

0210

010

0002

0012

0210

1111

2012

2

1]1[2]3[
2

1]1[]2[

]1[]4[

2

1

A . 

Видим, что )(Ar =2,  A =2, )(Ar =3,  A =2. В 7-й строке таблицы 2.3 

находим этот набор значений, он соответствует эллиптическому цилиндру. 

 

 

2.9. Пересечение квадрики с прямой 
 

Рассмотрим пересечение квадрики 

F(x)=x
T
Ax+2x

T
a+ =0                                         (Т 2.1) 

с прямой 

                     x=x0+lt.                                                    (Т 2.17) 

Здесь  

 x=[x1,,xn]
T
 – вектор-столбец координат произвольной точки на прямой. 

 x0=[x01,,x0n]
T
 – вектор-столбец координат начальной точки на прямой. 

 l=[l1,,ln]
T
 – вектор-столбец координат направляющего вектора прямой. 

 t – скалярный параметр, характеризующий положение точки x на прямой. 

Подставив  (Т 2.17) в (Т 2.1), получим 

(x0+lt)
T
A(x0+lt)+2(x0+lt)

T
a+ =0. 

Раскроем скобки и сгруппируем по степеням t: 

(l
T
Al)t

2
+2l

T
(Ax0+a)t +(x0

T
Ax0+2x0

T
a+)=0.                      (Т 2.18) 

Корни уравнения (Т 2.18) соответствуют точкам пересечения квадрики с 

прямой. Это уравнение, вообще говоря, квадратное, т.е. имеется две точки пере-

сечения. Однако на самом деле это зависит от взаимного расположения прямой 

(Т 2.17) и квадрики (Т 2.1).  

 

 

2.9.1. Асимптотические направления 
 

Направление, задаваемое ненулевым вектором l, называется асимптотиче-

ским, если  

l
T
Al=0.                                                      (Т 2.19) 
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Это уравнение – однородное, его решения определяются с точностью до 

произвольного ненулевого множителя. Для прямой асимптотического направ-

ления уравнение (Т 2.17) не является квадратным. Такая прямая, в зависимости 

от выбора начальной точки x0, может 

 иметь с квадрикой единственную точку пересечения (при l
T
(Ax0+a)0),  

 не иметь ни одной точки пересечения (при l
T
(Ax0+a)=0 и x0

T
Ax0+2x0

T
a+0),  

 целиком принадлежит квадрике (при l
T
(Ax0+a)=0 и x0

T
Ax0+2x0

T
a+=0). 

 

Пример 2.9.1.1. Найти асимптотические направления гиперболы из при-

мера 2.4.1:  x
2
–4xy+y

2
–4x+2y–5=0.                                                                  (П 2.1) 

Пусть направляющий вектор l=[l1, l2]
T
, уравнение (Т 2.18) имеет вид: 

04
2
221

2
1  llll . 

Если взять l1=0, из уравнения получится l2=0, что недопустимо (ищем не-

нулевой вектор). Разделим уравнение на 2
1l  и обозначим 

1

2

l

l
k  . Для k получим 

квадратное уравнение  

k
2
–4k+1=0, 

из которого найдем два значения k1=2+ 3 , k2=2– 3 . У гиперболы имеются два 

асимптотических направления: [1, 2+ 3]
T
 и  [1, 2– 3 ]

T
. 

 

Пример 2.9.1.2. Найти асимптотические направления параболы из приме-

ра 2.4.2:  x
2
–2xy+y

2
–10x+2y–2=0.                                                                      (П 2.2)  

Уравнение (Т 2.18) имеет вид 02
2
221

2
1  llll , откуда получается l1=l2. У 

параболы имеется единственное асимптотическое направление [1, 1]
T
.  

 

Пример 2.9.1.3. Найдем асимптотические направления эллипсоида, кано-

ническое уравнение которого имеет вид: 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.                                       (П 2.10) 

Пусть направляющий вектор l=[l1, l2, l3]
T
, уравнение асимптотических на-

правлений 0
2

2
3

2

2
2

2

2
1 

c

l

b

l

a

l
. Очевидно, что вещественных ненулевых решений 

это уравнение не имеет. 
 

Пример 2.9.1.4. Найти асимптотические направления однополостного ги-

перболоида  x
2
+2y

2
+z

2
+2xy+2xz+4yz+2x+4y+2z=0.                                      (П 2.8) 

Уравнение асимптотических направлений  

04222 323121
2
3

2
2

2
1  lllllllll . 
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Воспользуемся результатами решения примера 2.6.4. Там было построено 

каноническое уравнение этой поверхности x'
2
+y'

2
–z'

2
–1=0. (П 2.9). Уравнение 

асимптотических направлений в новом базисе: 0
2
3

2
2

2
1  lll  имеет бесконеч-

но много ненулевых решений (не только пропорциональных). Совокупность 

этих направлений называется асимптотическим конусом квадрики. 

  

 

2.9.2. Центр квадрики 
 

Пусть направление прямой не асимптотическое, а коэффициент при первой 

степени неизвестного t в уравнении (Т 2.18) равен нулю, т.е. l
T
(Ax0+a)=0. Тогда 

сумма корней квадратного уравнения t1+t2=0. Если эти корни вещественные, им 

соответствуют две точки пересечения прямой и квадрики, которые симметрич-

ны относительно начальной точки x0.  

Если такая ситуация имеет место для любой прямой, проходящей через x0, 

эта точка является центром симметрии всей квадрики. Очевидно, для такой 

точки должно выполняться условие Ax0+a=0. Данное уравнение (с другим обо-

значением неизвестного) было получено в пункте 2.4 при рассмотрении вопро-

са об упрощении уравнения квадрики за счет переноса начала отсчета. Там же 

рассмотрены примеры отыскания центра квадрики. 

 

 

2.9.3. Прямолинейные образующие 
 

Прямая, принадлежащая квадрике, определяется тремя условиями: 

l
T
Al=0, l

T
(Ax0+a)=0 и x0

T
Ax0+2x0

T
a+=0.                      (Т 2.20) 

 

Пример 2.9.3.1. Найти прямолинейные образующие квадрики 

2xy+x−2y−1=0 (П 2.6), рассмотренной в примере 2.6.3. 

Матрица 









01

10
A , столбец 












1

2

1

a . Уравнение асимптотических направ-

лений  l1l2=0, оно имеет два ненулевых решения: [1, 0]
T
 и [0, 1]

T
.  

Найдем положение начальной точки из уравнения l
T
(Ax0+a)=0, беря по оче-

реди каждое из найденных значений l. Для первого асимптотического направле-

ния имеем    0
101

10
01 2

1

0

0













































y

x
. Раскрыв скобки, получим 0

2

1
0 y . За-

метим, что никакого ограничения на другую координату начальной точки (т.е. 

на x0) у нас пока не получилось.  
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Распишем в координатах третье уравнение (Т 2.20) для конкретной мат-

рицы A, столбца a и свободного члена  : 2x0y0+x0–2y0–1=0. Если подставить 

сюда из найденного уравнения прямой 
2

1
0 y , получится –x0+x0+1–1=0 – тож-

дество относительно координаты x0. Таким образом, прямая 0
2

1
0 y  дейст-

вительно является "прямолинейной образующей" – одной из двух прямых, на 

которые распадается данная квадрика (см. пример 2.6.3). Вторая прямая  

x0–1=0 получится при использовании второго асимптотического направления 

[0, 1]
T
. Заметим, что точка  T

2

1,1  является центром данной квадрики. 

 

Пример 2.9.3.2. Найти прямолинейные образующие однополостного ги-

перболоида x
2
+2y

2
+z

2
+2xy+2xz+4yz+2x+4y+2z=0 (П2.8), проходящие через точку 

x0=[0, 0, 0]
T
.  

Чтобы найти направления этих прямых, имеются два уравнения: l
T
Al=0, 

l
T
(Ax0+a)=0. Если l=[l1, l2, l3]

T
, для конкретной матрицы 



















121

221

111

A  и столбца 



















1

2

1

a  это уравнения 04222 323121
2
3

2
2

2
1  lllllllll  и l1+2l2+l3=0. Чтобы 

решить эту "квадратно-линейную" систему, выразим из линейного уравнения 

l3= –(l1+2l2) и подставим в уравнение второй степени. После приведения подоб-

ных членов получится l2(l1+l2)=0. Имеется две возможности. Если взять l2=0, то 

из линейного уравнения l1+ l3=0, берем простейшее решение l=[1, 0, –1]
 T

. Если 

взять l1+l2=0, то из линейного уравнения  l2+ l3=0, берем простейшее решение 

l=[1, –1, 1]
 T

.  

Окончательно получаем две прямолинейные образующие, проходящие че-

рез точку x0=[0, 0, 0]
T
: [x, y, z]

T
=t[1, 0, –1]

 T 
и

  
[x, y, z]

T
=t[1, –1, 1]

 T
. 

 

Пример 2.9.3.3. Найти прямолинейные образующие эллиптического ци-

линдра 2x
2
+y

2
+2z

2
–2xy+2yz+4x–2y=0 (П2.3), проходящие через точку x0=[0,0,0]

T
. 

Для матрицы 























210

111

012

A  и столбца 



















0

1

2

a  получаются уравнения 

02222 3221
2
3

2
2

2
1  lllllll  и 2l1–l2=0. Выразим из линейного уравнения l2=2l1 

и подставим в уравнение второй степени. После приведения подобных членов 
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получится (l1+l3)
2
=0. Единственное (с точностью до множителя) решение этого 

уравнения l1=1, l3= –1, значение l2=2, получаем l=[1, 2, –1]
 T

. 

Окончательный результат: имеется одна прямолинейная образующая, про-

ходящая через точку x0=[0, 0, 0]
T
: [x, y, z]

T
=t[1, 2, –1]

 T
. 

Замечание. В примере 2.4.3 для данной квадрики решалась задача о центре. 

Результатом была прямая [x, y, z]
T
=[–1, 0, 0]

T
+t[1, 2, –1]

T
, параллельная найден-

ной касательной. 

 

 

2.9.4. Касание прямой и квадрики 
 

В этом случае квадратное уравнение (Т 2.18) имеет кратный корень. Для 

этого дискриминант уравнения должен быть равен 0: 

(l
T
(Ax0+a))

2
–(l

T
Al)(x0

T
Ax0+2x0

T
a+)=0. 

Если считать, что начальная точка прямой x0 находится "в общем положе-

нии", уравнение для отыскания направляющего вектора касательной l получа-

ется довольно громоздким. Ограничимся простым частным случаем, когда точ-

ка прямой x0 принадлежит квадрике, т.е. x0
T
Ax0+2x0

T
a+=0. Тогда от условия 

касания остается  

l
T
(Ax0+a)=0,                                                  (Т 2.21) 

для которого легко дать геометрическую интерпретацию: это условие ортого-

нальности искомого направляющего вектора l и вектора нормали  

n=Ax0+a,                                                    (Т 2.22) 

который однозначно определяется, если заданы точка x0 и коэффициенты квад-

рики A, a. 

Замечание. В аффинном пространстве не определено скалярное произведе-

ние, поэтому говорить о нормали (т.е. о перпендикуляре) не совсем корректно. 

На самом деле имеется в виду лишь следующее: произведение матрицы-строки 

l
T
 на матрицу-столбец n=Ax0+a равно нулю. Именно это позволяет записывать 

уравнение касательной в виде (x –x0)
T
n=0 (или, что то же самое, n

 T
(x –x0)=0).  

Если система координат, в которой заданы уравнения кривых или поверх-

ностей, декартова прямоугольная, понятие "нормаль" можно воспринимать в 

традиционном смысле. 
 

Точка и нормальный вектор  определяют 

 для кривой 2-го порядка – касательную прямую, 

 для поверхности 2-го порядка – касательную плоскость. 

Другой способ определения касательной: не через кратный корень квад-

ратного уравнения, а с использованием понятия производной.  
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Если задано неявное уравнение кривой на плоскости F(x,y)=0, то вектор 

нормали в точке (x0,y0) равен 

T

,,
,

,























0000

00
yxyx

yx y

F

x

F
n ,                               (Т 2.23) 

а уравнение касательной в этой точке имеет вид  

0

0000

00 










yxyx y

F
yy

x

F
xx

,,

)()( .                    (Т 2.23') 

 

Если задано неявное уравнение поверхности в трехмерном пространстве 

F(x,y,z)=0, то вектор нормали к поверхности в точке  (x0,y0,z0) равен 

T

,,,,,,
,,

,,



























000000000

000
zyxzyxzyx

zyx z

F

y

F

x

F
n ,                (Т 2.24) 

а уравнение касательной плоскости в этой точке имеет вид  

0

000000000

000 















zyxzyxzyx z

F
zz

y

F
yy

x

F
xx

,,,,,,

)()()( .    (Т 2.24') 

 

Пример 2.9.4.1. Найти уравнение касательной к гиперболе x
2
–4xy+y

2
–

−4x+2y–5=0 (П 2.1) в точке x0=[1, –2]
T
. 

Матрица 













12

21
A , столбец 










1

2
a . По формуле (Т 2.22) найдем нор-

мальный вектор касательной 












































3

3

1

2

2

1

12

21
n . Уравнение касатель-

ной  3(x–1)–3(y+2)=0 или x–y–3=0. 
 

Пример 2.9.4.2. Найти уравнение касательной к параболе x
2
–2xy+y

2
–

−10x+2y–3=0 (П2.2)  в точке x0=[0, 1]
T
. 

Матрица 













11

11
A , столбец 










1

5
a . По формуле (Т 2.22) найдем нор-

мальный вектор касательной 








































2

6

1

5

1

0

11

11
n . Уравнение касатель-

ной  –6(x–0)+2(y–1)=0 или 3x–y+1=0. 

Найдем теперь уравнение касательной к параболе через частные производ-

ные от функции F(x,y)=x
2
–2xy+y

2
–10x+2y–3. 
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Имеем 4,222,12,1022

)1,0()1,0(





















y

F
yx

y

F

x

F
yx

x

F
. 

По формуле (Т 2.23') имеем уравнение касательной  –12(x–0)+4(y–1)=0, 

сократив на –4 получим 3x–y+1=0. 
 

Пример 2.9.4.3. Найти уравнение касательной плоскости к эллиптическо-

му цилиндру 

2x
2
+y

2
+2z

2
–2xy+2yz+4x–2y=0                                   (П 2.3)   

в точке x0=[0, 0, 0]
T
. 

По формуле (Т 2.22) (или (Т 2.24)) найдем нормальный вектор n=[2, –1, 0]
T
. 

Уравнение касательной плоскости 2x–y=0. 
 

Пример 2.9.4.4. Найти уравнение касательной плоскости в точке (x0, y0, z0) 

к эллипсоиду  

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.                                         (П 2.10) 

Нормальный вектор в точке (x0, y0, z0) получим с помощью формулы  

(Т 2.24), убрав ненужный множитель 2: 

T

,, 







2

0

2

0

2

0

c

z

b

y

a

x
, уравнение касательной 

плоскости 0
2

0
02

0
02

0
0 

c

z
zz

b

y
yy

a

x
xx )()()( . Раскрыв скобки и собрав 

свободный член, замечаем, что он равен –1, поскольку точка (x0, y0, z0) удовле-

творяет уравнению эллипсоида. Окончательно уравнение касательной плоско-

сти  

1
2

0

2

0

2

0 








c

zz

b

yy

a

xx
.                               (П 2.11). 

 

Возможна постановка задачи о касательной к квадрике, когда задана не 

точка касания, а направление нормали. 
 

Пример 2.9.4.5. Найти касательную плоскость к эллипсоиду  

                             1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
,                                                        (П 2.10)  

нормаль к которой образует равные углы с осями координат. 

Нормальный вектор этой плоскости должен быть коллинеарен вектору 

[1,1,1]
T
, т.е. t

c

z

b

y

a

x


2

0

2

0

2

0 , откуда x0=a
2
t, y0=b

2
t, z0=c

2
t. Координаты точки 

(x0, y0, z0) должны удовлетворять уравнению эллипсоида: 
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1
2

24

2

24

2

24










c

tc

b

tb

a

ta
, 

откуда 
222

1

cba
t


 . Таким образом, имеем две точки, симметричных от-

носительно начала координат (центра эллипсоида), касательная плоскость в ко-

торых удовлетворяет требуемому условию. Подставив в уравнение (П 2.11) 

найденные координаты точки (x0, y0, z0) и значение параметра t, получим две ка-

сательные плоскости: 

222 cbazyx  . 
 

Пример 2.9.4.6. Найти вершину параболы x
2
–2xy+y

2
–10x+2y–3=0  (П 2.2). 

Вершина параболы характеризуется тем, что нормаль в ней имеет асим-

птотическое направление (единственное для параболы), эта нормаль является 

осью симметрии параболы. В примере 2.9.1.2 асимптотическое направление па-

раболы (П 2.2) было найдено, это [1, 1]
T
.  

Частные производные от функции F(x,y)=x
2
–2xy+y

2
–10x+2y–3 были найде-

ны ранее при решении примера 2.9.4.2, но теперь точка касания  

(x0, y0) неизвестна: 

222,1022 00

,

00
,

0000










yx

y

F
yx

x

F

yxyx

. 

Сократив на 2, запишем условие коллинеарности векторов:  









.

,

tyx

tyx

1

5

00

00
 

Сложив эти уравнения, получим  t= –2, x0–y0=3. Выразим y0=x0–3 и подста-

вим в уравнение параболы (П 2.2): x0
2
–2x0(x0–3)+(x0–3)

2
–10x0+2(x0–3)–3=0. При-

ведем подобные члены: –8x0=0, откуда x0=0, y0= –3. Это координаты вершины 

параболы, касательная в ней 1(x–0)+1(y+3)=0, т.е. x+y+3=0, ось параболы так-

же проходит через вершину и перпендикулярна касательной: 1(x–0)–1(y+3)=0, 

т.е. x–y–3=0. 
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Глава 3. Кривые 2-го порядка на евклидовой плоскости 
 

 

Результаты приведения уравнения кривой 2-го порядка к каноническому 

виду с помощью аффинных преобразований не дают возможности нарисовать 

эту кривую на координатной плоскости. Если исходная система координат Oxy 

была прямоугольной, то после преобразования система O'x'y' таковой уже не яв-

ляется, а строить достаточно сложные "картинки" в косоугольной системе неу-

добно. Выходом является использование только прямоугольных систем коорди-

нат, переход к канонической системе координат должен осуществляться не аф-

финным, а ортогональным преобразованием, т.е. поворотом и переносом коор-

динатных осей. 

Формулы ортогонального преобразования (его также называют изомерией) 

не отличаются от формул аффинного преобразования (Т 2.4) и (Т 2.5), только 

теперь матрица Q не произвольная невырожденная, а ортогональная. Это зна-

чит, что столбцы матрицы суть попарно ортогональные единичные векторы. 

Они являются собственными векторами самосопряженного преобразования, 

матрица которого совпадает с матрицей заданной кривой. 

Для ортогональной матрицы  

Q
T
=Q

–1
.                                                    (Т 3.1) 

 

 

3.1. Ортогональные инварианты 
 

Ортогональные преобразования имеют более богатую систему инвариан-

тов, чем аффинные. Для кривой это: 



















αα
,

α

)det(

)det(,)(tr

2

222

1

111
2

21

22212

11211

3

2212

1211
222111

a

aa

a

aa
K

aa

aaa

aaa

AI

aa

aa
AIaaAI

               (Т 3.2) 

 

Собственные числа 1,2 самосопряженного преобразования, матрица ко-

торого совпадает с матрицей квадратичной части уравнения кривой, являются 

корнями характеристического многочлена 

21

2212

1211
II

aa

aa
EA 




 λλ

λ

λ
)λdet( 2 .                (Т 3.3) 
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Поскольку матрица A симметричная, корни этого квадратного трехчлена 1,2  

вещественные. Из (Т 3.3) следует, что они также являются инвариантами. 

Для каждого собственного числа i соответствующий собственный вектор 

является ненулевым решением однородной системы с матрицей  














i

i

λ

λ

2212

1211

aa

aa
.                                       (Т 3.4) 

 
Таблица 3.1 

Классификация кривых 2-го порядка с помощью инвариантов 

 

I2>0 

Эллиптический случай 

I2=0 

Параболический случай 

I2<0 

Гиперболический случай 

Асимпт. направлений нет Одно асимпт. направл. Два асимпт. направления 

I1I3>0 – мнимый эллипс I30 –  парабола I30 –  гипербола 

I3=0 – мнимые пересека- 

ющиеся прямые 

I3=0 –  параллельные 

прямые 

I3=0 –  пересекающиеся 

прямые 

 

I1I3<0 –  эллипс 

K2>0 – мнимые 

K2=0 – слившиеся 

K2<0 – вещественные 

 

 

 

С помощью ортогональных инвариантов можно построить приведенное, 

т.е. "почти каноническое" уравнение любой квадрики. Переход к каноническо-

му уравнению, из которого видны геометрические характеристики кривой, дос-

тигается умножением приведенного уравнения на подходящую константу. Ка-

нонические переменные впредь будем обозначать заглавными буквами X и Y. 

Приведенное уравнение в эллиптическом и гиперболическом случаях 

0

2

32
2

2
1 

I

I
YX λλ .                                        (Т 3.5) 

Приведенное уравнение параболы  

02

1

32
1  X

I

I
YI .                                         (Т 3.6) 

Приведенное уравнение параллельных прямых 

02
22

1  KYI .                                              (Т 3.7) 
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3.2. Приведение кривой 2-го порядка к каноническому виду  

ортогональным преобразованием 
 

В этом пункте рассматриваются примеры. Для всех примеров приводятся: 

 уравнение в исходной системе координат, 

 матрица квадратичной части и расширенная матрица,  

 значения инвариантов, характеристическое уравнение и его корни, 

 тип кривой, приведенное и каноническое уравнение, 

 каноническая система координат (начало и направляющие векторы осей), 

 формулы перехода к канонической системе координат, 

 рисунок, содержащий исходную и каноническую систему координат, изо-

бражение кривой и некоторые дополнительные элементы. 
 

Пример 3.2.1. Определить каноническое уравнение и каноническую систе-

му координат квадрики   

05244),( 22  yxyxyxyxF .                                     (П 2.1) 

Матрица 













12

21
A , расширенная матрица 

























512

112

221

A , инварианты 

I1=2, I2= –3, I3=18. Согласно таблице 3.1 это гипербола (см. пример 2.6.1). Харак-

теристическое уравнение 03λ2λ 2  , собственные числа 1=3, 2= –1. При-

веденное уравнение, согласно (Т 3.5), 063 22 YX , откуда получается кано-

ническое уравнение гиперболы 
   

1

62
2

2

2

2


YX

. 

Центр кривой был найден в примере 2.4.1, его координаты x0=0, y0= –1. Пе-

ренесем начало координат в центр, положив xxxx  0 , 10  yyyy , и 

получим 04 22  αyyxx , где 6520100),( 00  yxF . 

Таким образом, после переноса начала координат получается уравнение 

064 22  yyxx . 

Направляющие векторы канонических осей – собственные векторы матрицы 

A. Они являются решениями однородных систем уравнений с матрицами 




























22

22

312

231
1EA λ   и  



























22

22

112

211
2EA λ , 

это векторы 




















1

1

1

1
21 uu , .  

После нормировки получим новые базисные векторы:  
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




















1

1

1

1

2

1
2

2

1
1 ee , , 

и матрицу перехода к каноническим переменным  













11

11

2

1
Q , формулы перехода 












).('

),('

YXy

YXx

2

1

2

1

 

Впрочем, для построения кривой эти формулы не нужны, достаточно знать 

направляющие векторы канонических осей  u1 и u2. 

Найдем асимптотические направления из уравнения 
2
–4+

2
=0. Разделив 

на 
2
 и обозначив k

α

β
, получим 0142  kk , откуда  

3.032,7.332 21  kk . 

Величины k1, k2 – угловые коэффициенты асимптот гиперболы, проходящих 

через ее центр. 

Для более точного изображения кривой полезно найти координаты точек ее 

пересечения с некоторыми прямыми, например, с осями координат, а также по-

строить "габаритный прямоугольник", диагонали которого суть асимптоты ги-

перболы. Результат построения представлен на рис. 3.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1. Гипербола в исходной и в канонической системе координат 
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Пример 3.1.2. Определить каноническое уравнение и каноническую систе-

му координат квадрики   

032102),( 22  yxyxyxyxF .                                    (П 2.2) 

Матрица 













11

11
A , расширенная матрица 

























315

111

511

A , инварианты 

I1=2, I2=0, I3= –16. Согласно таблице 3.1 это парабола (см. пример 2.4.2). Харак-

теристическое уравнение 
2
–2=0, собственные числа  1=0, 2=2. Приведенное 

уравнение, согласно (Т 3.6), 0822
2  XY , откуда получается каноническое 

уравнение параболы XY  22
2 . 

Направляющие векторы канонических осей – собственные векторы матрицы 

A . Мы найдем их как решения однородных систем уравнений с матрицами 















11

11
1EA λ   и  



























11

11

211

121
2EA λ , 

это векторы 


















1

1

1

1
21 uu , .  

После нормировки получим новые базисные векторы  




















1

1

1

1

2

1
2

2

1
1 ee , , 

матрицу перехода к новым переменным 








 


11

11

2

1
Q , формулы перехода 












).(

),(

yxy

yxx

2

1

2

1

 

Коэффициентами квадратичной части уравнения в переменных x  , y   яв-

ляются собственные числа 0 и 2, линейную часть получим, используя формулы 

перехода: 02
2

2

2

102  )()( yxyxy , после приведения подобных членов  

032
2

12

2

82  yxy . 

Вынесем из слагаемых, содержащих y  , за скобки общий множитель и вы-

делим полный квадрат, из остальных слагаемых также вынесем общий множи-

тель:     02
2

3

2

82

2

3  xy . Сократив на 2 и обозначив  












,

,

2

3

2

3

yY

xX
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получим каноническое уравнение параболы  XY  22
2 .  

Ветви параболы обращены в положительном направлении оси X, параметр 

параболы 412 .p . 

Координаты вершины параболы в канонической системе координат суть 

нули, X=0, Y=0. Из выражений X, Y через x  , y   найдем координаты вершины 

2

3

2

3  yx , , из формул перехода – координаты этой точки в исходной сис-

теме координат: 












.)()(

,)()(

3

0

2

3

2

3

2

1

2

1

2

3

2

3

2

1

2

1

yxy

yxx
 

Получили те же координаты вершины параболы, которые были найдены в 

примере 2.9.4.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Для более точного построения кривой найдем координаты точек ее пересе-

чения с исходными осями координат: (0,1), (0,–3), (–0.3,0), (10.3,0), а также 

точек, в которых касательные параллельны осям координат: горизонтальная пря-

мая 
2

7y  касается параболы при 
2

3x , вертикальная прямая 
2

1x  при 

2

3y .  Результат построения представлен на рис. 3.2. 

 

Рис. 3.2. Парабола в исходной и в канонической системе координат 
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Пример 3.1.3. Определить каноническое уравнение и каноническую систе-

му координат квадрики   

02245),( 22  yxyxyxyxF .                                   (П 3.1) 

Матрица 

















4

1

2

5
2

5

A , расширенная матрица 

























21

14

1

2

1

2

5

2

1

2

5

A , инварианты 

0
4

9
541 321  III ,, . По таблице 3.1 видим, что это – пересекающиеся 

прямые. Уравнения (Т 2.8) для центра квадрики (в других обозначениях): 












,

,

014

0

002

5

2

1
02

5
0

yx

yx
 его координаты x0=2, y0=1. Если перенести начало ко-

ординат в центр, положив 20  xxxx , 10  yyyy , получится 

уравнение 04 22  yyxx , где 02224104),( 00  yxF . 

Таким образом, после переноса начала координат получается уравнение 

045 22  yyxx . 

Характеристическое уравнение, корнями которого являются собственные 

числа, выражается через инварианты: 0
4

9
5   , собственные числа "пло-

хие": 4045,
2

345
221 .λ,., 


  .  

Коэффициентами квадратичной части уравнения в переменных X, Y являют-

ся собственные числа, свободный член равен 0:  1X
2
+2Y

2
=0. 

Собственные векторы u1 и u2 найти можно, но нормировать их, чтобы полу-

чить матрицу перехода к канонической системе координат, удастся лишь при-

ближенно. 

Найдем асимптотические направления из уравнения 045 22  αβα . 

Разделим на 2 , обозначим k
α

β
, получим 0154 2  kk , откуда 

4
1

21 1  kk , . 

Это угловые коэффициенты прямых, на которые распалась кривая, они про-

ходят через точку (2, 1), уравнения этих прямых 024  yx  и 01 yx . Их 

произведение дает исходное уравнение (П 3.1). 

Оси канонической системы являются биссектрисами углов, образованных 

прямыми, на которые распадается данная квадрика. Их направляющие векторы 

имеют асимптотические направления Tl ]1,4[1   и Tl ]1,1[2  , после нормировки 

орты этих направлений 

},{
17

1

17

40
1 l  и },{

2

1

2

10
2 l . 
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Направляющие векторы осей канонической системы являются суммой и 

разностью нормированных векторов:  

    .,,,
T

2

1

17

1

2

1

17

40
2

0
12

T

2

1

17

1

2

1

17

40
2

0
11  llullu

 

Матрицу перехода и соответствующие формулы записывать не будем. 

Результат построения представлен на рис. 3.3. 
 

 

Пример 3.1.4. Определить каноническое уравнение и каноническую систе-

му координат квадрики   

016201044),( 22  yxyxyxyxF .                              (П 3.2) 

Матрица 









42

21
A , расширенная матрица 

























16105

1042

521

A , инварианты I1=5, 

I2=0, I3= 0. По таблице 3.1 видим, что это – параллельные прямые. 

Для завершения классификации вычислим семинвариант  

.45369
1610

104

165

51
2 









K  

По таблице 3.1 видим, что это вещественные параллельные прямые, приве-

денное уравнение квадрики согласно (Т 3.7) 

5Y
2
–9=0, откуда 

5

3Y . 

Характеристическое уравнение 
2
–5=0, собственные числа  1=0, 2=5. 

Уравнения (Т 2.8) для центра квадрики (в других обозначениях):  

Рис. 3.3. Пересекающиеся прямые 
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







.01042

,052

00

00

yx

yx
 

Эта система имеет бесконечно много решений, центры образуют прямую 

052 00  yx . В качестве начала координат канонической системы можно 

взять любое частное решение, например, 10 x , 20 y . Если перенести начало 

координат в центр, положив 10  xxxx , 20  yyyy , получится 

уравнение 044 22  yyxx , где 9),( 00  yxF . Таким образом, 

после переноса начала координат получается уравнение 944 22  yyxx . 

Направляющие векторы канонических осей – собственные векторы матрицы 

A. Они являются решениями однородных систем уравнений с матрицами 
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После нормировки получим новые базисные векторы  
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матрицу перехода к новым переменным  

Рис. 3.4. Параллельные прямые 



 65 













21

12

5

1
Q , формулы перехода 












).(

),(

YXy

YXx

2

2

5

1

5

1

 

Для построения пары прямых найдем точки пересечения квадрики с осью 

Ox, это 2x  и 8x . Прямые, проходящие через эти точки и параллельные ли-

нии центров, 052 00  yx , суть  

022  yx  и 082  yx . 

Их произведение дает исходное уравнение (П 3.2). 

Заметим, что уравнение линии центров является "средним арифметическим" 

уравнений этих двух прямых. Результат построения представлен на рис. 3.4.  
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Контрольные задания 

 

 

Задача 1. Упростить уравнение квадрики, определить аффинный класс 

кривой и формулы перехода к новой системе координат. 

1) 0771065436369 22  yxyxyx . 

2) 0818189189 22  yxyxyx . 

3) 056583215164 22  yxyxyx . 

4) 0555864153216 22  yxyxyx . 

5) 0923440384 22  yxyxyx . 

6) 0392024584 22  yxyxyx . 

7) 0514188189 22  yxyxyx . 

8) 08541881549 22  yxyxyx . 

9) 01520189189 22  yxyxyx . 

10) 09521880549 22  yxyxyx . 

11) 0553932384 22  yxyxyx . 

12) 0116032636416 22  yxyxyx . 

13) 015381836369 22  yxyxyx . 

14) 071281784 22  yxyxyx . 

15) 072632153216 22  yxyxyx . 

16) 099804016164 22  yxyxyx . 

17) 0516189189 22  yxyxyx . 

18) 091744015164 22  yxyxyx . 

19) 08152548189 22  yxyxyx . 

20) 084585410189 22  yxyxyx . 

21) 0312824384 22  yxyxyx . 

22) 08356549189 22  yxyxyx . 

23) 017121810189 22  yxyxyx . 

24) 0164450245025 22  yxyxyx . 

25) 0113632153216 22  yxyxyx . 

26) 011561881549 22  yxyxyx . 

27) 0712817164 22  yxyxyx . 
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28) 0151616484 22  yxyxyx . 

29) 0122832153216 22  yxyxyx . 

30) 0920188189 22  yxyxyx . 

 

Задача 2. В прямоугольной системе координат задано уравнение кривой 

второго порядка. Определить каноническую систему координат, каноническое 

уравнение и тип кривой. 

1) 055704011244 22  yxyxyx . 

2) 02722263103 22  yxyxyx  

3) 0322628585 22  yxyxyx . 

4) 01932141062 22  yxyxyx . 

5) 035402096 22  yxyxyx . 

6) 02514434 2  yxyxy . 

7) 024432649 22  yxyxyx . 

8) 049201044 22  yxyxyx . 

9) 0462245165 22  yxyxyx . 

10) 01047096112418 22  yxyxyx . 

11) 04614442231627  yxyxyx . 

12) 01505010016249 22  yxyxyx . 

13) 05248125 2  yxxyx . 

14) 04126811244 22  yxyxyx . 

15) 0612585 22  yxyxyx . 

16) 01422669 22  yxyxyx . 

17) 02726223103 22  yxyxyx . 

18) 05821062 22  yxyxyx . 

19) 0132244896 22  yxyxyx . 

20) 0412434 2  yxyxy . 

21) 0402040649 22  yxyxyx . 

22) 0131423103 22  yxyxyx . 

23) 0104104044 22  yxyxyx . 

24) 01842365165 22  yxyxyx . 

25) 0324826182411 22  yxyxyx . 
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26) 052781223167 22  yxyxyx . 

27) 04402092416 22  yxyxyx . 

28) 011261286 2  yxyxy . 

29) 093618845 22  yxyxyx . 

30) 0714244 22  yxyxyx . 

 

Задача 3. В прямоугольной системе координат задано уравнение кривой 

второго порядка. Определить каноническую систему координат, каноническое 

уравнение и тип кривой.  

1) 015103069 22  yxyxyx . 

2) 021121692416 22  yxyxyx . 

3) 01116844 22  yxyxyx . 

4) 037144423167 22  yxyxyx . 

5) 04248125 2  yxxyx . 

6) 039144269 22  yxyxyx . 

7) 044244 22  yxyxyx . 

8) 027781223167 22  yxyxyx . 

9) 09322416249 22  yxyxyx . 

10) 096296 22  yxyxyx . 

11) 0412644 22  yxyxyx . 

12) 03526223103 22  yxyxyx . 

13) 026123669 22  yxyxyx . 

14) 0624896 22  yxyxyx . 

15) 0461244 22  yxyxyx . 

16) 020122668 2  yxxyx . 

17) 016182492416 22  yxyxyx . 

18) 06028363103 22  yxyxyx . 

19) 027636512 2  yxyxy . 

20) 015301096 22  yxyxyx . 

21) 0122416125 2  yxxyx . 

22) 01181644 22  yxyxyx . 

23) 01114343103 22  yxyxyx . 
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24) 0161869 22  yxyxyx . 

25) 01892468 2  yxxyx . 

26) 0322848512 2  yxyxy . 

27) 0204283103 22  yxyxyx . 

28) 0248616249 22  yxyxyx . 

29) 0521624512 2  yxyxy . 

30) 01592268 2  yxxyx . 

 

Задача 4. В прямоугольной системе координат задано уравнение поверх-

ности второго порядка. Определить каноническую систему координат, канони-

ческое уравнение и тип поверхности. 

1) 061481044765 222  zyxyzxyzyx . 

2) 0186624164201152 222  zyxyzxzxyzyx . 

3) 061218128423 222  zyxyzxzxyzyx . 

4) 0641044324 222  yxyzxzzyx . 

5) 01412842265 222  zyxyzxzxyzyx . 

6) 082624422  zyxxzxyzy . 

7) 012102242252 222  zyxyzxzxyzyx . 

8) 0301824644567 222  zyxyzxyzyx . 

9) 090663020164472 222  zyxyzxzxyzyx . 

10) 024422522 222  zyxxyzyx . 

11) 02622625 222  zyxyzxzxyzyx . 

12) 0728161688101677 222  zyxyzxzxyzyx . 

13) 021016164410844 222  zyxyzxzxyzyx . 

14) 01104241042 222  zyxyzxzxyzyx . 

15) 016144144842 222  zyxyzxzxyzyx . 

16) 08221042422 222  zyxyzxzxyzyx . 

17) 02746444654 222  zyxyzxyzyx . 

18) 04222242  zyxyzxzxyz . 
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19) 018484626 222  zyxxzzyx . 

20) 01424444222  zyxyzxzxyzyx . 

21) 03264224322 222  zyxyzxzxyzyx . 

22) 012241210442 222  zxyzxzxyzyx . 

23) 0184128122102 222  zyxyzxyzyx . 

24) 05221042422 222  zyxyzxzxyzyx . 

25) 0186618222 222  zyxyzxyzyx . 

26) 0442222 222  zxyzxyzyx . 

27) 08642645 222  zyxxzxyzyx . 

28) 010666484585 222  zyxyzxzxyzyx . 

29) 04424444222  zyxyzxzxyzyx . 

30) 02221042422 222  zyxyzxzxyzyx . 
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Приложение. Вращение прямой вокруг оси  
 

 

Пусть  в ортогональной системе координат в трехмерном пространстве за-

дана прямая в параметрическом виде:   t
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В результате вращения прямой (1) вокруг  оси OZ , возможны следующие 

случаи: 

1) Прямая (1) пересекает ось OZ , тогда поверхность вращения – конус; 

2) Прямая (1) скрещивается с осью OZ , но не перпендикулярна ей,  тогда 

поверхность вращения – однополостный гиперболоид; 

3) Прямая (1) параллельна оси OZ , тогда поверхность вращения – эллипти-

ческий цилиндр; 

4) Если прямая (1) перпендикулярна оси OZ  и пересекает ее, то поверх-

ность вращения плоскость (пара совпавших плоскостей 3z ). 
 

Если прямая (1) лежит в плоскости 0y , тогда уравнение поверхности, по-

рождаемой вращением прямой (1) вокруг оси OZ , получается из уравнения 

прямой )(xfz   заменой x  на 22 yx  . 

Аналогичные правила действуют, 

когда прямая лежит в другой коорди-

натной плоскости и осью вращения 

является другая ось координат. 
 

Рассмотрим теперь случай произ-

вольного расположения прямой (1) в 

пространстве (см. рис. 1).  

1) Пусть M  − точка на прямой (1), 

тогда 
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, где 0t  − 

фиксированный параметр (число). 

2) Проведем перпендикуляр 1MO  

из точки M  на ось OZ , тогда 
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  Рис.1.  Вращение прямой вокруг оси OZ 
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3) Уравнение плоскости, перпендикулярной оси OZ  и содержащей точку 

M , имеет вид: 

                              1zz   или 030 tzz  .                                                    (2) 

4) Точка M  при вращении переходит в точку  TzyxN 1,, , которая лежит 

в плоскости (2), перпендикулярной оси OZ . Точки M  и N  находятся на оди-

наковом расстоянии от точки 1O , отсюда получаем, что 
2

1
2

1 MONO  , 

                                 222
020

2
010 yxtytx   .                                 (3) 

5) Подставляя 
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0
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

zz
t


  из (2) в (3), получаем искомое уравнение поверх-

ности: 
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т.е. уравнение вида 0222  cbzazyx , где cba ,, – некоторые константы. 

 

Задача 1. Найти уравнение поверхности, которая получается в результате 

вращения прямой  tztytx  ,3,1  вокруг оси OZ . 

Решение. В плоскости 0tz   рассмотрим точку  TtttM 000 ,3,1  , ле-

жащую на прямой, и точку  TtO 0
1 ,0,0 , лежащую на оси OZ . Точка M  при 

вращении вокруг оси OZ  переходит в точку  TtyxN 0,,  (см. рис. 1), которая 

лежит на окружности радиуса    20
2

0
1 31 ttMO  . Так как 

2
1

2
1 MONO   и 0tz   получаем уравнение поверхности: 

                                    2222 )3()1( zzyx  , 

                                      01082 222  zzyx .                                         

Прямая tztytx  ,3,1  и ось OZ  скрещиваются и не перпендику-

лярны, следовательно, поверхность вращения вокруг оси OZ  – однополостный 

гиперболоид. 

 

Задача 2. Найти уравнение поверхности, которая получается в результате 

вращения прямой  tztytxl 2,,:1    вокруг прямой  zyxl :2 . 
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Решение. Так как прямые l1  и  l2 не параллельны и пересекаются в нулевой 

точке, то уравнение искомой  поверхности – конус с центром в начале коорди-

нат. 

Пусть  TtttM 000 2,,  − произвольная точка на прямой l1, где 0t - фиксиро-

ванный параметр (число). Запишем уравнение плоскости  , проходящей через 

точку M  перпендикулярно прямой tztytxl  ,,:2 . Вектор  Tn 1,1,1   

является нормальным для искомой плоскости, тогда получаем уравнение 

0 Dzyx . D  находим из условия принадлежности точки M  плоскости  

 : 02 000  Dttt , откуда 

02tD  . Итак, уравнение плоскости 

 :  02 0  tzyx . 

Найдем K  − точку пересечения 

прямой l2 с плоскостью  , подстав-

ляя параметрические уравнения пря-

мой  l2  в уравнение плоскости  , 

получаем: 02 0  tttt  и 03

2 tt  . 

После подстановки параметра t  в  

уравнение  l2  получаем координаты 

точки  TtttK 03

2
03

2
03

2 ,,  . 

Пусть  TzyxN ,,  − точка, ко-

торая лежит в плоскости   и при-

надлежит поверхности вращения, значит 
22

MKNK  (см. рис.2). Имеем 

 TztytxtNK  03

2
03

2
03

2 ,, ,  TtttMK 03

4
03

5
03

1 ,,  , тогда 

      2
03

142

03

22

03

22

03

2 tztytxt  . После приведения подобных чле-

нов получаем:   222
03

42
03

10 zyxzyxtt  , учитывая, что 

02tzyx  , имеем 
2222

06 zyxt  . После исключения параметра 0t  по-

лучаем искомое уравнение поверхности: 0666222  yzxzxyzyx . 
 

Задача 3. Найти уравнение прямого кругового цилиндра, проходящего че-

рез точку )1,0,1(M  и имеющего ось tztytx  3,,2 . 

Решение. Пусть TK )3,0,2(  точка на оси, а Tl )1,1,1( – направляющий 

вектор оси.  

  Рис.2.  Вращение прямой l1  вокруг прямой l2 

                          

 

                                    N 

 
M                     K

 

 

 

 

 

                    

                                                         

 

 

                 (2)                          (1) 
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Запишем уравнение плоскости, которая перпендикулярна оси и содержит 

точку TM )1,0,1( : 02  zyx . 

Найдем теперь точку пересечения O  оси  и  плоскости: 02  zyx . 

0232  ttt , 

33 t . 

Получаем координаты точки TO )2,1,1(  . 

Радиус кругового цилиндра равен длине вектора TOM )1,1,0(  . Получа-

ем, 2OM . 

Расстояние h  от произвольной точки ),,( zyxA  цилиндра до оси конуса 

равно радиусу, т.е. 
 

2
,


l

lKA
h . 

Найдем векторное прозведение векторов TzyxKA )3,,2(   и 

Tl )1,1,1( .  

В декартовой системе координат получаем 

  321

321

)2()1()3(

111

32, eyxezxezyzyx

eee

lKA  . 

Таким образом,  2
3

)2()1()3( 222


 yxzxzy

. После со-

ответствующих упрощений получаем уравнение кругового конуса 

0445222  zyxyzxzxyzyx . Нетрудно проверить, что точка 

TM )1,0,1(  принадлежит этой поверхности.  
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