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§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Рассмотрим конечномерное линейное пространство V , за-
данное над полем F . Отображение ϕ : V → V называется ли-

нейным преобразованием пространства V (или линейным опе-

ратором, действующим в пространстве V ), если для произволь-
ных x, y ∈ V и произвольного α ∈ F имеют место следующие
равенства:

1. ϕ(x+ y) = ϕx+ ϕy,

2. ϕ(αx) = α(ϕx).

Образом (или множеством значений) преобразования ϕ на-
зывается множество

Imϕ = ϕV = {ϕx : x ∈ V } .

Ядром преобразования ϕ называется множество

Kerϕ = {x ∈ V : ϕx = o} .

Образ и ядро линейного пребразования являются подпростран-
ствами в V . Их размерности называются соответственно ран-
гом и дефектом преобразования и обозначаются соответственно
rankϕ и def ϕ. Справедливо равенство rankϕ + def ϕ = dimV .
Преобразование ϕ называется вырожденным, если def ϕ > 0.
Преобразование ϕ называется невырожденным, если def ϕ = 0.

Произведением преобразования ϕ : V → V на число α ∈ F

называется отображение αϕ, определяемое равенством (αϕ)x =

α(ϕx) для произвольного x ∈ V . Суммой преобразований ϕ, ψ :

V → V называется отображение ϕ+ψ, определяемое равенством
(ϕ + ψ)x = ϕx + ψx для произвольного x ∈ V . Произведением
(или композицией) преобразований ϕ, ψ : V → V называется
отображение ϕψ, определяемое равенством (ϕψ)x = ϕ(ψx) для
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произвольного x ∈ V . Преобразование называется обратным к
преобразованию ϕ и обозначается ϕ−1, если ϕϕ−1 = ϕ−1ϕ =

ε. Для преобразования ϕ обратное существует и единственно
тогда и только тогда, когда ϕ невырождено.

Пусть e = (e1, . . . , en) — базис пространства V . Столбец,
образованный координатами вектора x в базисе e, обозначим
через [x]e. Матрицей преобразования ϕ в базисе e называется
матрица [ϕ]e = ([ϕe1]e, [ϕe2]e, ..., [ϕen]e), составленная из коор-
динат образов базисных векторов. Для произвольного x ∈ V

имеем
[ϕx]e = [ϕ]e[x]e.

Линейное преобразование однозначно восстанавливается по об-
разам базисных векторов. Если e и e

′ — два базиса простран-
ства V , а [e′]e — матрица перехода1 , то

[ϕ]e′ = [e′]−1
e

[ϕ]e[e
′]e.

Матрицы A, B называются подобными, если B = Q−1AQ для
некоторой невырожденной матрицы Q. При этом матрица Q на-
зывается трансформирующей.

Образ преобразования ϕ является линейной оболочкой век-
торов, координатные столбцы которых в базисе e суть столбцы
матрицы [ϕ]e. Ранг преобразования совпадает с рангом матрицы
этого преобразования (каков бы ни был базис). Ядро преобра-
зования определяется из системы уравнений [ϕ]e[x]e = 0.

Для произвольных линейных преобразований ϕ, ψ простран-
ства V и произвольного числа α ∈ F справедливы равенства

[αϕ]e = α[ϕ]e, [ϕ+ ψ]e = [ϕ]e + [ψ]e, [ϕψ]e = [ϕ]e[ψ]e.

1Матрица перехода [e′]e = ([e′1|e, [e
′

2|e, ..., [e
′

n|e) составлена из координат
базисных векторов e

′ в базисе e. Координаты вектора x в разных базисах
связаны равенством [x]e = [e′]e[x]e′ .
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Для невырожденного преобразования ϕ справедливо равенство
[ϕ−1]e = [ϕ]−1

e
.

Нулевое преобразование θ определяется равенством θx = o

для всех x ∈ V . Тождественное преобразование ε определяется
равенством εx = x для всех x ∈ V . Из определения матрицы
преобразования следует2 [θ]e = 0 и [ε]e = E.

Пусть

f(λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + . . .+ am−1λ+ am

— многочлен с коэффициентами из поля F . Линейное преобра-
зование

f(ϕ) = a0ϕ
m + a1ϕ

m−1 + . . .+ am−1ϕ+ amε

называют значением многочлена f(λ) от преобразования ϕ.
Матрица этого преобразования равна

[f(ϕ)]e = a0[ϕ]
m
e
+ a1[ϕ]

m−1
e

+ . . .+ am−1[ϕ]e + amE.

Пусть пространство V раскладывается в прямую сумму под-
пространств: V = V1

.
+ V2, тогда для произвольного x ∈ V

определяются единственным образом векторы x1 ∈ V1, x2 ∈ V2,
такие, что x = x1+x2. Преобразование ϕ, определяемое форму-
лой ϕx = x1, называется проектированием пространства V на
подпространство V1 параллельно V2. Преобразование ϕ, опреде-
ляемое формулой ϕx = x1 − x2, называется отражением про-
странства V в подпространстве V1 параллельно V2 (или сим-

метрией относительно V1 параллельно V2). Если пространство
V — унитарное (евклидово), а подпространство V2 является ор-
тогональным дополнением к V1, то проектирование и отражение
на (в) V1 параллельно V2 называются соответственно ортого-

нальным проектированием и ортогональным отражением.

2Через E обозначена единичная матрица.
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§ 2. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Подпространство W линейного пространства V называется
инвариантным относительно преобразования ϕ, если ϕW ⊆

W , т.е. ϕx ∈W для любого x из W . Сужением (или ограниче-

нием) преобразования ϕ на инвариантное подпространство W

называется преобразование ψ : W → W , такое, что ψx = ϕx

для любого x ∈ W . Говорят также, что на инвариантном под-
пространстве W преобразование ϕ индуцирует преобразование
ψ.

Ненулевой вектор x ∈ V называется собственным векто-

ром преобразования ϕ, если ϕx = λx для некоторого λ ∈ F .
Число λ при этом называется собственным значением (чис-

лом) преобразования ϕ. Говорят также, что собственный вектор
x относится к собственному значению λ (или принадлежит

собственному значению λ). Множество всех собственных век-
торов, относящихся к одному собственному значению λ, допол-
ненное нулевым вектором, является подпространством и назы-
вается собственным подпространством.

Вектор x является собственным вектором преобразования ϕ
тогда и только тогда, когда его координатный столбец [x]e яв-
ляется нетривиальным решением системы линейных уравнений

([ϕ]e − λE) [x]e = 0.

Для существования такого x необходимо и достаточно, чтобы

det ([ϕ]e − λE) = 0.

Это уравнение, рассматриваемое относительно неизвестного λ,
называется характеристическим уравнением преобразования

ϕ. Оно не изменяется при замене базиса. Левая часть характе-
ристического уравнения есть многочлен от λ степени n = dimV .
Этот многочлен называется характеристическим многочленом

преобразования ϕ.

6



Алгебраической кратностью собственного значения λ на-
зывается кратность числа λ как корня характеристического мно-
гочлена. Геометрической кратностью собственного значения
λ называется размерность собственного подпространства, от-
носящегося к собственному значению λ. Геометрическая крат-
ность собственного значения не превосходит его алгебраиче-
ской кратности. Собственные векторы, относящиеся к разным
собственным значениям, линейно независимы.

Все недиагональные элементы j-го столбца матрицы [ϕ]e
равны нулю тогда и только тогда, когда j-й вектор базиса

— собственный. При этом на диагонали в j-м столбце мат-

рицы [ϕ]e находится собственное число. Матрица [ϕ]e диаго-
нальна тогда и только тогда, когда все векторы базиса e соб-
ственные. При этом на диагонали находятся соответствующие
собственные числа. Преобразование называется диагонализи-

руемым, если существует базис, в котором матрица преобразо-
вания диагональна.

Минор матрицы A ∈ Fn×n называется диагональным (или
главным), если в нем с каждой строкой участвует столбец мат-
рицы A с таким же номером. Сумма диагональных элементов
(сумма главных миноров первого порядка) матрицы A называ-
ется ее следом и обозначается trA. Многочлен

det(A− λE) = (−λ)n + s1(−λ)
n−1 + . . .+ sn−1(−λ) + sn

называется характеристическим многочленом матрицы A ∈

Fn×n. Коэффициент sk этого многочлена равен сумме диаго-
нальных миноров порядка k. В частности, s1 = trA, sn = detA.
Характеристические многочлены подобных матриц совпадают.
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§ 3. МЕТОД ДАНИЛЕВСКОГО

Матрица вида

F (a1, . . . , an) =





















−a1 −a2 . . . −an−1 −an

1 0 0 0

0 1 0 0
. . .

0 0 1 0





















называется матрицей Фробениуса. Характеристический много-
член матрицы Фробениуса F (a1, . . . , an) равен

Φ(a1, . . . , an;λ) = (−1)n(λn+a1λ
n−1+a2λ

n−2+ . . .+an−1λ+an).

Каждая из следующих пар элементарных преобразований,
переводит матрицу A в подобную:

1) Перестановка i-й и j-й строк вместе с перестановкой i-го
и j-го столбца;

2) Домножение i-й строки на число α 6= 0 вместе с делением

i-го столбца на α;

3) Прибавление к i-й строке j-й строки, умноженной на чис-
ло α вместе с вычитанием из j-го столбца i-го столбца,
умноженного на α.

Рассмотрим метод Данилевского нахождения коэффициен-
тов характеристического уравнения заданной матрицы. Идея
метода заключается в приведении матрицы с помощью эле-
ментарных преобразований, сохраняющих подобие, к блочно-
треугольному виду, в котором на диагонали расположены фро-
бениусовы клетки.
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Пусть последние k строк матрицы A такие же, как у матри-
цы Фробениуса (0 ≤ k < n).

1. Если an−k,n−k−1 6= 0, то прибавляя с подходящими мно-
жителями (n − k − 1)-й столбец к остальным столбцам и
выполняя соответствующие преобразования, сохраняющие
подобие, со строками (т. е. прибавляя с нужными множи-
телями все строки к (n− k − 1)-й строке), приводим мат-
рицу A к виду, в котором уже посление k+ 1 строк такие
же, как в матрице Фробениуса.

2. Если an−k,n−k−1 = 0, но an−k,j 6= 0 для некоторого j <

n − k − 1, то переставляем местами j-й и (n − k − 1)-й
столбцы и j-ю и (n− k− 1)-ю строки. Получится матрица
подобная исходной. Приходим к случаю 1.

3. Если an−k,j = 0 для всех j < n− k, то матрица имеет вид

(

B C

0 F

)

,

где B и F — квадратные матрицы, причем F — фробе-
ниусова матрица, поэтому задача сводится к вычислению
характеристического многочлена для B.

§ 4. АННУЛИРУЮЩИЙ МНОГОЧЛЕН

Рассмотрим многочлен

f(λ) = a0λ
m + a1λ

m−1 + . . .+ am−1λ+ am

с коэффициентами из поля F . Значением многочлена f(λ) от
преобразования ϕ называется преобразование

f(ϕ) = a0ϕ
m + a1ϕ

m−1 + . . .+ am−1ϕ+ amε.
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Говорят, что многочлен f(λ) аннулирует преобразование ϕ
на подпространстве W ⊆ V , если W ⊆ Ker f(ϕ), иными слова-
ми, f(ϕ)x = 0 для каждого вектора x ∈ W . Если подпростран-
ство W не указано, то предполагается, что W = V .

Аннулирующий многочлен на подпространствеW минималь-
ной степени со старшим коэффициентом 1 называется мини-

мальным аннулирующим, или просто минимальным. Для лю-
бого преобразования ϕ и любого подпространства ϕ минималь-
ный аннулирующий многочлен существует и единственен.

Если f(λ) — минимальный аннулирующий многочлен пре-
образования ϕ на W , то множество всех многочленов, аннули-
рующих ϕ на W , есть множество {f(λ)p(λ) : p(λ) ∈ F [λ]}.

Пусть многочлены f1(λ), f2(λ) являются минимальными ан-
нулирующими многочленами для преобразования ϕ на подпро-
странствах W1, W2 соответственно, причем W1 ⊆ W2. Тогда
f1(λ) является делителем f2(λ).

Пусть многочлены f1(λ), f2(λ) являются минимальными ан-
нулирующими многочленами для преобразования ϕ на подпро-
странствах W1, W2 соответственно. Тогда НОК(f1(λ), f2(λ)) яв-
ляется минимальным аннулирующим многочленом для преобра-
зования ϕ на подпространстве W1 +W2.

Опишем метод Крылова построения минимального много-
члена. Пусть e1, e2, . . . , em — базис подпространства W . Для
каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} найдем такое si и такие

αi0, αi1, . . . , αi−1,si ,

что система векторов

ei, ϕei, ϕ
2ei, . . . , ϕ

si−1ei

линейно независима, а сиcтема

ei, ϕei, ϕ
2ei, . . . , ϕ

siei
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линейно зависима, причем

αi0ei + αi1ϕei + . . .+ αi,si−1ϕ
si−1ei + ϕsiei = o.

Легко видеть, что многочлен

fi(λ) = αi0 + αi1λ+ . . .+ αi,si−1λ
si−1 + λsi

является минимальным на L(ei). Минимальным многочленом,
аннулирующим ϕ на W , является НОК(f1(λ), . . . , fm(λ)).

Теорема Гамильтона–Кэли утверждает, что характеристи-
ческий многочлен преобразования является его аннулирующим
многочленом на всем пространстве V . Иными словами, линей-
ное преобразование является корнем своего характеристическо-
го многочлена.

Понятия аннулирующего и минимального многочлена есте-
ственным образом переносятся на квадратные матрицы.

§ 5. ТЕОРЕМА ЖОРДАНА

В этом параграфе предполагается, что пространство V зада-
но над полем C комплексных чисел. Пусть

χ(λ) = (−1)n(λ− λ1)
k1 · . . . · (λ− λs)

ks (λi 6= λj при i 6= j)

— характеристический многочлен преобразования ϕ. Тогда ми-
нимальный многочлен, аннулирующий ϕ на всем пространстве
V , имеет вид

f(λ) = (λ− λ1)
l1 · . . . · (λ− λs)

ls ,

где l1, . . . , ls — некоторые натуральные числа, такие, что 1 ≤

li ≤ ki (i = 1, 2, . . . , s).
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Жордановой клеткой называется квадратная матрица сле-
дующего вида:

J(λ) =



























λ 1

λ 1

λ
. . .
. . . . . .

λ 1

λ



























.

Теорема Жордана утверждает, что для каждого преобразова-
ния ϕ комплексного пространства существует базис, называе-
мый жордановым, в котором матрица имеет блочно-диагональ-
ный вид

J =















J1

J2
. . .

Js















,

где J1, J2, . . . , Js — жордановы клетки. Матрица J называет-
ся жордановой формой преобразования ϕ. Жорданова форма
определена единственным образом с точностью до перестанов-
ки жордановых клеток.

Пусть

f(λ) = (λ− λ1)
k1(λ− λ2)

k2 . . . (λ− λs)
ks (λi 6= λj ; i 6= j)

— многочлен, аннулирующий преобразование ϕ на всем про-
странстве V . Множество

Pi = Ker(ϕ− λiε)
ki
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называется корневым подпространством, относящимся к соб-
ственному числу λi (i = 1, 2, . . . , s). Пространство V есть пря-
мая сумма подпространств P1, P2, . . . , Ps:

V = P1

.
+ P2

.
+ . . .

.
+ Ps.

Каждое корневое подпространство Pi (i = 1, 2, . . . , s) инвариант-
но относительно преобразования ϕ. Сужение преобразования ϕ
на Pi имеет одно собственное значение λi.

Схема построения жорданова базиса:

1. Определить собственные числа λ1, . . . , λs, где λi 6= λj (i 6=
j).

2. Выбирая в качестве λ поочередно каждое из собственных
чисел, выполнить следующие действия:

(a) найти Hk = kerψk (k = 1, . . . , q), где ψ = ϕ − λε,
q = min {k : Hk = Hk+1};

(b) найти систему a11, . . . , a1t1 , дополняющую базис про-
странства Hk−1 до базиса пространства Hk;

(c) для каждого h = 2, 3, . . . , q найти векторы ah1, . . . , ahth
(возможно, th = 0), дополняющие систему, состоя-
щую из базиса пространства Hk−h и векторов

ψh−1a11, . . . , ψ
h−1a1t1 , . . . , ψah−1,1, . . . , ψah−1,th−1

,

до базиса пространства Hk−h−1 (предполагается, что
«базис» подпространства H0 = {o} не содержит век-
торов).

Заметим, что

{o} = H0 ⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ . . . ⊂ Hq,

13



b a11

b ψa11

b ψ2a11

b

b

b ψq−2a11

b ψq−1a11

b a1t1

b ψa1t1

b ψ2a1t1

b

b

b ψq−2a1t1

b ψq−1a1t1

b a21

b ψa21

b

b

b ψq−3a21

b ψq−2a21

b a2t2

b ψa2t2

b

b

b ψq−3a2t2

b ψq−2a2t2
b aq1 b aqtq

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . . . . . . . .

...
...

...
...

H1

H2

Hq−2

Hq−1

Hq

РИС. 1. Схема построения жорданова базиса
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причем H1 — собственное подпространство, относящееся к соб-
ственному числу λ. Понять всю эту премудрость поможет рис. 1.

Система векторов

a11 . . . a1t1

ψa11 . . . ψa1t1 a21 . . . a2t2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψq−1a11 . . . ψ
q−1a1t1 ψ

q−2a21 . . . ψ
q−2a2t2 . . . aq1 . . . aqtq

образует базис корневого подпространства, относящегося к соб-
ственному числу λ. Каждый вертикальный ряд векторов, рас-
сматриваемый снизу вверх, называется жордановой цепочкой.
Например, жорданову цепочку образуют векторы

ψq−1a11, ψ
q−2a11, . . . , ψa11, a11.

Жорданов базис получается объединением построенных базисов
для всех корневых подпространств P1, . . . , Ps. Каждой жордано-
вой цепочке соответствует одна жорданова клетка.

§ 6. ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦЫ

Пусть
f(λ) = (λ− λ1)

k1 · . . . · (λ− λs)
ks

— минимальный многочлен матрицы A ∈ C. Будем говорить,
что функция g(λ) : C → C задана на спектре матрицы A,
если существует набор значений

g(λ1), g
′(λ1), . . . , g

(k1−1)(λ1),

g(λ2), g
′(λ2), . . . , g

(k2−1)(λ2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g(λs), g
′(λs), . . . , g

(ks−1)(λs),
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где через g(j)(λ) обозначена j-я производная функции g(λ). Обо-
значим через gA(λ) многочлен минимальной степени, такой, что

g
(j)
A (λi) = g(j)(λi) (i = 1, 2, . . . , s; j = 0, 1, . . . , ki − 1).

Значение g(A) функции g(λ) определим как значение многочле-
на gA(λ) от матрицы A:

g(A) = gA(A).

Значение функции g(λ) от жордановой клетки J(λ) можно
найти по формуле

g
(

J(λ)
)

=























g(λ)
g′(λ)
1!

g′′(λ)
2!

. . .
g(n−1)(λ)
(n− 1)!

0 g(λ)
g′(λ)
1!

. . .
g(n−2)(λ)
(n− 2)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . g(λ)























. (1)

Если B = Q−1AQ, то g(B) = Q−1g(A)Q.

§ 7. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

ПРИМЕР 1. Линейное преобразование трехмерного арифметиче-
ского пространства переводит линейно независимые векторы
a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (1, 2, 0)⊤, a3 = (1, 0,−1)⊤ соответствен-
но в векторы b1 = (3, 5, 0)⊤, b2 = (3, 6,−1)⊤, b3 = (−3,−8, 1)⊤.
Найти матрицу этого преобразования:

а) в стандартном базисе e1 = (1, 0, 0)⊤, e2 = (0, 1, 0)⊤, e3 =

(0, 0, 1)⊤;
б) в базисе a1, a2, a3.
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Р е ш е н и е. Искомое преобразование существует и един-
ственно, так как векторы a1, a2, a3 — линейно независимые и,
следовательно, составляют базис трехмерного арифметического
пространства.

a) Имеют место соотношения bi = [ϕ]eai (i = 1, 2, 3), которые
могут быть записаны в виде матричного уравнения









3 3 −3

5 6 −8

0 −1 1









= [ϕ]e









1 1 1

1 2 0

1 0 −1









.

Это уравнение будем решать при помощи элементарных преоб-
разований над столбцами расширенной матрицы:

























1 1 1

1 2 0

1 0 −1

3 3 −3

5 6 −8

0 −1 1

























 

























1 0 0

1 1 −1

1 −1 −2

3 0 −6

5 1 −13

0 −1 1

























 

 

























1 0 0

0 1 0

2 −1 −3

3 0 −6

4 1 −12

1 −1 0

























 

























1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 2 2

−4 5 4

1 −1 0

























.
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Таким образом, матрица линейного преобразования имеет вид

[ϕ]e =









−1 2 2

−4 5 4

1 −1 0









.

б) Приведем два способа решения.
С п о с о б 1. Матрицу линейного преобразования в базисе

a = (a1, a2, a3) ищем по формуле [ϕ]a = [a]−1
e

[ϕ]e[a]e, где

[a]e =









1 1 1

1 2 0

1 0 −1









— матрица перехода от базиса e к базису a. Найдем обратную
матрицу3:









1 1 1 1 0 0

1 2 0 0 1 0

1 0 −1 0 0 1









 









1 1 1 1 0 0

0 1 −1 −1 1 0

0 −1 −2 −1 0 1









 

 









1 0 2 2 −1 0

0 1 −1 −1 1 0

0 0 −3 −2 1 1









 









1 0 0 2/3 −1/3
2/3

0 1 0 −1/3
2/3 −1/3

0 0 1 2/3 −1/3 −1/3









.

Окончательно получаем

[ϕ]a =
1

3









2 −1 2

−1 2 −1

2 −1 −1

















−1 2 2

−4 5 4

1 −1 0

















1 1 1

1 2 0

1 0 −1









=

3Обращение матрицы [a]e и нахождение произведения [a]−1

e
[ϕ]e можно

выполнить одновременно, решив одно матричное уравнение [a]eX = [ϕ]e.
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=
1

3









1 −2 4

7 10 −14

1 1 1









.

С п о с о б 2. Столбцы матрицы [ϕ]a представляют собой столб-
цы координат векторов b1, b2, b3 в базисе a. Для нахождения
этих координат решим матричное уравнение









1 1 1

1 2 0

1 0 −1









[ϕ]a =









3 3 −3

5 6 −8

0 −1 1









.









1 1 1 3 3 −3

1 2 0 5 6 −8

1 0 −1 0 −1 1









 









1 0 −1 0 −1 1

0 1 2 3 4 −4

0 2 1 5 7 −9









 

 









1 0 −1 0 −1 1

0 1 2 3 4 −4

0 0 −3 −1 −1 −1









 









1 0 0 1/3 −2/3
4/3

0 1 0 7/3
10/3 −14/3

0 0 1 1/3
1/3

1/3









.

Окончательно получаем

[ϕ]a =
1

3









1 −2 4

7 10 −14

1 1 1









.

ПРИМЕР 2. Преобразование трехмерного пространства геомет-
рических векторов заключается в проектировании на прямую
x = 2t, y = t, z = −t параллельно плоскости x − 3y − 6z = 0.
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Вычислить матрицу этого преобразования в базисе, в котором
записаны уравнения прямой и плоскости.

Р е ш е н и е. Рассмотрим два способа решения задачи.
С п о с о б 1. Это решение непосредственно опирается на

определение преобразования проектирования. Обозначим через
e = (e1, e2, e3) базис пространства, в котором записаны уравне-
ния прямой и плоскости. Имеем V = L(a1)

.
+ L(a2, a3), [a1]e =

(2, 1,−1)⊤, [a2]e = (3, 1, 0)⊤, [a3]e = (0, 2,−1)⊤, где a1 — на-
правляющий вектор прямой, a2, a3 — направляющие векторы
рассматриваемой плоскости.

Разложим каждый из базисных векторов e1, e2, e3 по систе-
ме a1, a2, a3. Для этого следует решить три системы линейных
неоднородных уравнений, левая часть которых есть матрица,
составленная из столбцов [a1]e, [a2]e, [a3]e, а правая представ-
ляет собой координатный столбец соответствующего базисного
вектора. Все три системы решим как одно матричное уравнение:









2 3 0 1 0 0

1 1 2 0 1 0

−1 0 −1 0 0 1









 









1 0 1 0 0 −1

1 1 2 0 1 0

2 3 0 1 0 0









 

 









1 0 1 0 0 −1

0 1 1 0 1 1

0 3 −2 1 0 2









 









1 0 1 0 0 −1

0 1 1 0 1 1

0 0 −5 1 −3 −1









 

 









1 0 1 0 0 −1

0 1 1 0 1 1

0 0 1 −1/5
3/5

1/5









 









1 0 0 1/5 −3/5 −6/5

0 1 0 1/5
2/5

4/5

0 0 1 −1/5
3/5

1/5









.
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Таким образом, получаем

e1 =
1
5
a1 +

1
5
a2 −

1
5
a3, ϕe1 =

1
5
a1,

e2 = −
3
5
a1 +

2
5
a2 −

3
5
a3, ϕe2 = −

3
5
a1,

e3 = −
6
5
a1 +

4
5
a2 −

1
5
a3, ϕe3 = −

6
5
a1.

Тогда

[ϕe1]e =
1

5









2

1

−1









, [ϕe2]e =
1

5









−6

−3

3









, [ϕe3]e =
1

5









−12

−6

6









и матрица преобразования имеет вид

[ϕ]e =
1

5









2 −6 −12

1 −3 −6

−1 3 6









.

С п о с о б 2. Выберем в пространстве базис, состоящий из
направляющего вектора прямой a1 и двух направляющих век-
торов плоскости a2 и a3. В базисе a = (a1, a2, a3) матрица пре-
образования проектирования имеет вид

[ϕ]a =









1 0 0

0 0 0

0 0 0









.

В базисе e матрицу [ϕ]e преобразования ищем по формуле [ϕ]e =

[e]−1
a

[ϕ]a[e]a, где [e]a — матрица перехода от базиса a к базису
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e, а [e]−1
a

= [a]e — матрица перехода от базиса e к базису a.
Легко видеть, что

[a]e =









2 3 0

1 1 2

−1 0 −1









.

Находим обратную матрицу и получаем

[e]a =
1

5









1 −3 −6

1 2 4

−1 3 1









.

Вычисляем матрицу преобразования проектирования в базисе
e:

[ϕ]e =
1

5









2 3 0

1 1 2

−1 0 −1

















1 0 0

0 0 0

0 0 0

















1 −3 −6

1 2 4

−1 3 1









=

=
1

5









2 −6 −12

1 −3 −6

−1 3 6









.

Заметим, что преобразование проектирования диагонализи-
руемо. Базис из собственных векторов составляют, например,
векторы a1, a2, a3.

ПРИМЕР 3. Линейное преобразование задано матрицей

A =









5 −1 2

6 −1 2

−6 2 −2









.
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Выяснить, диагонализируемо ли оно: a) в вещественном про-
странстве, б) в комплексном пространстве. Если да, то вычис-
лить матрицу B преобразования в базисе из собственных век-
торов и матрицу Q перехода к этому базису.

Р е ш е н и е. Для нахождения коэффициентов характеристи-
ческого многочлена найдем суммы главных миноров матрицы A:

s1 = 5− 1− 2 = 2,

s2 =

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1

6 −1

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

5 2

−6 −2

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2

2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

s3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −1 2

6 −1 2

−6 2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2.

Характеристический многочлен имеет вид det(A−λE) = −λ3+

2λ2 − λ+ 2. Среди делителей ±1, ±2 свободного коэффициента
находим один из корней λ1 = 2. Для нахождения остальных
корней исходный многочлен, умноженный на (−1), поделим на
λ− 2. Воспользуемся схемой Горнера:

1 −2 1 −2

2 1 2 · 1− 2 = 0 2 · 0 + 1 = 1 2 · 1− 2 = 0

В частном получаем многочлен λ2 + 1, корни которого равны
λ2,3 = ±i.

а) В вещественном случае преобразование обладает лишь
одним собственным значением λ1 = 2 с алгебраической кратно-
стью 1. Геометрическая кратность не превосходит алгебраиче-
ской, следовательно, в нашем случае тоже равна 1. Максималь-
ная линейно независимая система из собственных векторов со-
стоит из одного вектора, следовательно, базиса из собственных
векторов нет, преобразование не диагонализируемо.
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б) В комплексном случае имеем три собственных значения.
Для каждого из них решим систему (A − λiE)x = 0, где x =

(x1, x2, x3)
⊤.

Для λ1 = 2 система имеет вид














3x1 − x2 + 2x3 = 0,

6x1 − 3x2 + 2x3 = 0,

−6x1 + 2x2 − 4x3 = 0.

Ее общее решение: x = t · (4, 6,−3)⊤, t ∈ C.
Для λ2 = i система имеет вид















(5− i)x1 − x2 + 2x3 = 0,

6x1 − (1 + i)x2 + 2x3 = 0,

−6x1 + 2x2 − (2 + i)x3 = 0.

Для решения этой системы можно воспользоваться методом
Гаусса, а можно, обратив внимание на то, что определитель си-
стемы равен нулю, воспользоваться «правилом векторного про-
изведения». Первые две строки не пропорциональны, поэтому
частное решение найдем через миноры, составленные из эле-
ментов этих двух строк:

x1 =

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2

−1− i 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 2i, x2 = −

∣

∣

∣

∣

∣

5− i 2

6 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 + 2i,

x3 =

∣

∣

∣

∣

∣

5− i −1

6 −1− i

∣

∣

∣

∣

∣

= −4i.

Общее решение: x = τ · (2i, 2 + 2i,−4i)⊤ = t · (1, 1 − i,−2)⊤,
τ, t ∈ C.
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Легко видеть, что для собственного числа λ3 = −i, ком-
плексно сопряженного с λ2, общее решение системы, описываю-
щей собственное подпространство, получается из предыдущего
заменой всех чисел на сопряженные: x = t ·(1, 1+i,−2)⊤, t ∈ C.

Итак, в комплексном пространстве преобразование диагона-
лизируемо. Записывая в матрицу B по диагонали собственные
числа, а в матрицу Q по столбцам — координаты собственных
векторов, получаем

B =









2 0 0

0 i 0

0 0 −i









, Q =









4 1 1

6 1− i 1 + i

−3 −2 −2









.

ПРИМЕР 4. Выяснить, диагонализируемо ли преобразование ком-
плексного линейного пространства, заданное матрицей

A =









−4 −2 3

2 1 −2

−3 −2 2









.

Р е ш е н и е. Находим характеристический многочлен: −λ3−
λ2 + λ+ 1 = −(λ+ 1)2(λ− 1). Один корень, λ1 = 1, — простой,
другой, λ2,3 = −1, имеет алгебраическую кратность 2.

Для собственного числа λ1 = 1 система, описывающая соб-
ственное подпространство, имеет вид















−5x1 − 2x2 + 3x3 = 0,

2x1 − 2x3 = 0,

−3x1 − 2x2 + x3 = 0.

Ее общее решение: x = t · (1,−1, 1)⊤, t ∈ C.
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Для собственного числа λ2,3 = −1 система, описывающая
собственное подпространство, имеет вид















−3x1 − 2x2 + 3x3 = 0,

2x1 + 2x2 − 2x3 = 0,

−3x1 − 2x2 + 3x3 = 0.

Ее общее решение: x = t · (1, 0,−1)⊤, t ∈ C.
Максимальная линейно независимая система из собствен-

ных векторов содержит только два вектора, поэтому преобразо-
вание не диагонализируемо.

ПРИМЕР 5. Выяснить, диагонализируемо ли преобразование ве-
щественного линейного пространства, заданное матрицей

A =









−3 −2 2

2 1 −2

−2 −2 1









.

Если да, то вычислить матрицу B преобразования в базисе из
собственных векторов и матрицу Q перехода к этому базису.

Р е ш е н и е. Находим характеристический многочлен: −λ3−
λ2 + λ+ 1 = −(λ+ 1)2(λ− 1). Один корень, λ1 = 1, — простой,
другой, λ2,3 = −1, имеет алгебраическую кратность 2.

Для λ1 = 1 система, описывающая собственное подпро-
странство, имеет вид















−4x1 − 2x2 + 2x3 = 0,

2x1 − 2x3 = 0,

−2x1 − 2x2 = 0.

Ее общее решение: x = t · (1,−1, 1)⊤, t ∈ R. Геометрическая
кратность собственного числа λ1 = 1 равна 1.
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Для λ2,3 = −1 система, описывающая собственное подпро-
странство, имеет вид















−2x1 − 2x2 + 2x3 = 0,

2x1 + 2x2 − 2x3 = 0,

−2x1 − 2x2 + 2x3 = 0.

Ее общее решение: x = t1 · (1, 0, 1)
⊤ + t2 · (0, 1, 1)

⊤, t1, t2 ∈ R.
Геометрическая кратность собственного числа λ2,3 = −1 равна
2.

Максимальная линейно независимая система из собствен-
ных векторов содержит три вектора, поэтому преобразование
диагонализируемо.

B =









1 0 0

0 −1 0

0 0 −1









, Q =









1 1 0

−1 0 1

1 1 1









.

ПРИМЕР 6. Найти жорданов базис и жорданову форму линейного
преобразования, заданного в некотором базисе матрицей

A =

























1 2 0 0 0 2

1 −1 0 1 −1 −2

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 −2 0 −1 1 −2

−1 2 0 −1 1 3

























.

Единственным собственным числом преобразования являет-
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ся λ = 1. Находим

B = A− λE =

























0 2 0 0 0 2

1 −2 0 1 −1 −2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −2 0 −1 0 −2

−1 2 0 −1 1 2

























.

Решаем систему Bx = 0. Множество ее решений есть подпро-
странство

H1 = L







































































0

1

0

0

0

−1

























,

























1

0

0

0

1

0

























,

























0

0

1

0

0

0







































































.

Вычисляем

B2 =

























0 0 0 0 0 0

0 4 0 1 0 4

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −4 0 −1 0 −4
























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и решаем систему B2x = 0. Множество ее решений есть

H2 = H1 + L







































































0

0

0

−4

0

1

























,

























0

0

0

0

1

0







































































.

Матрица B3 — нулевая. Множество решений системы B3x = 0

есть H3 = C
6. Представим его в виде

H3 = H2 + L

























0

0

0

0

0

1

























.

Процесс построения подпространств Hi на этом закончен.
Базис пространства H2 дополняет до базиса пространства

H3 вектор a11 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)⊤. Находим

Ba11 = (2,−2, 0, 0,−2, 2)⊤.

Базис подпространства H1 вместе с вектором Ba11 дополняем
до базиса пространства H2 вектором

a21 = (0, 0, 0,−4, 0, 1)⊤.

Находим

B2a11 = (0, 4, 0, 0, 0,−4)⊤, Ba21 = (2,−6, 0, 0, 2, 6)⊤.
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Построенную систему из двух векторов осталось дополнить до
базиса подпространства H1. Сделаем это с помощью вектора

a31 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)⊤.

Итак, найдена система

a11 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)⊤,

Ba11 = (2,−2, 0, 0,−2, 2)⊤, a21 = (0, 0, 0,−4, 0, 1)⊤,

B2a11 = (0, 4, 0, 0, 0,−4)⊤, Ba21 = (2,−6, 0, 0, 2, 6)⊤, a31 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)⊤.

Базис B2a11, Ba11, a11, Ba21, a21, a31 является жордановым
и в этом базисе линейное преобразование имеет матрицу J =

Q−1AQ, где

J =

























1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

























, Q =

























0 2 0 2 0 0

4 −2 0 −6 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −4 0

0 −2 0 2 0 0

−4 2 1 6 1 0

























.

ПРИМЕР 7. Методом Данилевского привести матрицу

A =















4 1 1 1

−1 2 −1 −1

6 1 −1 1

−6 −1 4 2















к фробениусовой форме и найти характеристическое уравнение
этой матрицы.
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Для того, чтобы избежать вычислений с дробями (на первом
этапе), переставим местами 3-й и 4-й столбцы, 3-ю и 4-ю строки:















4 1 1 1

−1 2 −1 −1

6 1 1 −1

−6 −1 2 4















 















4 1 1 1

−1 2 −1 −1

−6 −1 2 4

6 1 1 −1















.

Вычитая третий столбец с подходящими множителями из
всех остальных столбцов, и затем, выполняя соответствующие
преобразования над строками, получим матрицу















−2 0 1 2

5 3 −1 −2

−18 −3 2 6

0 0 1 0















 















−2 0 1 2

5 3 −1 −2

−25 0 6 16

0 0 1 0















.

Так как в полученной матрице a32 = 0 , а a31 6= 0, следу-
ет переставить местами первый и второй столбцы и первую и
вторую строки:















0 −2 1 2

3 5 −1 −2

0 −25 6 16

0 0 1 0















 















3 5 −1 −2

0 −2 1 2

0 −25 6 16

0 0 1 0















.

Поделив второй столбец матрицы на −25, и затем умножив
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вторую строку на −25, получаем матрицу, подобную исходной:














3 −1/5 −1 −2

0 2/25 1 2

0 1 6 16

0 0 1 0















 















3 −1/5 −1 −2

0 −2 −25 −50

0 1 6 16

0 0 1 0















 

 















3 −1/5 1/5 6/5

0 −2 −13 −18

0 1 0 0

0 0 1 0















 















3 −1/5 1/5 6/5

0 4 3 −18

0 1 0 0

0 0 1 0















.

Матрица полураспалась на два блока, поэтому характери-
стический многочлен есть (λ− 3)(λ3 − 4λ2 − 3λ+ 18).

ПРИМЕР 8. Определить минимальный аннулирующий многочлен
линейного преобразования, заданного в некотором базисе мат-
рицей

[ϕ] =









0 1 0

−4 4 0

−2 1 2









.

Р е ш е н и е. Воспользуемся методом Крылова.
Для базиса e1, e2, e3, в котором задана матрица преобразо-

вания, имеем

[e1] =









1

0

0









, [ϕe1] =









0

−4

−2









, [ϕ2e1] =









−4

−16

−8









;

[e2] =









0

1

0









, [ϕe2] =









1

4

1









, [ϕ2e2] =









4

12

4









;
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[e3] =









0

0

1









, [ϕe3] =









0

0

2









.

В каждой строке векторы линейно зависимые. Найдем их нуле-
вые нетривиальные комбинации:

4e1 − 4ϕe1 + ϕ2e1 = 0, откуда f1(λ) = 4− 4λ+ λ2 = (λ− 2)2;

4e2 − 4ϕe2 + ϕ2e2 = 0, откуда f2(λ) = 4− 4λ+ λ2 = (λ− 2)2;

−2e3 + ϕe3 = 0, откуда f3(λ) = −2 + λ = λ− 2.

Находим минимальный многочлен:

f(λ) = НОК {f1(λ), f2(λ), f3(λ)} = (λ− 2)2.

ПРИМЕР 9. Вычислить значение функции g(λ) = eλ от матрицы

A =









4 2 −5

6 4 −9

5 3 −7









.

Р е ш е н и е.
С п о с о б 1. Минимальный многочлен для этой матрицы

совпадает с характеристическим и равен λ2(λ − 1). Следова-
тельно, степень многочлена gA(λ) не превышает 2. Представим
его в виде gA(λ) = a0 + a1λ + a2λ

2 и найдем коэффициенты,
приравнивая значения функций eλ и gA(λ) на спектре матрицы
A:















gA(0) = e0,

g′A(0) = e0,

gA(1) = e1;















a0 = 1,

a1 = 1,

a0 + a1 + a2 = e.
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Таким образом,

eA = E +A+ (e− 2)A2 =









3e− 1 e −3e+ 1

3e e+ 3 −3e− 3

3e− 1 e+ 1 −3e









.

С п о с о б 2. Жорданова форма матрицы A равна

J =









0 1 0

0 0 0

0 0 1









,

причем J = Q−1AQ, где

Q =









1 −2 1

3 −3 1

2 −3 1









.

Используя формулу (1) на стр. 16, находим

eJ =









1 1 0

0 1 0

0 0 e









,

откуда

eA = QeJQ−1 =









3e− 1 e −3e+ 1

3e e+ 3 −3e− 3

3e− 1 e+ 1 −3e









.
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§ 8. КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

В примерах 1.1–1.30 линейное преобразование трехмерного
арифметического пространства переводит вектор ai в вектор bi
(i = 1, 2, 3).

а) Показать, что такое преобразование существует и един-
ственно.

б) Найти матрицу преобразования в базисе a1, a2, a3.
в) Найти матрицу преобразования в стандартном базисе e1 =

(1, 0, 0)⊤, e2 = (0, 1, 0)⊤, e3 = (0, 0, 1)⊤.
г) Найти ядро и образ данного преобразования.
д) Диагонализируемо ли преобразование? Если да, то ука-

зать диагональный вид преобразования и найти базис, в кото-
ром матрица преобразования диагональна.

1.1. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(−5,−9, 3)⊤, b2 = (9, 15,−4)⊤, b3 = (0, 1,−1)⊤;
1.2. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (0, 1, 0)⊤, a3 = (1, 0, 2)⊤, b1 =

(3, 7,−3)⊤, b2 = (4, 7,−2)⊤, b3 = (3, 8,−4)⊤;
1.3. a1 = (1, 0, 2)⊤, a2 = (−1,−2, 2)⊤, a3 = (1, 0, 0)⊤, b1 =

(3, 8,−4)⊤, b2 = (5, 10,−4)⊤, b3 = (−5,−8, 2)⊤;
1.4. a1 = (1,−1, 1)⊤, a2 = (1, 2, 0)⊤, a3 = (1, 1, 1)⊤, b1 =

(−5,−7, 1)⊤, b2 = (3, 6,−2)⊤, b3 = (3, 7,−3)⊤;
1.5. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (0,−1, 0)⊤, a3 = (1, 2, 0)⊤, b1 =

(−5,−9, 3)⊤, b2 = (−4,−7, 2)⊤, b3 = (3, 6,−2)⊤;
1.6. a1 = (2, 0,−1)⊤, a2 = (1, 1, 1)⊤, a3 = (1, 1,−1)⊤, b1 =

(−14,−24, 7)⊤, b2 = (3, 7,−3)⊤, b3 = (−5,−9, 3)⊤;
1.7. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(4, 2, 6)⊤, b2 = (−4, 2,−4)⊤, b3 = (−3,−2,−4)⊤;
1.8. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (0, 1, 0)⊤, a3 = (1, 0, 2)⊤, b1 =

(4, 2, 6)⊤, b2 = (1, 2, 2)⊤, b3 = (1, 0, 2)⊤;
1.9. a1 = (1, 0, 2)⊤, a2 = (−1,−2, 2)⊤, a3 = (1, 0, 0)⊤, b1 =

(1, 0, 2)⊤, b2 = (−11,−4,−14)⊤, b3 = (5, 0, 6)⊤;
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1.10. a1 = (1,−1, 1)⊤, a2 = (1, 2, 0)⊤, a3 = (1, 1, 1)⊤, b1 =

(2,−2, 2)⊤, b2 = (7, 4, 10)⊤, b3 = (4, 2, 6)⊤;
1.11. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (0,−1, 0)⊤, a3 = (1, 2, 0)⊤, b1 =

(8, 2, 10)⊤, b2 = (−1,−2,−2)⊤, b3 = (7, 4, 10)⊤;
1.12. a1 = (2, 0,−1)⊤, a2 = (1, 1, 1)⊤, a3 = (1, 1,−1)⊤, b1 =

(12, 0, 14)⊤, b2 = (4, 2, 6)⊤, b3 = (8, 2, 10)⊤;
1.13. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(−5, 1,−5)⊤, b2 = (2, 1, 3)⊤, b3 = (6,−1, 7)⊤;
1.14. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (0, 1, 0)⊤, a3 = (1, 0, 2)⊤, b1 =

(−5, 1,−5)⊤, b2 = (−3, 1,−3)⊤, b3 = (1, 0, 2)⊤;
1.15. a1 = (1, 0, 2)⊤, a2 = (−1,−2, 2)⊤, a3 = (1, 0, 0)⊤, b1 =

(1, 0, 2)⊤, b2 = (17,−2, 20)⊤, b3 = (−5, 0,−6)⊤;
1.16. a1 = (1,−1, 1)⊤, a2 = (1, 2, 0)⊤, a3 = (1, 1, 1)⊤, b1 =

(1,−1, 1)⊤, b2 = (−11, 2,−12)⊤, b3 = (−5, 1,−5)⊤;
1.17. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (0,−1, 0)⊤, a3 = (1, 2, 0)⊤, b1 =

(−11, 1,−13)⊤, b2 = (3,−1, 3)⊤, b3 = (−11, 2,−12)⊤;
1.18. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(−11, 1,−13)⊤, b2 = (2, 1, 3)⊤, b3 = (6,−1, 7)⊤;
1.19. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(−10, 8,−10)⊤, b2 = (1,−1, 0)⊤, b3 = (9,−8, 8)⊤;
1.20. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (0, 1, 0)⊤, a3 = (1, 0, 2)⊤, b1 =

(−10, 8,−10)⊤, b2 = (−6, 5,−6)⊤, b3 = (−1, 0,−2)⊤;
1.21. a1 = (1, 0, 2)⊤, a2 = (−1,−2, 2)⊤, a3 = (1, 0, 0)⊤, b1 =

(−1, 0,−2)⊤, b2 = (25,−22, 22)⊤, b3 = (−7, 6,−6)⊤;
1.22. a1 = (1,−1, 1)⊤, a2 = (1, 2, 0)⊤, a3 = (1, 1, 1)⊤, b1 =

(2,−2, 2)⊤, b2 = (−19, 16,−18)⊤, b3 = (−10, 8,−10)⊤;
1.23. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(−16, 14,−14)⊤, b2 = (1,−1, 0)⊤, b3 = (9,−8, 8)⊤;
1.24. a1 = (−1, 2, 1)⊤, a2 = (0,−1, 1)⊤, a3 = (1,−1, 1)⊤, b1 =

(−2, 1,−4)⊤, b2 = (9,−8, 8)⊤, b3 = (2,−2, 2)⊤;
1.25. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (−1, 1, 0)⊤, a3 = (0,−1, 1)⊤, b1 =

(−3,−7, 3)⊤, b2 = (3, 9,−4)⊤, b3 = (2, 3,−1)⊤;
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1.26. a1 = (1, 1, 1)⊤, a2 = (0, 1, 0)⊤, a3 = (1, 0, 2)⊤, b1 =

(5, 9,−3)⊤, b2 = (2, 5,−2)⊤, b3 = (7, 12,−4)⊤;
1.27. a1 = (1, 0, 2)⊤, a2 = (−1,−2, 2)⊤, a3 = (1, 0, 0)⊤, b1 =

(7, 12,−4)⊤, b2 = (5, 10,−4)⊤, b3 = (−1,−4, 2)⊤;
1.28. a1 = (1,−1, 1)⊤, a2 = (1, 2, 0)⊤, a3 = (1, 1, 1)⊤, b1 =

(1,−1, 1)⊤, b2 = (3, 6,−2)⊤, b3 = (5, 9,−3)⊤;
1.29. a1 = (1, 1,−1)⊤, a2 = (0,−1, 0)⊤, a3 = (1, 2, 0)⊤, b1 =

(−3,−7, 3)⊤, b2 = (−2,−5, 2)⊤, b3 = (3, 6,−2)⊤;
1.30. a1 = (2, 0,−1)⊤, a2 = (1, 1, 1)⊤, a3 = (1, 1,−1)⊤, b1 =

(−6,−16, 7)⊤, b2 = (5, 9,−3)⊤, b3 = (−3,−7, 3)⊤.

В задачах 2.1–2.30 в базисе, в котором записаны уравне-
ния подпространств, найти матрицу линейного преобразования
ϕ трехмерного геометрического векторного пространства, ука-
зать собственные числа и собственные векторы преобразования,
описать его ядро и образ, если ϕ есть:

2.1. проектирование на прямую x = t, y = −t, z = 2t парал-
лельно плоскости x+ y + 2z = 0;

2.2. симметрия относительно плоскости x − 2y + 3z = 0 па-
раллельно прямой x+ z = 0, y + z = 0;

2.3. проектирование на плоскость 3x+y+2z = 0 параллельно
прямой x = z, x+ 2y − 3z = 0;

2.4. симметрия относительно прямой x = 2t, y = t, z = −t

параллельно плоскости x− 3y − 6z = 0;
2.5. поворот вокруг прямой y+z = 0, 2x+y+2z = 0 на угол

π/2 (базис ортонормированный, два возможных решения);
2.6. проектирование на прямую x = y, 2x− y + z = 0 парал-

лельно плоскости x− 2y + 3z = 0;
2.7. симметрия относительно плоскости x + 3y + 3z = 0 па-

раллельно прямой y = z, x+ y + z = 0;
2.8. проектирование на плоскость x−y+2z = 0 параллельно

прямой 2x = y = z;
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2.9. симметрия относительно прямой x+2y = 0, x−y+z = 0

параллельно плоскости 2x+ y − z = 0;
2.10. поворот вокруг прямой x = 2t, y = t, z = −2t на угол

π/6 (базис ортонормированный, два возможных решения);
2.11. проектирование на прямую x = t, y = 2t, z = −2t

параллельно плоскости 2x+ y − z = 0;
2.12. симметрия относительно плоскости x − 2y − 2z = 0

параллельно прямой x = 2t, y = t, z = 3t;
2.13. проектирование на плоскость 2x+y+z = 0 параллельно

прямой 2x− y = 0, x+ y − z = 0;
2.14. симметрия относительно прямой x = t, y = −2t, z = 3t

параллельно плоскости 2x+ y − z = 0;
2.15. поворот вокруг прямой x + z = 0, x + 2y + 2z = 0 на

угол π/4 (базис ортонормированный, два возможных решения);
2.16. проектирование на прямую x = z, x + 2y − 3z = 0

параллельно плоскости 3x− y + 2z = 0;
2.17. симметрия относительно плоскости 2x + y − z = 0 па-

раллельно прямой x = 2z, x− y + z = 0;
2.18. проектирование на плоскость 2x+y+z = 0 параллельно

прямой x = t, y = 2t, z = 2t;
2.19. симметрия относительно прямой y−3z = 0, x+y−z = 0

параллельно плоскости 2x− y + z = 0;
2.20. поворот вокруг прямой x = 2t, y = −2t, z = t на угол

π/2 (базис ортонормированный, два возможных решения);
2.21. проектирование на прямую x = t, y = 2t, z = 3t парал-

лельно плоскости 2x+ 2y − z = 0;
2.22. симметрия относительно плоскости x − y − 2z = 0 па-

раллельно прямой x = −2y = −2z;
2.23. проектирование на плоскость 2x−y−z = 0 параллельно

прямой 2x+ y = 0, 2x+ z = 0;
2.24. симметрия относительно прямой x = y, 2x− y + z = 0

параллельно плоскости x− 2y + 3z = 0;
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2.25. поворот вокруг прямой x + y = 0, x + 2y + 2z = 0 на
угол π/4 (базис ортонормированный, два возможных решения);

2.26. проектирование на прямую x + 2y = 0, x − y + 3z = 0

параллельно плоскости x− y − 2z = 0;
2.27. симметрия относительно плоскости 3x + y + 2z = 0

параллельно прямой x = z, x+ 2y − 3z = 0;
2.28. проектирование на плоскость x − 2y + 3z = 0 парал-

лельно прямой x = y = −z;
2.29. симметрия относительно прямой x = y, 2x− y + z = 0

параллельно плоскости x− 2y + 3z = 0;
2.30. поворот вокруг прямой x = 2t, y = t, z = −2t на угол

π/3 (базис ортонормированный, два возможных решения).

В задачах 3.1–3.10 подпространство W натянуто на систе-
му векторов, заданных в некотором ортонормированном базисе
координатными столбцами. В этом базисе построить матрицу
линейного преобразования, заключающегося в ортогональном
проектировании на W , указать собственные числа и собствен-
ные векторы преобразования, описать его ядро и образ.

3.1. (11, 25,−27,−9)⊤, (4, 8,−9,−3)⊤;
3.2. (11, 11,−48, 26)⊤, (4, 4,−15, 7)⊤;
3.3. (2,−16,−21, 35)⊤, (1,−5,−6, 10)⊤;
3.4. (11, 11,−34,−16)⊤, (4, 4,−11,−5)⊤;
3.5. (2,−16,−7,−7)⊤, (1,−5,−2,−2)⊤;
3.6. (1,−8, 1,−8)⊤, (1,−5, 1,−5)⊤, (1, 1,−5,−5)⊤;
3.7. (1,−8, 1,−8)⊤, (1,−5, 1,−5)⊤, (1,−5,−5, 1)⊤;
3.8. (1, 1,−8,−8)⊤, (1, 1,−5,−5)⊤, (1,−5,−5, 1)⊤;
3.9. (1, 8,−8,−1)⊤, (1, 5,−5,−1)⊤, (1,−1,−5, 5)⊤;
3.10. (1,−8,−1, 8)⊤, (1,−5,−1, 5)⊤, (4,−5, 8,−1)⊤.

В задачах 3.11–3.30 подпространство W четырехмерного ев-
клидова пространства задано в некотором ортонормированном
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базисе системой линейных уравнений. Найти в этом базисе мат-
рицу линейного преобразования, заключающегося в ортогональ-
ном проектировании пространства на W , указать собственные
числа и собственные векторы преобразования, описать его ядро
и образ.

3.11. 2x1 + 2x2 − 3x3 − x4 = 0;

3.12. x1 + x2 + 3x3 − 5x4 = 0;

3.13. x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0;

3.14. 2x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0;

3.15.

{

2x1 − 16x2 − 7x3 − 7x4 = 0,

x1 − 5x2 − 2x3 − 2x4 = 0;

3.16.

{

x1 − 8x2 − 8x3 + x4 = 0,

x1 − 5x2 − 5x3 + x4 = 0;

3.17.

{

x1 − x2 − 8x3 + 8x4 = 0,

x1 − x2 − 5x3 + 5x4 = 0;

3.18.

{

x1 + x2 − 8x3 − 8x4 = 0,

x1 + x2 − 5x3 − 5x4 = 0;

3.19.















x1 − 8x2 + x3 − 8x4 = 0,

x1 − 5x2 + x3 − 5x4 = 0,

x1 + x2 − 5x3 − 5x4 = 0;

3.20.















x1 − 8x2 + x3 − 8x4 = 0,

x1 − 5x2 + x3 − 5x4 = 0,

x1 − 5x2 − 5x3 + x4 = 0;

3.21.















x1 + x2 − 8x3 − 8x4 = 0,

x1 + x2 − 5x3 − 5x4 = 0,

x1 − 5x2 − 5x3 + x4 = 0;
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3.22.















x1 + 8x2 − 8x3 − x4 = 0,

x1 + 5x2 − 5x3 − x4 = 0,

x1 − x2 − 5x3 + 5x4 = 0;

3.23.















x1 − 8x2 − x3 + 8x4 = 0,

x1 − 5x2 − x3 + 5x4 = 0,

4x1 − 5x2 + 8x3 − x4 = 0;

3.24.















2x1 − 23x2 − 16x3 − 5x4 = 0,

x1 − 7x2 − 5x3 − x4 = 0,

4x1 − 7x2 + 4x3 − 7x4 = 0;

3.25.















2x1 − 5x2 − 16x3 − 23x4 = 0,

x1 − x2 − 5x3 − 7x4 = 0,

4x1 − 7x2 + 4x3 − 7x4 = 0;

3.26.















2x1 − 5x2 − 16x3 − 23x4 = 0,

x1 − x2 − 5x3 − 7x4 = 0,

x1 − 7x2 − 5x3 − x4 = 0;

3.27.















2x1 − 16x2 − 21x3 + 35x4 = 0,

x1 − 5x2 − 6x3 + 10x4 = 0,

4x1 + 4x2 − 15x3 + 7x4 = 0;

3.28.















2x1 − 16x2 − 7x3 − 7x4 = 0,

x1 − 5x2 − 2x3 − 2x4 = 0,

4x1 + 4x2 − 11x3 − 5x4 = 0;

3.29.















x1 + x2 + 10x3 − 26x4 = 0,

x1 + x2 + 7x3 − 17x4 = 0,

4x1 + 4x2 − 11x3 − 5x4 = 0;
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3.30.















x1 + x2 + 10x3 − 26x4 = 0,

x1 + x2 + 7x3 − 17x4 = 0,

x1 − 5x2 − 2x3 − 2x4 = 0.

В задачах 4.1–4.15 доказать, что формула ϕ(X) = A⊤XA

определяет линейное преобразование пространства симметри-
ческих матриц (X⊤ = X). Найти жорданов базис и жорданову
форму преобразования.

4.1. A =

(

−1 −1

1 1

)

; 4.2. A =

(

3 −1

4 −1

)

;

4.3. A =

(

1 1

−1 −1

)

; 4.4. A =

(

−1 4

−1 3

)

;

4.5. A =

(

−2 1

−4 2

)

; 4.6. A =

(

−1 1

−1 −3

)

;

4.7. A =

(

2 −4

1 −2

)

; 4.8. A =

(

1 −1

1 3

)

;

4.9. A =

(

−1 1

−1 1

)

; 4.10. A =

(

3 4

−1 −1

)

;

4.11. A =

(

1 −1

1 −1

)

; 4.12. A =

(

−1 −1

4 3

)

;

4.13. A =

(

−2 −4

1 2

)

; 4.14. A =

(

1 1

1 3

)

;

4.15. A =

(

2 1

−4 −2

)

.

В задачах 4.16–4.30 доказать, что формула ϕ(X) = A⊤XA

определяет линейное преобразование пространства кососиммет-
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рических матриц (X⊤ = −X). Найти жорданов базис и жорда-
нову форму преобразования.

4.16. A =









−1 1 0

1 0 −1

−3 2 1









; 4.17. A =









1 −1 0

1 1 1

0 1 1









;

4.18. A =









1 2 −3

−1 0 1

0 1 −1









; 4.19. A =









1 1 0

−2 1 1

0 2 1









;

4.20. A =









−2 −1 −3

0 1 1

1 0 1









; 4.21. A =









1 2 0

1 1 −2

0 1 1









;

4.22. A =









1 0 1

1 1 0

−3 −1 −2









; 4.23. A =









1 1 0

1 1 1

0 −1 1









;

4.24. A =









−1 1 −3

1 0 2

0 −1 1









; 4.25. A =









1 1 0

−1 1 1

0 1 1









;

4.26. A =









1 −1 0

2 0 1

−3 1 −1









; 4.27. A =









1 −2 0

1 1 2

0 1 1









;

4.28. A =









−2 0 1

−1 1 0

−3 1 1









; 4.29. A =









1 1 0

2 1 1

0 −2 1









;
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4.30. A =









1 1 −3

0 1 −1

1 0 −2









.

Пусть фиксированные ненулевые векторы a и n трехмерного
пространства неортогональны между собой. В задачах 5.1–5.15
надо доказать линейность преобразования и выяснить его гео-
метрический смысл.

5.1. ϕx = (a, x)
a
|a|2

;

5.2. ϕx =
(a, x)
(a, n)

n;

5.3. ϕx = x− (a, x)
a
|a|2

;

5.4. ϕx = x−
(a, x)
(a, n)

n;

5.5. ϕx = x− 2(a, x)
a
|a|2

;

5.6. ϕx = 2(a, x)
a
|a|2

− x;

5.7. ϕx = x− 2
(a, x)
(a, n)

n;

5.8. ϕx = 2
(a, x)
(a, n)

n− x;

5.9. ϕx = (a, x)a;
5.10. ϕx = (n, x)a− (a, x)n;
5.11. ϕx = (a, a)x− (a, x)a;
5.12. ϕx = (a, a)x− 2(a, x)a;
5.13. ϕx = 2(a, x)a− (a, a)x;
5.14. ϕx = [a, x] (|a| = 1);
5.15. ϕx = (a, x)n− (n, x)a.
В примерах 6.1–6.30 построить жорданов базис, найти жор-

данову форму и минимальный аннулирующий многочлен мат-
рицы.
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6.1.

























−3 −2 2 −1 2 −1

0 −1 0 0 0 0

−2 0 −1 0 0 −1

0 −1 1 −2 1 0

2 −1 1 −1 0 1

4 4 −4 2 −4 1

























6.2.

























−1 −2 2 −2 2 −1

0 1 0 0 0 0

−2 0 1 0 0 −1

0 −1 1 0 1 0

2 −1 1 −1 2 1

4 5 −4 4 −4 3

























6.3.

























2 0 0 0 1 0

0 2 0 0 1 0

1 −1 −1 1 0 3

0 0 0 2 0 0

−1 1 0 0 2 0

1 −1 −3 1 0 5

























6.4.

























−1 −1 0 0 1 0

0 −2 −1 0 0 1

0 0 −5 1 0 3

0 0 0 −2 0 0

−1 1 0 0 −3 0

0 0 −3 1 0 1
























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6.5.

























4 −1 0 0 1 0

0 3 −1 0 0 1

0 0 0 1 0 3

0 0 0 3 0 0

−1 1 0 0 2 0

0 0 −3 1 0 6

























6.6.

























−1 2 0 0 −4 0

0 −3 −1 0 0 1

0 0 −5 1 0 2

0 0 0 −3 0 0

1 1 0 0 −5 0

0 0 −2 1 0 −1

























6.7.

























1 1 0 1 0 0

2 1 1 0 0 0

0 −2 1 −2 0 1

−1 0 −1 1 1 −2

0 −1 0 −1 1 0

0 0 0 0 0 1

























6.8.

























2 0 0 0 0 1

1 2 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0

−1 −2 2 4 1 −3

2 3 −3 −4 0 6

0 0 0 0 0 2
























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6.9.

























5 0 0 0 0 1

0 2 1 −1 1 0

2 0 2 1 −1 1

0 0 0 3 0 0

−2 −1 2 −2 5 −1

−4 0 0 1 0 1

























6.10.

























−1 1 0 1 0 0

2 −1 1 0 0 0

0 −2 −1 −2 0 1

−1 0 −1 −1 1 −2

0 −1 0 −1 −1 0

0 0 0 0 0 −1

























6.11.

























0 0 0 0 0 1

0 −3 1 −1 1 0

2 0 −3 1 −1 1

0 0 0 −2 0 0

−2 −1 2 −2 0 −1

−4 0 0 1 0 −4

























6.12.

























−3 1 0 1 0 0

2 −3 1 0 0 0

0 −2 −3 −2 0 1

−1 0 −1 −3 1 −2

0 −1 0 −1 −3 0

0 0 0 0 0 −3
























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6.13.

























1 0 0 0 1 0

0 1 −1 0 −1 1

0 0 −1 1 0 2

1 0 0 1 −2 0

0 0 0 0 1 0

0 0 −2 1 0 3

























6.14.

























2 0 2 0 2 −1

0 2 0 0 0 0

1 0 1 0 −2 0

0 1 0 2 0 0

0 0 2 0 4 −1

0 0 1 0 1 1

























6.15.

























3 −1 0 0 0 1

0 1 1 0 0 2

1 0 3 −1 −2 0

0 −1 0 3 −1 1

0 0 0 0 3 0

0 −2 1 0 0 5

























6.16.

























−2 0 −1 0 0 1

0 −1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 −1

0 1 0 −1 0 0

0 0 2 0 1 −3

0 0 1 0 1 −3
























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6.17.

























−2 −1 0 0 0 1

0 −4 1 0 0 2

1 0 −2 −1 −2 0

0 −1 0 −2 −1 1

0 0 0 0 −2 0

0 −2 1 0 0 0

























6.18.

























−4 1 −1 0 0 0

0 −5 1 0 1 0

1 −1 −2 0 0 0

0 0 0 −3 0 0

0 −3 2 0 −1 0

0 0 0 1 0 −3

























6.19.

























4 2 0 −3 −6 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1 1 0 2

1 0 0 0 −2 0

1 1 0 −1 −1 0

0 0 −2 1 0 3

























6.20.

























1 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 1 0

1 −1 1 1 0 0

2 −1 −2 4 0 0

−1 −3 3 −1 4 0

0 0 0 0 0 2
























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6.21.

























4 2 0 0 −1 1

0 3 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

−1 0 2 3 1 0

1 2 0 0 2 1

0 1 1 0 0 3

























6.22.

























−2 0 1 −1 0 0

0 −3 1 0 1 0

1 −1 −2 1 0 0

2 −1 −2 1 0 0

−1 −3 3 −1 1 0

0 0 0 0 0 −1

























6.23.

























1 2 0 −3 −6 0

0 −2 0 0 0 0

0 0 −4 1 0 2

1 0 0 −3 −2 0

1 1 0 −1 −4 0

0 0 −2 1 0 0

























6.24.

























−2 2 0 0 −1 1

0 −3 0 0 0 0

0 0 −3 0 0 0

−1 0 2 −3 1 0

1 2 0 0 −4 1

0 1 1 0 0 −3
























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6.25.

























0 1 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

3 −1 4 0 0 1

0 0 0 1 0 0

−2 1 −2 0 1 −1

−4 0 −4 1 0 −1

























6.26.

























4 −1 0 0 −4 1

0 0 1 0 0 2

0 0 2 0 0 0

0 −1 0 2 −1 1

1 0 0 0 0 0

0 −2 1 0 0 4

























6.27.

























2 0 1 −1 0 1

0 3 0 0 0 0

1 −1 1 2 0 0

2 −1 −3 6 0 0

−1 1 1 −1 3 0

0 0 0 0 0 3

























6.28.

























1 −1 0 0 −4 1

0 −3 1 0 0 2

0 0 −1 0 0 0

0 −1 0 −1 −1 1

1 0 0 0 −3 0

0 −2 1 0 0 1
























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6.29.

























0 2 0 −2 −3 0

0 −2 −1 0 −1 1

0 0 −4 1 0 2

0 0 0 −2 0 0

1 1 0 −1 −4 0

0 0 −2 1 0 0

























6.30.

























−4 0 1 −1 0 1

0 −3 0 0 0 0

1 −1 −5 2 0 0

2 −1 −3 0 0 0

−1 1 1 −1 −3 0

0 0 0 0 0 −3

























В примерах 7.1–7.15 построить жорданов базис и жордано-
ву форму матрицы линейного преобразования ϕ пространства
многочленов с комплексными коэффициентами степени не пре-
восходящих n. Рассмотреть случаи, когда n = 3, 4, 5, 6.

7.1. ϕ(f(x)) = f ′(x);
7.2. ϕ(f(x)) = f ′′(x);
7.3. ϕ(f(x)) = f ′′′(x);
7.4. ϕ(f(x)) = f(x+ 1);
7.5. ϕ(f(x)) = f(x+ 1)− f(x);
7.6. ϕ(f(x)) = f(x+ 1) + f(x− 1);
7.7. ϕ(f(x)) = f(x+ 1)− 2f(x) + f(x− 1);
7.8. ϕ(f(x)) = f(x+ 1)− f(x)− f ′(x);
7.9. ϕ(f(x)) = f(x+ 1) + 3f(x− 1)− f(x− 2);
7.10. ϕ(f(x)) = f(x+ 1)− 3f(x) + 3f(x− 1)− f(x− 2);
7.11. ϕ(f(x)) = f(x+ 2)− 3f(x+ 1)− f(x− 1);
7.12. ϕ(f(x)) = xnf(1/x) + f(x);
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7.13. ϕ(f(x)) = f(1)(x− 1)n + f ′(1)(x− 1)n−1;
7.14. ϕ(f(x)) = (f(2)xn−1 − f(1))(x− 2);

7.15. ϕ(f(x)) =
⌊n/2⌋
∑

i=0
f (i)(1)(x− 1)n−i.

В примерах 8.1–8.30 привести матрицу к фробениусовой
форме методом Данилевского и найти характеристическое урав-
нение этой матрицы.

8.1.















5 1 −1 3

7 2 −1 6

14 4 −3 10

−1 −1 0 −3















8.2.















−3 3 3 −1

−5 6 7 −2

2 −4 −3 2

−7 9 10 −3















8.3.















4 3 −5 −6

−3 −4 9 8

−5 −3 5 7

7 4 −5 −8















8.4.















−3 1 1 3

−9 2 3 6

−10 4 3 10

7 −1 −2 −3















8.5.















6 1 −3 5

10 2 −5 8

5 1 −2 5

−3 −1 2 −3















8.6.















3 −1 −1 −1

−1 7 −2 3

1 3 −2 1

2 −13 3 −6















8.7.















−3 −3 3 6

6 5 −4 −10

2 3 −3 −5

−1 −2 3 4















8.8.















−2 1 3 1

−1 3 −1 −1

−2 −1 7 3

3 2 −13 −6














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8.9.















2 −7 4 −12

−3 2 −5 4

−1 4 −2 7

4 −1 7 −2















8.10.















7 −1 −2 3

−1 3 −1 −1

3 1 −2 1

−13 2 3 −6















8.11.















5 −1 3 1

14 −3 10 4

−1 0 −3 −1

7 −1 6 2















8.12.















−3 9 10 −7

−2 6 7 −5

2 −4 −3 2

−1 3 3 −3















8.13.















5 7 −5 −3

−5 −8 7 4

−5 −6 4 3

9 8 −3 −4















8.14.















3 10 −10 4

−2 −3 7 −1

1 3 −3 1

3 6 −9 2















8.15.















−2 5 5 1

2 −3 −3 −1

−3 5 6 1

−5 8 10 2















8.16.















−1 2 1 1

−3 0 −3 7

5 1 6 −11

2 1 3 −5















8.17.















−3 −5 2 3

3 4 −1 −2

3 6 −3 −3

−4 −10 6 5















8.18.















1 3 −2 −1

6 5 −7 1

3 7 −6 −1

0 6 −3 −2














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8.19.















−2 7 −1 4

7 −2 4 −1

4 −12 2 −7

−5 4 −3 2















8.20.















1 −1 −2 3

0 −2 −3 6

3 −1 −6 7

6 1 −7 5















8.21.















−3 0 −1 −1

10 −3 14 4

3 −1 5 1

6 −1 7 2















8.22.















−3 10 9 −7

2 −3 −4 2

−2 7 6 −5

−1 3 3 −3















8.23.















−8 −5 4 7

7 5 −3 −5

8 9 −4 −3

−6 −5 3 4















8.24.















2 3 −9 6

4 3 −10 10

1 1 −3 3

−1 −2 7 −3















8.25.















−3 −3 2 −1

5 6 −3 1

5 5 −2 1

8 10 −5 2















8.26.















−1 2 1 1

−3 0 7 −3

2 1 −5 3

5 1 −11 6















8.27.















4 3 −2 −1

−5 −3 3 2

−10 −4 5 6

6 3 −3 −3















8.28.















−6 3 7 −1

−2 1 3 −1

−7 6 5 1

−3 0 6 −2















8.29.















−2 −1 7 4

4 2 −5 −3

7 4 −2 −1

−12 −7 4 2















8.30.















−5 1 2 3

7 0 −3 −3

1 2 −1 1

−11 1 5 6














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В примерах 9.1–9.30 вычислить значения функций от мат-
риц.

9.1. lnA, где A =









3 −1 −4

−4 3 8

2 −1 −3









;

9.2. sin
(

π
2A
)

, где A =









−1 3 −3

−1 3 −1

2 −2 4









;

9.3. eA, где A =









−1 −2 5

3 4 −9

1 1 −2









;

9.4. cos
(

π
2A
)

, где A =









4 1 2

9 4 6

−9 −3 −5









;

9.5. arcsinA, где A =









−1 −2 7

4 5 −16

1 1 −3









;

9.6. arccosA, где A =









2 −1 −4

−4 2 8

2 −1 −4









;

9.7. lnA, где A =









−2 3 −3

−1 2 −1

2 −2 3









;
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9.8. sin
(

π
2A
)

, где A =









−1 −2 −2

2 3 2

1 1 2









;

9.9. eA, где A =









1 0 −1

3 4 −15

1 1 −4









;

9.10. cos
(

π
2A
)

, где A =









1 1 1

−8 −5 −4

4 2 1









;

9.11. arcsinA, где A =









2 −8 −5

−1 5 3

3 −13 −8









;

9.12. sin
(

π
4A
)

, где A =









6 −1 −8

−4 2 8

4 −1 −6









;

9.13. arccosA, где A =









1 2 5

−3 −6 −15

1 2 5









;

9.14. cos (πA), где A =









8 −1 −10

−4 2 8

5 −1 −7









;

57



9.15. lnA, где A =









2 −2 −1

−1 3 1

3 −6 −2









;

9.16. sin
(

π
2A
)

, где A =









3 −2 −1

−1 4 1

3 −6 −1









;

9.17. eA, где A =









3 −2 5

1 0 1

−1 1 −2









;

9.18. cos
(

π
2A
)

, где A =









6 −5 5

2 −1 2

−3 3 −2









;

9.19. arcsinA, где A =









5 −8 −14

−1 2 3

3 −4 −8









;

9.20. sin
(

π
4A
)

, где A =









1 3 3

−1 1 −1

−2 −2 −4









;

9.21. arccosA, где A =









5 10 15

−4 −8 −12

1 2 3









;
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9.22. lnA, где A =









4 −2 1

3 −1 1

−3 2 0









;

9.23. sin
(

π
2A
)

, где A =









−4 4 6

−3 4 3

−3 2 5









;

9.24. eA, где A =









2 −2 −3

−2 2 9

1 −1 −3









;

9.25. cos
(

π
2A
)

, где A =









−2 1 1

4 −5 −4

−5 5 4









;

9.26. arcsinA, где A =









−7 2 −5

1 0 1

11 −3 8









;

9.27. cosπA, где A =









−4 −1 2

−4 2 8

−1 −1 −1









;

9.28. arccosA, где A =









−4 1 −2

8 −2 4

12 −3 6









;
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9.29. sin
(

π
4A
)

, где A =









−7 3 −9

−1 1 −1

6 −2 8









;

9.30. cos (πA), где A =









3 3 6

−1 1 −1

−4 −2 −7









.

В примерах 10.1–10.30 преобразование задано матрицей в
некотором ортонормированном базисе. Найти ортонормирован-
ный базис, в котором матрица линейного преобразования имеет
верхнетреугольный вид.

10.1.









17 −5 1

10 5 −1

4 2 5









10.2.









15 −3 0

6 9 −3

0 6 3









10.3.









7 5 −4

2 13 −5

8 −2 7









10.4.









3 1 −1

2 3 −1

4 −2 3









10.5.









5 7 −5

−2 17 −7

4 2 5









10.6.









11 1 −2

10 5 −1

16 −10 11









10.7.









7 5 −4

8 7 −2

20 −14 13









10.8.









1 1 0

0 1 2

4 −6 7








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10.9.









5 −3 2

2 −1 3

0 −2 5









10.10.









11 −5 4

4 −1 8

4 −10 17









10.11.









−1 4 1

−14 11 5

−8 −4 17









10.12.









7 −4 5

−10 7 7

−16 4 13









10.13.









17 −5 1

10 5 −1

4 2 5









10.14.









11 −8 7

−8 5 8

−20 8 11









10.15.









−1 2 0

−4 3 2

0 −4 7









10.16.









1 0 1

0 −1 4

4 −8 9









10.17.









3 −2 2

4 −5 6

8 −12 11









10.18.









1 2 2

−10 7 7

−4 −8 19









10.19.









1 0 1

−2 1 3

0 −4 7









10.20.









3 −2 2

2 −3 5

4 −8 9




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