В брошюре приводятся контрольные вопросы для закрепления основных понятий линейной алгебры, связанных с понятием линейной зависимости.

Используемый ниже термин “система” означает конечную последовательность векторов заранее  выбранного  линейного векторного пространства Е . Естественно  то, что один и тот же вектор может входить в систему более чем один раз . Мы говорим , что система А содержится в системе  В, если каждый вектор, входящий в А, входит также и в В, причем не меньше число раз. Если А и В две системы , то под (А|В) понимаем последовательность векторов, полученную приписыванием последовательности В к А . 

L(A) - множество векторов из Е, каждый из которых представим в виде линейной комбинации векторов из А (линейная оболочка натянутая на систему векторов А).

[А]-система векторов , которая состоит  из тех же векторов, что и система  А , но каждый вектор  входит в [А] ровно один раз.

      rgA - ранг  системы А 

АLВ означает, что каждый вектор системы  А линейно выражается через векторы системы В.

      Система векторов А эквивалентна системе векторов В, если векторы из А линейно выражаются через векторы системы  В и все векторы системы В линейно выражаются через векторы из системы А, (то есть АLB и BLA) . 

      N(A) - число векторов в системе А, причем каждый вектор считается столько раз, сколько он входит в А.   

Подсистема В  системы А называется базой системы А, если она линейно независима и любой вектор из А линейно выражается через систему В.

Вопросы сформулированы в виде утверждений и требуют односложного ответа “да” или ”нет” с последующим обоснованием.  



Верны ли следующие утверждения?



1. Система А линейно зависима тогда и только тогда , когда любой ее  вектор линейно выражается через остальные.



2. Существует система А, в которой любой из векторов линейно выражается через остальные.



3. Если любой вектор A из системы А линейно выражается  через остальные ее векторы , то А линейно зависима.



4. Система А линейно зависима тогда и только тогда, когда она содержит нулевой вектор.



5. Если система А содержит нулевой вектор ,то она линейно зависима. 



6. Если система не содержит нулевой  вектор, то она линейно независима.



7. Если система линейно зависима, то она содержит два пропорциональных друг другу вектора.



8. Если система содержит два пропорциональных друг другу вектора ,то она линейно зависима .



9. Система А линейно зависима тогда и только тогда, когда она содержит два пропорциональных друг другу вектора.



10. Если системы А и В обе линейно зависимы, то приписав одну из них к другой, получим линейно зависимую систему. 



11. Если система А линейно зависима, то для любой системы В, система (А|В) линейно зависима .



12 . Если системы А и В линейно независимы, то система (А|В) линейно независима.



13. Любая подсистема линейно зависимой системы  линейно зависима.



14. В любой линейно зависимой системе существует линейно независимая подсистема.



15. В любой линейно зависимой системе, содержащей по крайней мере один ненулевой вектор, существует линейно независимая подсистема.



16. Любая система, содержащая линейно независимую подсистему, линейно независима .

17. Для любой линейно независимой системы A существует линейно независимая система В такая, что система (А|В) линейно независима.



18. Для любой линейно независимой системы А существует линейно независимая система В такая, что система  (А|В)  линейно  зависима.



19. В любой линейно независимой системе существует линейно независимая подсистема.



20. В любой линейно независимой системе любая подсистема линейно независима. 



21. Система линейно независимая тогда и только тогда, когда любая ее подсистема линейно независимая.



22. Если система  А линейно выражается через систему В, то  rgA� EMBED Equation.2  ��� rgB.



23. Существуют системы  А и В такие, что А линейно выражается  через В и rgA� EMBED Equation.2  ���rgB.



24. Если  rgA� EMBED Equation.2  ��� rgB, то А линейно выражается через В.



25. Если система А эквивалентна системе В, то rgA=rgB.



26. Если rgA=rgB, то А и В эквивалентны.



27. Две системы эквивалентны тогда и только тогда , когда равны их ранги.



28. Система А эквивалентна системе В тогда и только тогда , когда L(A)=L(B).



29. Если система  А включена в систему В, то L(A) включено в L(B).



30. Если L(A) � EMBED Equation.2  ��� L(B), то А� EMBED Equation.2  ��� В.



31. А� EMBED Equation.2  ���В тогда и только тогда, когда L(A)� EMBED Equation.2  ���L(B).� EMBED Equation.2  ���



32. Если А линейно выражается  через В  и В линейно выражается через С, то А линейно выражается через С .



33. Существует такая система А , что удаление из нее любого одного вектора не меняет ранга .



34. Существует  такая линейно зависимая система А, что удаление из нее некоторого вектора не меняет ранга.



35. Существует такая линейно зависимая система, что удаление из нее некоторого вектора не меняет ранга.

36. В любой линейно зависимой системе найдется такой вектор,� EMBED Equation.2  ���что при удалении его из системы, ранг системы не изменится.



37. Существует такая система А , что удаление из нее некоторого вектора не меняет ее ранга. 



38. Для любой линейно независимой системы после удаления любого одного вектора ранг не меняется.



39. В любой линейно независимой системе существует такой вектор A, что при удалении его из системы ранг не меняется.



40. Если вектор  а  не входит в систему  А, то при добавлении а  к системе А ранг ее увеличится на 1 .



41. Если при добавлении вектора а к системе А ранг не меняется , то вектор а уже входит в систему А.



43. Если вектор а линейно выражается через систему А, то при добавлении его к А ранг не изменится .



44. Если вектор а линейно не выражается через систему А, то при добавлении его к  А  ее ранг изменится. 





45. Если число векторов в системе А больше, чем в системе В ,

то rgA>rgB. (При подсчете числа векторов в системе каждый считается столько раз, сколько раз он в нее входит).



46. Существуют системы А и В такие, что  N(A)>N(B), но rgA<rgB.



47. Существуют системы А и В такие, что N([A])>N([B]), но rg A<rgB.



48. Если N([A])>N([B]), то rgA>rgB.



49. Если rgA� EMBED Equation.2  ���rgB, то N([A])� EMBED Equation.2  ���N([B]).



50. Если система А линейно выражается через систему В, то rg(A|B)=rgA.



51. Если система А линейно выражается через систему В, то rg(A|B)=rgB.



52. Для любых двух систем  А и В    rg(A|B)=rgA+rgB.

53. Для любой системы А существует такая система В, что rg(A|B)=rgA+rgB.



54. Существуют системы А и В такие, что rg(A|B)=rgA+rgB.



55. Если система А линейно зависима , то система [A] тоже линейно зависима.



56. Если система [A] линейно зависима, то система А тоже линейно зависима.



57. Если система [A] линейно независима, то А тоже линейно независима.



58. Если система А линейно независима, то [A] тоже линейно независима.



59. Если система А линейно выражается через систему В, то система [A] линейно выражается через [B] .



60. Если система А линейно не выражается через систему  В, то система [A] линейно не выражается через  систему [B] . 



61. Существует линейно зависимая система А такая, что [A] тоже линейно зависима.



62. Существует система, которая линейно выражается через любую другую  систему .



63. Для любой системы А   rgA=rg[A].



64. Если из двух систем А и В хотя бы одна линейно зависима, то система  (А|В) линейно зависима.

65. Если система (А|В) линейно зависимая, то либо А, либо В линейно зависима.



66. Система (А|B) линейно зависима тогда и только тогда. когда линейно зависима система А или система В.



67. Если системы А и В линейно независимы, то система (A|B) линейно зависима.



68. Если из двух систем А и В хотя бы одна линейно зависима, то

система (А|В)  линейно зависима.



69. Если каждый вектор системы А входит в систему В, то В линейно 

выражается  через А.



70. Если каждый вектор системы А входит в систему В, то А линейно 

выражается через В.



71. Если системы А и В линейно выражаются через систему С, то 

система (A|B)  линейно выражается  через С.



72. Если система А линейно выражается через систему В, то какова бы 

ни была система C , система  (A|C)  линейно выражается через систему 

(B|C).

73. Если система A линейно выражается через систему  B, а В через 

систему С, то система (A|B) линейно выражается через систему (B|C).



74. Если система А линейно выражается через систему В, а В через 

систему С, то система (A|B) линейно выражается  через  С.



75. Если система А линейно выражается через систему (B|C)

составленную из двух систем В и С, то  А  линейно выражается через В 

или А линейно выражается  через С.



76. Если система А линейно  выражается через систему В, то  система 

(A|B) линейно зависима.



77. Существуют две системы  А и В  такие, что А линейно  выражается  

через В и  система  (А|В) линейно независима.



78. Если вектор а  линейно  не выражается через систему  А и b - 

вектор такой, что а линейно выражается  через  (A|b), то b линейно 

выражается  через систему (А|a). 



79. Существует система А  такая, что любая другая система В через нее 

 линейно выражается.



80. Если вектор  а линейно выражается  через систему  (A|B), то а 

линейно выражается  через А или а линейно выражается через В.



81. Для любых двух систем А и В  rg(A|B)� EMBED Equation.2  ���rgA+rgB.



82. Существуют системы А и В такие, что rg(A|B)<rgA+rgB 



83. Для любых двух систем  А и В  rg(A|B)� EMBED Equation.2  ���rgA.



84. Для любых двух систем А и В rg(A|B)� EMBED Equation.2  ���max(rgA,rgB) .



85. Существуют системы А и В такие, что rg(A|B)>max(rgA,rgB) .



86. Существуют системы А и В такие, что rg(A|B)=max(rgA,rgB) .



87. Если A подсистема системы В,  А - база в В, то система А

эквивалентна системе В.



88. Если система А база системы В, то L(A)=L(B) .



89. Если система А содержится в системе В, а В в С и А является базой 

в B, то А является базой в С.



90. Если система А содержится в системе В, а В в С и А является базой 

в С , то А является базой в B.



91. Если rgA=rg(A|C), то система  С линейно выражается через А.



92. Если rgA=rg(A|C) и система В является базой в системе А, то В 

является базой в системе (А|С).



93. Если система  В является базой в системе А, то при любой системе 

С система В является базой в системе (A|C).



94. Если В база А , С подсистема системы А, то В база системы (A|C).



95. Если система В является базой в системе А , система С содержится 

в А и число векторов в B равно числу векторов в С, то С является 

базой в системе  А.



96. Если система А содержится в системе В, то существует система С 

такая, что А содержится в С и С является базой в B.



97. Если число векторов в системе А больше ее ранга, то система А 

линейно зависима.



98. Если число векторов в системе А равно ее рангу, то А линейно 

зависима.



99. Если число векторов в системе А равно ее рангу, то А линейно 

независима.



100. Число векторов в системе А равно рангу А тогда и только тогда, 

когда система А линейно независимая.



101.  Если rgA� EMBED Equation.2  ���rgB, то L(A)� EMBED Equation.2  ���L(B).



102. Если  L(A)� EMBED Equation.2  ��� L(B) , то rgA� EMBED Equation.2  ��� rgB.



103. Для любых систем А и В rg� EMBED Equation.2  ���ArgB тогда и только тогда, когда 

L(A)� EMBED Equation.2  ��� L(B).



104. Для любых систем А и В rgA=rgB тогда и только тогда, когда 

L(A)=L(B).



105. Если система А линейно выражается через  систему В, то 

L(A)� EMBED Equation.2  ���L(B).





106. Системы А и В эквивалентны тогда и только тогда, когда 

rgA=rgB=rg(A|B).



107. Если для систем А и В выполнено условие L(A)� EMBED Equation.2  ���L(B), то ALB .



108. Если для систем А и В выполнено условие L(A)� EMBED Equation.2  ���L(B), то ВLА.



109. Существуют системы А и В такие, что L(A)� EMBED Equation.2  ���L(B), но система А 

линейно не выражается через систему В. 



110. Система А линейно выражается через систему В тогда и только 

тогда, когда rgA=rg(A|B).



111. Система А линейно выражается через систему В тогда и только 

тогда, когда rgB=rg(A|B).



112. Если линейно независимые системы А и В эквивалентны, то они 

состоят из одинакового числа векторов.



113. Если системы А и В эквивалентны, то число векторов в системах 

[A]  и [B]  одинаково.
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