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Предисловие

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì (ñïåöèàëüíîñòÿì) ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòè-
êà¿, ¾Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà¿, ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ è
ñîäåðæèò íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ïðèìåðû ðåøåíèÿ
çàäà÷ è óïðàæíåíèÿ ïî òåìàì ¾Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå
ôóíêöèè¿, ¾Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà¿ êóðñà ¾Ãåîìåò-
ðèÿ è àëãåáðà¿. ×àñòü ìàòåðèàëà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííîå èç-
äàíèå ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêè [3].

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ òåìàìè ¾Ëèíåéíûå âåê-
òîðíûå ïðîñòðàíñòâà¿, ¾Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè¿, ¾Ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé¿.

Â ðàçäåëàõ 1, 2 ïîä òåðìèíîì ¾ïðîñòðàíñòâî¿ ïîíèìàåòñÿ êîíå÷-
íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â ðàçäåëå 3 � êîíå÷-
íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ
ìû èíîãäà îáðàùàåìñÿ ê ïðèìåðàì áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Обозначения

R ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
C ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
Fn ëèíåéíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ

âûñîòû n íàä ïîëåì F ;
Fn×m ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n ×m íàä

ïîëåì F ;
R(a, b) ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå [a, b];
V2 ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ ïëîñêîñòè;
V3 ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàäèóñ-âåêòîðîâ ïðîñòðàí-

ñòâà;
F [t] ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F ;
Fn[t] ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F

ñòåïåíè íå áîëüøåé n;
AT ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A;
A ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé âñåõ ýëåìåíòîâ

íà ñîïðÿæåííûå;
dim V ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ;
L(a1, . . . , ak) ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . , ak;
diag(d1, . . . , dn) äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè d1, . . . , dn íà

äèàãîíàëè;
diag(D1, . . . , Dk) áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè

D1, D2, . . . , Dk íà äèàãîíàëè;
E åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ïîðÿäîê ÿñåí èç êîíòåêñòà);
det A îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A;
trA ñëåä ìàòðèöû A (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ);
[x]e ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå e =

{e1, . . . , en}:

[x]e = (x1, . . . , xn)T ⇔ x =
n∑

i=1

xiei;

[e′]e ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e = {e1, . . . , en} ê áàçè-
ñó e′ = {e′1, . . . , e′n}:

[e′]e = (qij) ⇔ e′j =
n∑

i=1

qijei.
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1. Вещественные билинейные функции

1.1. Определения

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë R.

Определение 1. Îòîáðàæåíèå

f : V × V → R, (1)

ñòàâÿùåå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y èç V ÷èñëî f(x, y) èç R, íàçû-
âàåòñÿ билинейной функцией, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z èç V è ëþáûõ
α, β èç R âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

1) f(x + y, z) = f(x, z) + f(y, z),

2) f(αx, y) = αf(x, y),

3) f(x, y + z) = f(x, y) + f(x, z),

4) f(x, βy) = βf(x, y).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ
â ïðîñòðàíñòâå V , ÷åðåç F(V ).

Пример 2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
áèëèíåéíûìè:

1) f(x, y) = x1y1 + . . . + xnyn â Rn;

2) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå f(x, y) = (x, y) = |x||y| cos ϕ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ V2 è V3, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y.

Упражнение 3.

1) Äîêàçàòü, ÷òî f(o, x) = 0 äëÿ ëþáîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f è
ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V .

2) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, . . . xm, y1, . . . yl èç V è ëþáûõ
α1, . . . , αm, β, . . . , βl èç R ñïðàâåäëèâî

f

 m∑
i=1

αixi,
l∑

j=1

βjyj

 =
m∑

i=1

αi

l∑
j=1

βjf(xi, yj).
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3) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A = (aij) ∈ Rn×n îòîáðà-
æåíèå f : Rn ×Rn → R, çàäàííîå ôîðìóëîé

f(x, y) = xTAy =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj ,

ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèé.

4) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè k(t) ∈ R(a, b) îòîáðàæåíèå
f : R(a, b)×R(a, b) → R, çàäàííîå ôîðìóëîé

f(x, y) =

b∫
a

k(t)x(t)y(t)dt,

ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèé.

5) Ïðèâåñòè ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ Rn×Rn → R, íå ÿâëÿþùåãîñÿ
áèëèíåéíîé ôóíêöèåé.

1.2. Матрица билинейной функции

1.2.1. Определение матрицы билинейной функции

Определение 4. Ïóñòü e = {e1, . . . , en} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .
Ìàòðèöó

A = (aij) ∈ Rn×n,

â êîòîðîé

aij = f(ei, ej) (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n),

íàçîâåì матрицей билинейной функции f ∈ F(V ) в базисе e è îáî-
çíà÷èì [f ]e = A.

Пример 5. Îïðåäåëèì â R3 áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ f ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè x = (x1, x2, x3)T, y = (y1, y2, y3)T, òî f(x, y) = x1y1 +
x2y2 + z3y3. Íàéäåì ìàòðèöó ôóíêöèè f â áàçèñå e1 = (1, 1, 0)T,
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e2 = (1, 0, 1)T, e3 = (0, 1, 1)T. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

a11 = f(e1, e1) = 1 · 1 + 1 · 1 + 0 · 0 = 2,
a22 = f(e2, e2) = 1 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1 = 2,
a33 = f(e3, e3) = 0 · 0 + 1 · 1 + 1 · 1 = 2,
a12 = f(e1, e2) = a21 = f(e2, e1) = 1 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1 = 1,
a13 = f(e1, e3) = a31 = f(e3, e1) = 1 · 0 + 1 · 1 + 0 · 1 = 1,
a23 = f(e2, e3) = a32 = f(e3, e2) = 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1 = 1,

îòêóäà

[f ]e =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

1.2.2. Матричное представление билинейной функции

Ïóñòü
[x]e = (x1, . . . xn)T, [y]e = (y1, . . . yn)T,

òîãäà

f(x, y) = f

 n∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

 =
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

yjf(ei, ej),

èëè íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå

f(x, y) = [x]Te [f ]e[y]e. (2)

Пример 6. Íàéäåì â áàçèñå e =
{
1, t, t2

}
ïðîñòðàíñòâà R2[t] ìàò-

ðèöó áèëèíåéíîé ôóíêöèè

f(x, y) =

1∫
0

x(t)y(t)dt.

Èìååì

a11 =
1∫
0

1 · 1dt = 1, a12 = a21 =
1∫
0

1 · tdt = 1/2,

a22 =
1∫
0

t · tdt = 1/3, a13 = a31 =
1∫
0

1 · t2dt = 1/3,

a33 =
1∫
0

t2 · t2dt = 1/5, a23 = a32 =
1∫
0

t · t2dt = 1/4,
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îòêóäà

[f ]e =

 1 1/2
1/3

1/2
1/3

1/4
1/3

1/4
1/5

 .

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó [f ]e, âû÷èñëèì
1∫

0

x(t)y(t)dt,

ãäå x(t) = 1 + t + t2, y(t) = 1 + t + t2. Òàê êàê [x]e = (1, 1, 1)T,
[y]e = (1, 1, 1)T, òî
1∫

0

(1 + t + t2)(1 + t + t2)dt = (1, 1, 1)

 1 1/2
1/3

1/2
1/3

1/4
1/3

1/4
1/5

 1
1
1

 =
37
10

.

Â äàííîì ïðèìåðå îáðàòèì âíèìàíèå íà ñïåöèàëüíûé âèä ìàò-
ðèöû [f ]e. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n ìàòðèöà
ðàññìàòðèâàåìîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè â áàçèñå e = {1, t, . . . , tn} ÿâ-
ëÿåòñÿ матрицей Гильберта, ò. å. ìàòðèöåé âèäà

A = (aij) ∈ R(n+1)×(n+1), ãäå aij =
1

i + j − 1
.

Упражнение. Â áàçèñå e =
{
1, t, t2, t3

}
ïðîñòðàíñòâà R3[t] íàé-

òè ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôóíêöèè

f(x, y) =

1∫
−1

x(t)y(t)dt.

1.2.3. Представление билинейных функций
билинейными формами

Утверждение 7. Пусть e = {e1, . . . , en} — произвольный ба-
зис пространства V , A = (aij) — произвольная матрица из Rn×n.
Функция

f(x, y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj = [x]Te A[y]e (3)

является билинейной, причем A = [f ]e.
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Доказательство. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñâîéñòâ 1�4 óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f � áèëèíåéíàÿ. Êðîìå òîãî, ïî ôîðìóëå (3)
ïîëó÷àåì f(ei, ej) = aij , ñëåäîâàòåëüíî, A = [f ]e. ut

Èòàê, ôîðìóëà (3) çàäàåò îáùèé âèä áèëèíåéíîé ôóíêöèè.
Çàìåòèì, ÷òî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Rn ìàòðèöà

áèëèíåéíîé ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé f(x, y) = xTAy (ñì.
óïðàæíåíèå 3 (3)), åñòü A. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà f(x, y) = xTAy
çàäàåò îáùèé âèä áèëèíåéíîé ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà Rn.

Âûðàæåíèÿ âèäà
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj

íàçûâàþòñÿ билинейными формами. Òàêèì îáðàçîì, â çàäàííîì áà-
çèñå ïðîèçâîëüíàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåò áèëèíåéíóþ ôóíê-
öèè è, íàîáîðîò, ëþáàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé
áèëèíåéíîé ôîðìîé.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäíèõ äâóõ ïóíêòîâ ïðèâî-
äèò íàñ ê ñëåäóþùåìó.

Следствие 8. Пусть e — базис пространства V . Отображе-
ние, ставящее в соответствие всякой билинейной функции f ∈
F(V ) ее матрицу [f ]e, является биекцией из F(V ) в Rn×n.

1.2.4. Связь матриц билинейной функции в разных базисах

Ïóñòü e = {e1, e2, . . . , en} è e′ = {e′1, e′2, . . . , e′n} � äâà áàçèñà ïðî-
ñòðàíñòâà V . Èññëåäóåì, êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè
f ∈ F(V ) ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòîðîìó. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ âåêòîðîâ x, y èç V èìååì

f(x, y) = [x]Te [f ]e[y]e = ([e′]e[x]e′)T[f ]e[e′]e[y]e′ = [x]Te′([e
′]Te [f ]e[e′]e)[y]e′ .

Èç óòâåðæäåíèÿ 7
[f ]e′ = [e′]Te [f ]e[e′]e.

Òàê êàê [e′]e � ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ, òî rank[f ]e′ = rank[f ]e. Òà-
êèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè íå çàâèñèò îò áà-
çèñà è íàçûâàåòñÿ рангом билинейной функции. Îáîçíà÷åíèå: rank f .
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Определение 9. Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ конгруэнтными,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Q, ÷òî B = QTAQ.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû êîíãðóýíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè îäíîé è òîé æå áèëèíåéíîé ôóíêöèè
â ðàçíûõ áàçèñàõ.

Упражнение 10. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè ðå-
ôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

1.3. Синхронные элементарные преобразования

строк и столбцов вещественной матрицы

Ïóñòü Eij � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé ïåðåñòàíîâêîé åå
i-é è j-é ñòðîê; Ei(α) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé óìíîæå-
íèåì i-é ñòðîêè íà ÷èñëî α; Eij(α) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç åäè-
íè÷íîé ïðèáàâëåíèåì ê i-é ñòðîêå j-é, óìíîæåííîé íà α. Ìàòðèöû
Eij , Ei(α), Eij(α) íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè элементарных преобразо-
ваний.

Íàïîìíèì, ÷òî òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñî ñòðî-
êàìè ìàòðèöû A ìîæíî îñóùåñòâèòü äîìíîæàÿ A слева íà ýòè ìàò-
ðèöû:

• óìíîæåíèå íà Eij îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó ñòðîê ñ íîìåðàìè
i è j,

• óìíîæåíèå íà Ei(α) � óìíîæåíèå i-é ñòðîêè íà ÷èñëî α,

• óìíîæåíèå íà Eij(α) � ïðèáàâëåíèå ê i-é ñòðîêå j-é, óìíîæåí-
íîé íà α.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû A ìîæíî
îñóùåñòâèòü óìíîæàÿ A справа íà òå æå ìàòðèöû:

• óìíîæåíèå íà Eij îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ c íîìå-
ðàìè i, j,

• óìíîæåíèå íà Ei(α) � óìíîæåíèå i-ãî ñòîëáöà íà ÷èñëî α,

• óìíîæåíèå íà Eij(α) � ïðèáàâëåíèå ê j-ìó ñòîëáöó i-ãî, óìíî-
æåííîãî íà α.
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Òàê êàê

ET
ij = Eij , Ei(α)T = Ei(α), Eij(α)T = Eji(α),

òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ïàð синхронных ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïåðåâîäèò ìàòðèöó â êîíãðóýíòíóþ åé:

• ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ñ íîìåðàìè i, j âìåñòå ñ ïåðåñòàíîâêîé
ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i, j,

• óìíîæåíèå i-é ñòðîêè íà α, óìíîæåíèå i-ãî ñòîëáöà íà α,

• ïðèáàâëåíèå ê i-é ñòðîêå j-é, óìíîæåííîé íà α, ïðèáàâëåíèå ê
i-ìó ñòîëáöó j-ãî, óìíîæåííîãî íà α.

1.4. Симметричные билинейные функции

Определение 11. Áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ f ∈ F(V ) íàçîâåì сим-
метричной, èëè симметрической, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y èç V

f(x, y) = f(y, x).

Определение 12. Ìàòðèöà A ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿ симметрич-
ной, èëè симметрической, åñëè AT = A.

Упражнение 13. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé:

1. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f � ñèììåòðè÷íàÿ.

2. Â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå e1, . . . , en ìàòðèöà [f ]e ñèììåòðè÷íà.

3. Ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , en, â êîòîðîì ìàòðèöà [f ]e ñèììåò-
ðè÷íà.

Теорема 14 (Лагранж). Любая симметричная матрица A ∈
Rn×n конгруэнтна некоторой диагональной.

Доказательство. Îïèøåì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A =
(aij) ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ñèíõðîííûõ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Âîçìîæíû äâà èñ÷åðïûâàþùèõ ñëó÷àÿ.
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I. a11 6= 0. Âûïîëíèì íàä ìàòðèöåé A ñëåäóþùèå ñèíõðîííûå
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: äëÿ êàæäîãî i ∈ {2, . . . , n} âû-
÷òåì èç i-é ñòðîêè 1-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ai1/a11 , è âû÷òåì
èç i-ãî ñòîëáöà 1-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà a1i/a11 . Î÷åâèäíî,
÷òî ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà A ïåðåéäåò â êîíãðó-
ýíòíóþ åé ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà(

a11 0
0 B(1)

)
, (4)

ïðè÷åì ìàòðèöà B(1) ñèììåòðè÷íà.

II. a11 = 0. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1. ∀i ∈ {2, 3 . . . , n} ai1 = a1i = 0. Ìàòðèöà A óæå èìååò âèä
(4). Â äàííîì ñëó÷àå íèêàêèõ äåéñòâèé ïðîèçâîäèòü íå
íóæíî.

2. ∃k ∈ {2, 3 . . . , n} ak1 = a1k 6= 0. Âûáåðåì òàêîå k.

1) Åñëè akk 6= 0, òî ïåðåñòàâëÿåì ñòðîêè è ñòîëáöû ñ
íîìåðàìè 1 è k è òåì ñàìûì ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ I.

2) Åñëè akk = 0, òî ïðèáàâëÿåì ê 1-îé ñòðîêå k-þ ñòðîêó
è 1-ìó ñòîëáöó k-é ñòîëáåö, òåì ñàìûì ñíîâà ïðèõîäèì
ê ñëó÷àþ I.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõ çäåñü äåéñòâèé ìàòðèöà A ïåðåé-
äåò â êîíãðóýíòíóþ åé ìàòðèöó âèäà (4). Äàëåå äîñòàòî÷íî òå æå
äåéñòâèÿ ïðîâåñòè ñ ìàòðèöåé B(1) è ò. ä. ut

Следствие 15. Любая симметричная матрица A ∈ Rn×n кон-
груэнтна некоторой диагональной матрице с диагональными эле-
ментами 0, ±1.

Доказательство. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A óæå èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä:

A = diag(d1, . . . , dn).

Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, 2, . . . , n}, åñëè di 6= 0, ïîäåëèì i-þ ñòðî÷êó è i-é
ñòîëáåö íà

√
|di|. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäèò â êîíãðó-

ýíòíóþ ìàòðèöó, îáëàäàþùóþ òðåáóåìûì ñâîéñòâàì. ut
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Определение 16. Áàçèñ e1, e2, . . . , en íàçûâàåòñÿ каноническим
äëÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f , åñëè

f(ei, ej) = 0 (i, j = 1, 2, . . . , n; i 6= j),

èíûìè ñëîâàìè, åñëè ìàòðèöà [f ]e, íàçûâàåìàÿ â äàííîì ñëó÷àå ка-
ноническим представлением ôóíêöèè f , äèàãîíàëüíà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áàçèñ e1, . . . , en � êàíîíè÷åñêèé äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîé ôóíêöèè f è [x]e = (x1, . . . , xn)T, [y]e = (y1, . . . , yn)T, òî

f(x, y) =
n∑

j=1

djxjyj ,

ãäå dj = f(ej , ej) (j = 1, . . . , n).

Следствие 17. Для любой симметричной билинейной функции
f существует канонический базис.

Доказательство. Äëÿ ìàòðèöû [f ]e ïîñòðîèì êîíãðóýíòíóþ åé
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó B òàêóþ, ÷òî B = QT[f ]eQ äëÿ íåêîòîðîé
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû Q. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü Q êàê ìàòðèöó
ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó e′, òîãäà [f ]e′ = B, ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ
e′ � êàíîíè÷åñêèé. ut

Определение 18. Áàçèñ e1, e2, . . . , en íàçûâàåòñÿ нормальным äëÿ
ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f , åñëè

f(ei, ej) =
{

0 ïðè i 6= j,
±1 èëè 0 ïðè i = j.

Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà [f ]e íàçûâàåòñÿ нормальным представле-
нием ôóíêöèè f .

Следствие 19. Для любой симметричной билинейной функции
f существует нормальный базис.

Определение 20. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà
∑n

j=1 djxjyj íàçûâàåòñÿ ка-
нонической. Åñëè ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû dj êàíîíè÷åñêîé áèëèíåé-
íîé ôîðìû ðàâíû ±1 èëè 0, òî îíà íàçûâàåòñÿ нормальной.
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Èòàê, áàçèñ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì (ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíûì)
äëÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà â ýòîì áàçèñå ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé (ñîîòâåò-
ñòâåííî íîðìàëüíîé) áèëèíåéíîé ôîðìîé.

Пример 21. Íàéäåì íîðìàëüíûé áàçèñ e′ äëÿ ñèììåòðè÷íîé áè-
ëèíåéíîé ôóíêöèè f , çàäàííîé â áàçèñå e = {e1, e2, e3, e4} ìàòðèöåé

[f ]e =


1 2 3 4
2 4 7 10
3 7 9 12
4 10 12 20

 .

Ïðèïèøåì ê [f ]e ñïðàâà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ñ ïîëó÷åííîé ìàò-
ðèöåé áóäåì äåëàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê îäíîâðåìåííî ñ ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè ñòîëáöîâ.

1 2 3 4 1 0 0 0
2 4 7 10 0 1 0 0
3 7 9 12 0 0 1 0
4 10 12 20 0 0 0 1

 .

Èìååò ìåñòî ñëó÷àé I: a11 6= 0. Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó
ñëó÷àþ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

1 2 3 4 1 0 0 0
0 0 1 2 −2 1 0 0
0 1 0 0 −3 0 1 0
0 2 0 4 −4 0 0 1

→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 2 −2 1 0 0
0 1 0 0 −3 0 1 0
0 2 0 4 −4 0 0 1

 .

Äëÿ ïîäìàòðèöû, ðàñïîëîæåííîé â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè
2, 3, 4 èìååò ìåñòî ñëó÷àé II-2. Ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå òðåòüþ è
òàêîå æå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîäåëàåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè.

1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 1 2 −5 1 1 0
0 1 0 0 −3 0 1 0
0 2 0 4 −4 0 0 1

 .

Òåïåðü äëÿ ïîäìàòðèöû, ðàñïîëîæåííîé â ñòðîêàõ ñî 2-é ïî 4-þ è
â ñòîëáöàõ ñ òåìè æå íîìåðàìè, èìååì ñëó÷àé I. Èç òðåòüåé ñòðîêè
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âû÷òåì âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà 1/2, èç ÷åòâåðòîé âû÷òåì âòîðóþ è
òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîäåëàåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè.

1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 1 2 −5 1 1 0
0 0 −1/2 −1 −1/2

−1/2
1/2 0

0 0 −1 2 1 −1 −1 1

 →

→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 −5 1 1 0
0 0 −1/2 −1 −1/2

−1/2
1/2 0

0 0 −1 2 1 −1 −1 1


Äëÿ ïîäìàòðèöû, ðàñïîëîæåííîé â ñòðîêàõ 3-é è 4-é è â ñòîëáöàõ
ñ òåìè æå íîìåðàìè, èìååì ñëó÷àé I. Èç ÷åòâåðòîé ñòðîêè âû÷òåì
óäâîåííóþ òðåòüþ è òàêîå æå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîäåëàåì ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñòîëáöàìè.

1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 −5 1 1 0
0 0 −1/2 −1 −1/2

−1/2
1/2 0

0 0 0 4 2 0 −2 1

→


1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 −5 1 1 0
0 0 −1/2 0 −1/2

−1/2
1/2 0

0 0 0 4 2 0 −2 1


Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôóíêöèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
çàêîí÷åíî. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê íîðìàëüíîìó âèäó ïîäåëèì
âòîðóþ ñòðî÷êó è âòîðîé ñòîëáåö íà

√
2, òðåòüþ ñòðî÷êó è òðåòèé

ñòîëáåö óìíîæèì íà
√

2, ÷åòâåðòóþ ñòðî÷êó è ÷åòâåðòûé ñòîëáåö
ïîäåëèì íà 2.

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 −5

√
2/2

√
2/2

√
2/2 0

0 0 −1 0 −
√

2/2
−
√

2/2

√
2/2 0

0 0 0 1 1 0 −1 1/2


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Ìàòðèöó ïåðåõîäà ïîëó÷àåì, òðàíñïîíèðóÿ ìàòðèöó, ñòîÿùóþ ñïðà-
âà:

[e′]e =


1 −5

√
2/2

−
√

2/2 1
0

√
2/2

−
√

2/2 0
0

√
2/2

√
2/2 0

0 0 −1 1/2

 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí íîðìàëüíûé áàçèñ

e′1 = e1,

e′2 = − 5
√

2/2 e1 +
√

2/2 e2 +
√

2/2 e3,

e′3 = −
√

2/2 e1 −
√

2/2 e2 +
√

2/2 e3,
e′4 = e1 − e3 + 1/2 e4.

Ïî ìàòðèöå áèëèíåéíîé ôóíêöèè â íàéäåííîì íîðìàëüíîì áàçè-
ñå ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà: f(x, y) =
x1y1+x2y2−x3y3+x4y4, ãäå [x]e′ = (x′1, . . . , x

′
4)

T. [y]e′ = (y′1, . . . , y
′
4)

T.
Ïî ìàòðèöå ïåðåõîäà ê íîðìàëüíîìó áàçèñó îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëû,
ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ e è e′ ñîîòâåò-
ñòâåííî: 

x1 = x′1 − 5
√

2/2 x′2 −
√

2/2 x′3 + x′4,

x2 =
√

2/2 x′2 −
√

2/2 x′3
x3 =

√
2/2 x′2 +

√
2/2 x′3

x4 = − x′3 + 1/2 x′4.

Упражнение. Ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèé âèä è êàíîíè÷åñêèé áà-
çèñ äëÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèè, äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå R2[t], èç
ïðèìåðà 6.

Упражнение. Ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêèé âèä è êàíîíè÷åñêèé áà-
çèñ äëÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèè, äåéñòâóþùåé â ïðîñòðàíñòâå R3[t], èç
ïðèìåðà á/í íà ñòð. 8.

Â ðàçäåëå 1.6 áóäåò îïèñàí äðóãîé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íîð-
ìàëüíîãî áàçèñà áèëèíåéíîé ôóíêöèè (ìåòîä âûäåëåíèÿ ïîëíîãî
êâàäðàòà).

Определение 22. Ìèíîð ∆k, ðàñïîëîæåííûé â ïåðâûõ k ñòðî-
êàõ è ïåðâûõ k ñòîëáöàõ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ угловым ìèíîðîì
ïîðÿäêà k.
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Теорема 23 (Якоби). Пусть матрица A = [f ]e симметричной
билинейной функции ранга r имеет отличные от нуля угловые ми-
норы ∆1, . . . ,∆r (при r < n угловые миноры большего порядка, оче-
видно, равны 0). Тогда существует канонический базис e′1, . . . , e

′
n,

для которого

f(e′i, e
′
i) =

 ∆1, если i = 1,
∆i/∆i−1 , если i = 2, . . . , r,

0, если i = r + 1, . . . , n.

Доказательство. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó øàãîâ,
÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû àëãîðèòì, ïðèâåäåííûé â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû Ëàãðàíæà, íå èçìåíÿåò óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A. Òàê
êàê a11 = ∆1 6= 0, òî íà ïåðâîì øàãå èìååì ñëó÷àé I. Âûïîëíÿåìûå
ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñòðîêà âû÷èòàåòñÿ èç ñòðîê, ðàñïîëîæåí-
íûõ íèæå; ñòîëáåö âû÷èòàåòñÿ èç ñòîëáöîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïðàâåå)
íå èçìåíÿþò óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A. Ïî îêîí÷àíèè ïðåîáðà-
çîâàíèé ïåðâîãî øàãà ìàòðèöà A ïåðåõîäèò â ìàòðèöó âèäà (4), â
êîòîðîé ∆2 = a′11b

′
11 6= 0, îòêóäà b′11 6= 0.

Íà k-ì øàãå (k ≤ r) ìàòðèöà ïðèîáðåòàåò âèä diag(a′11, . . . , a
′
kk, Bk).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè óãëîâûå ìèíîðû ýòîé ìàòðèöû ñîâïà-
äàþò ñ ∆i. Òàê êàê ∆k+1 = a′11 · . . . · a′kk · b′11 6= 0, òî b′11 6= 0 è ñíîâà
èìååì ñëó÷àé I. Âûïîëíÿåìûå ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò
óãëîâûõ ìèíîðîâ.

Ïîñëå r øàãîâ ïîëó÷àåì ìàòðèöó diag(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0), â êîòî-
ðîé ∆i = d1 · . . . · di (i = 1, 2, . . . , r), îòêóäà ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå.

ut

Упражнение 24. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé áèëèíåéíîé ôóíê-
öèè f ðàíãà r íàéäåòñÿ áàçèñ e, òàêîé, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàò-
ðèöû [f ]e ïîðÿäêà íå áîëüøåãî r íå ðàâíû 0.

Теорема 25 (Закон инерции). Нормальное представление сим-
метричной билинейной функции определено однозначно с точно-
стью до перестановок диагональных элементов.

Доказательство. Ïóñòü e1, . . . , en è e′1, . . . , e
′
n � äâà íîðìàëü-

íûõ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V äëÿ ôóíêöèè f , òàêèå, ÷òî

f(x, y) =
t∑

j=1

xjyj −
r∑

j=t+1

xjyj , (5)
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f(x, y) =
t′∑

j=1

x′jy
′
j −

r′∑
j=t′+1

x′jy
′
j , (6)

ãäå
[x]e = (x1, . . . , xn)T, [x]e′ = (x′1, . . . , x

′
n)T,

[y]e = (y1, . . . , yn)T, [y]e′ = (y′1, . . . , y
′
n)T.

Èìååì rank f = r = r′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t > t′. Îáîçíà÷èì

L1 = L(e1, . . . , et), L2 = L(et′+1, . . . , en).

Èìååì

dim(L1 ∩ L2) = dim L1︸ ︷︷ ︸
=t

+dim L2︸ ︷︷ ︸
=n−t′

−dim(L1 + L2)︸ ︷︷ ︸
≤n

≥ t− t′ > 0,

ïîýòîìó íàéäåòñÿ x 6= 0 òàêîé, ÷òî x ∈ L1 ∩ L2. Òàê êàê x ∈ L1, òî
xj = 0 (j = t + 1, . . . , n), ïîýòîìó èç (5) ïîëó÷àåì

f(x, x) =
t∑

j=1

xjxj =
t∑

j=1

x2
j > 0.

Îäíàêî, òàê êàê x ∈ L2, òî x′j = 0 (j = 1, . . . , t′), ïîýòîìó èç (6)
ïîëó÷àåì

f(x, x) = −
r∑

j=t′+1

x′jx
′
j = −

r∑
j=t′+1

x′j
2 ≤ 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ut

Определение 26. Положительным индексом s+(f) (ñîîòâåòñ-
òâåííî отрицательным индексом s−(f)) ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé
ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (ñîîòâåòñòâåííî îòðè-
öàòåëüíûõ) äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Сигна-
турой ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà σ(f) = s+(f)− s−(f).

Замечание 27. Èç òåîðåìû èíåðöèè ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæèòåëü-
íûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàòó-
ðà, åñòü âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò áàçèñà.
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1.5. Знакоопределенные симметричные функции

Определение 28. Ïóñòü f � ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ положительно определенной (îáîçíà÷å-
íèå f > 0), åñëè äëÿ ëþáîãî x 6= 0 âûïîëíåíî f(x, x) > 0.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ отрицательно определенной (îáîçíà÷åíèå
f < 0), åñëè äëÿ ëþáîãî x 6= 0 âûïîëíåíî f(x, x) < 0.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ неотрицательно определенной (îáîçíà÷å-
íèå f ≥ 0), åñëè äëÿ ëþáîãî x âûïîëíåíî f(x, x) ≥ 0.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ неположительно определенной (îáîçíà-
÷åíèå f ≤ 0), åñëè äëÿ ëþáîãî x âûïîëíåíî f(x, x) ≤ 0.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ f íàçûâàåòñÿ знакопеременной.

Упражнение 29. Ïóñòü f ∈ F(V ), dim V = n. Äîêàæèòå ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:

f > 0 ⇔ s+(f) = n, f ≥ 0 ⇔ s−(f) = 0,
f < 0 ⇔ s−(f) = n, f ≤ 0 ⇔ s+(f) = 0.

Упражнение 30. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè íåîáõîäèìà, íî íå äîñòà-
òî÷íà ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ åå ìàòðèöû â
ëþáîì áàçèñå.

Теорема 31 (Критерий Сильвестра). Следующие три усло-
вия эквивалентны:

1) билинейная функция f положительно определена;

2) для любого базиса e1, . . . , en все угловые миноры матрицы [f ]e
положительны;

3) cуществует базис e1, . . . , en, в котором все угловые миноры
матрицы [f ]e положительны.

Доказательство. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 1) ⇒ 2). Ïóñòü f > 0,
òîãäà â ëþáîì áàçèñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ýòîé ôóíê-
öèè ïîëîæèòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âðåìÿ ïðèâåäåíèÿ àëãîðèò-
ìîì, îïèñàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ëàãðàíæà, ìàòðèöû ê
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êàíîíè÷åñêîìó âèäó íèêîãäà íå âîçíèêàåò ñëó÷àÿ II, ïîýòîìó óãëî-
âûå ìèíîðû ∆i íå èçìåíÿþòñÿ. Îäíàêî ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäå-
íèþ ∆i = d1 · . . . · di > 0.

Èìïëèêàöèÿ 2) ⇒ 3) òðèâèàëüíà, à èìïëèêàöèÿ 3) ⇒ 1) íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû ßêîáè. ut

Определение 32. ÏóñòüA� ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à e� íåêî-
òîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà. Ïî ìàòðèöå A îïðåäåëèì áèëèíåéíóþ
ôóíêöèþ f , òàêóþ, ÷òî A = [f ]e. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ôóíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îòðèöàòåëüíî, íåïîëîæèòåëüíî è
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, à òàêæå åå
ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñîâ è ñèãíàòóðû. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáðàííîãî áàçèñà e.

Упражнение. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A = (aij) ∈ Rn×n èìååò
диагональное преобладание, åñëè aii > |ai1|+ . . . + |ai,i−1|+ |ai,i+1|+
. . . + |ain|. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì
ïðåîáëàäàíèåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Указание: Âîñïîëüçî-
âàòüñÿ íåðàâåíñòâîì 2|aij | · |xi| · |xj | ≤ |aij | · x2

i + |aij | · x2
j .

Упражнение 33. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû f < 0, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (−1)i∆i > 0 (i = 1, 2, . . . , n).

Упражнение 34. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû f ≥ 0, íåîá-
õîäèìî, íî íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆i ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n). Àíàëîãè÷-
íî, äëÿ f ≤ 0 íåîáõîäèìî, íî íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (−1)i∆i ≥ 0
(i = 1, 2, . . . , n).

Упражнение 35. Ìèíîð ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ диагональным
(èëè главным), åñëè â íåì ñ êàæäîé ñòðîêîé ó÷àñòâóåò ñòîëáåö ìàò-
ðèöû A ñ òàêèì æå íîìåðîì. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû f ≥ 0,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû [f ]e
áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû f ≤ 0, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå ìèíîðû ÷åòíîãî ïîðÿäêà
ìàòðèöû [f ]e áûëè íåîòðèöàòåëüíû. à âñå ãëàâíûå ìèíîðû íå÷åòíî-
ãî ïîðÿäêà � íåïîëîæèòåëüíû.

Упражнение. Äîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíûå ôóíêöèè èç óïðàæíå-
íèé 5, 6 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè.
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Упражнение. Äîêàçàòü, ÷òî â ëèíåéíîé ïðîñòðàíñòâåRn×n îòîá-
ðàæåíèå f(X, Y ) = tr(XTY ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Упражнение. Äîêàçàòü, ÷òî â ëèíåéíîé ïðîñòðàíñòâåRn×n îòîá-
ðàæåíèå f(X, Y ) = trX2 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíê-
öèåé. Íàéòè åå ðàíã è ñèãíàòóðó. Ответ: n2 è n.

Упражнение 36 (Разложение Холецкого). Ïóñòü A = (aij)
� ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü,
÷òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, òàêàÿ, ÷òî

A = LLT. (7)

Ðàçëîæåíèå (7) íàçûâàåòñÿ разложением Холецкого, èëè треуголь-
ным разложением ìàòðèöû A.

Ïóñòü âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû A íå ðàâíû íóëþ. Äîêàçàòü,
÷òî òîãäà íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ
åäèíè÷íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
D, òàêèå, ÷òî

A = LDLT. (8)

Ðàçëîæåíèå (8) íàçûâàåòñÿ LDLT-разложением ìàòðèöû A.

Упражнение. Ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû L = (`ij) â ðàç-
ëîæåíèè (7) ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñëåäîâàòåëüíî â ïîðÿäêå

`11, `21, . . . , `n1, `22, `32, . . . , `n2, `33, . . . , `nn

ïî ôîðìóëàì:

`jj =

√√√√ajj −
j−1∑
k=1

`2jk, `ij =
aij −

j−1∑
k=1

`ik`jk

`jj
(i > j).

Äàëåå ïîêàçàòü, ÷òî

max
i, j

|`ij | ≤ max
i

√
aii.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî íåïðîèñõî-
äèò (â óêàçàííîì ñìûñëå) ðîñòà ýëåìåòîâ.
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Упражнение (Метод квадратных корней). Ïóñòü A � ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èç Rn×n, à b �
ñòîëáåö âûñîòû n. Åñëè ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî A = LLT èçâåñòíî,
òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ax = b äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïîñëåäîâàòåëüíî
äâå òðåóãîëüíûå ñèñòåìû Ly = b è LTx = y. Íà ýòîé îñíîâå ïðåä-
ëîæèòü ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé (метод квадратных корней). Ñðàâíèòü ñóì-
ìàðíîå ÷èñëî àðèìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ýòîì ìåòîäå ñ ÷èñëîì àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ â ìåòîäå Ãàóññà. Ответ: Ìåòîä
Ãàóññà òðåáóåò (2/3)n3 + O(n2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, â òî âðå-
ìÿ êàê ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé � (1/3)n3+O(n2) àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé ïðèìåðíî âäâîå
ýêîíîìè÷íåå ìåòîäà Ãàóññà.

1.6. Квадратичные вещественные функции

Определение 37. Ïóñòü f ∈ F(V ), òîãäà ôóíêöèÿ g : V → R,
îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì g(x) = f(x, x), íàçûâàåòñÿ квадратичной.

Пример 38. Ôóíêöèÿ g(x) = x2
1−2x1x2+2x2

2 â R2 ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòè÷íîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 +
2x2y2 � áèëèíåéíàÿ è g(x) = f(x, x). Çàìåòèì, ÷òî ïî êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé áèëèíåéíàÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ íåîä-
íîçíà÷íî. Íàïðèìåð, ôóíêöèè g ñîîòâåòñòâóåò òàêæå áèëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ f1(x, y) = x1y1 − 2x1y2 + 2x2y2 è áåñêîíå÷íî ìíîãî äðóãèõ.

Утверждение 39. Пусть g — квадратичная функция, тогда би-
линейная симметричная функция f , для которой g(x) = f(x, x),
существует и единственна.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f
ñ óêàçàííûìè â óòâåðæäåíèè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì åå
единственность. Èìååì

g(x + y) = f(x + y, x + y) = f(x, x) + 2f(x, y) + f(y, y),
g(x− y) = f(x− y, x− y) = f(x, x)− 2f(x, y) + f(y, y).

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîëó÷àåì

f(x, y) =
1
4
(
g(x + y)− g(x− y)

)
. (9)
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Òàêèì îáðàçîì, f ïî g âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Существование. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f , îïðåäåëÿåìàÿ ôîð-
ìóëîé (9), ñèììåòðè÷íà è g(x) = f(x, x). ut

Â ñèëó äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ íà êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè ïå-
ðåíîñÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû òåîðèè ñèììåòðè÷íûõ
áèëèíåéíûõ ôóíêöèé. Òàê, матрицей квадратичной функции íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè. Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ канонического è нормального áàçèñà, знако-
постоянной è знакопеременной êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, ïåðåíîñÿòñÿ
òåîðåìà ßêîáè, çàêîí èíåðöèè è êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

Ïóñòü e = {e1, . . . , en} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .
Åñëè A = (aij) ∈ Rn×n, AT = A, òî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

g(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = [x]Te A[x]e (10)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé, ïðè÷åì A = [f ]e. Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìóëà (10) çàäàåò îáùèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Âûðàæå-
íèÿ âèäà

∑n
i=1

∑n
j=1 aijxixj íàçûâàþòñÿ квадратичными формами.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
∑n

j=1 djx
2
j íàçûâàåòñÿ канонической. Åñëè êî-

ýôôèöèåíòû dj êàíîíè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâíû ±1 èëè
0, òî îíà íàçûâàåòñÿ нормальной.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûì â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû Ëàãðàíæà. Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì ìå-
òîäîì, íàçûâàåìûì методом выделения полного квадрата. Îáúÿñ-
íèì åãî íà äâóõ ïðèìåðàõ.

Пример 40. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

g(x) = x2
1 + 2x2

2 + 6x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3,

êîòîðóþ ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) = x2
1 + 2x2

2 + 6x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3

= (x1 + x2 + 2x3)2 + x2
2 − 2x2x3 + 2x2

3

= (x1 + x2 + 2x3)2 + (x2 − x3)2 + x2
3

= x′1
2 + x′2

2 + x′3
2
.
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ãäå  x′1
x′2
x′3

 = Q ·

 x1

x2

x3

 , Q =

 1 1 2
0 1 −1
0 0 1

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Q íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü
[e′]e = Q−1. Áàçèñ e′ � íîðìàëüíûé.

Пример 41. Ôîðìà g(x) = x1x2 + x1x3 + x2x3 íå ñîäåðæèò íè
îäíîãî êâàäðàòà x2

j , ïîýòîìó ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó x1 = x′1 + x′2,
x2 = x′1 − x′2,
x3 = x′3.

(11)

Òîãäà ïîëó÷èì g(x) = x′1
2 − x′2

2 + 2x′1x
′
3 Òåïåðü ìîæíî âûäåëèòü

ïîëíûé êâàäðàò: g(x) = (x′1 + x′3)
2 − x′2

2 − x′3
2 = x′′1

2 − x′′2
2 − x′′3

2
, ãäå x′′1 = x′1 + x′3,

x′′2 = x′2,
x′′3 = x′3.

(12)

Îáúåäèíÿÿ (11) è (12), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå
ñòàðûå xj è íîâûå x′′j êîîðäèíàòû: x1 = x′′1 + x′′2 − x′′3 ,

x2 = x′′1 − x′′2 − x′′3 ,
x3 = x′′3 ,

ïî êîòîðûì ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà.

Î÷åâèäíî, ìåòîä âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà ìîæíî ïðèìåíÿòü
òàêæå äëÿ íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî (èëè íîðìàëüíîãî) áàçèñà би-
линейных ôóíêöèé.

2. Евклидовы пространства

2.1. Основные определения

Определение 42. Ëèíåéíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V íà-
çûâàåòñÿ евклидовым, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå V × V → R, ñòà-
âÿùåå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ V ÷èñëî (x, y) ∈ R, íàçûâàåìîå
скалярным произведением, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. (x, y) = (y, x),

2. (x + y, z) = (x, z) + (y, z),

3. (αx, y) = α(x, y),

4. x 6= 0 ⇒ (x, x) > 0

äëÿ ëþáûõ x, y, z èç V è α èç R. Ñâîéñòâà 1)�4) íàçûâàþòñÿ аксио-
мами евклидова пространства.

Утверждение 43. Скалярное произведение в евклидовом прос-
транстве есть положительно определенная симметричная били-
нейная функция. И наоборот, любую положительно определенную
симметричную функцию можно выбрать в качестве скалярного
произведения.

Доказательство. Àêñèîìû 2, 3 îçíà÷àþò ëèíåéíîñòü ïî ïåð-
âîìó àðãóìåíòó. Äàëåå,

(x, y + z)
= (y + z, x) (ïî àêñèîìå 1)
= (y, x) + (z, x) (ïî àêñèîìå 2)
= (x, y) + (x, z) (ïî àêñèîìå 1)

äëÿ ëþáûõ x, y, z èç V . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(x, αy) = α(x, y)

äëÿ ëþáûõ x, y, èç V è α èç R. Èòàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y)
ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé. Ïî àêñèîìå 1 ýòà ôóíêöèÿ ñèììåò-
ðè÷íàÿ è ïî àêñèîìå 4 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.

Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà. ut

Пример 44. Ñëåäóþùèå áèëèíåéíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî
âûáðàòü â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y) = |x||y| cos ϕ â ïðîñòðàíñòâàõ
V2,V3;
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2. â ïðîñòðàíñòâå Rn:

(x, y) =
n∑

j=1

xjyj , ãäå x =

 x1

...
xn

 , y =

 y1

...
yn

 ;

3. â ïðîñòðàíñòâå R(a, b) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îò-
ðåçêå [a, b]

(f, g) =

b∫
a

f(t)g(t) dt.

Ïðèâåäåííûå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü стандартными скалярными
произведениями â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2.2. Матрица Грама

Определение 45. Матрицей Грама, ïîñòðîåííîé ïî ñèñòåìå âåê-
òîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

Γ(a1, . . . , ak) =


(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, ak)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, ak)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak, a1) (ak, a2) . . . (ak, ak)

 .

Пример 46. Ïóñòü A ∈ Rn×k. Ðàññìîòðèì ñòîëáöû a1, . . . , ak

ìàòðèöû A êàê ñèñòåìó âåêòîðîâ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Γ(a1, . . . , ak) = ATA.

Åñëè e = {e1, . . . , en} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, òî Γe = Γ(e1, . . . , en)
� ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè f(x, y) = (x, y), çàïèñàííàÿ â ýòîì
áàçèñå. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Утверждение 47. (Выражение скалярного произведения
через координаты векторов.)

(x, y) = [x]Te Γe[y]e.
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Утверждение 48 (Свойство определителя Грама).

1) Если система векторов a1, . . . , ak линейно независима, то

det Γ(a1, . . . , ak) > 0.

2) Если система векторов a1, . . . , ak линейно зависима, то

det Γ(a1, . . . , ak) = 0.

Доказательство. 1) Äîïîëíèì ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó
âåêòîðîâ a1, . . . , ak äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V. Ïî êðèòåðèþ Ñèëüâå-
ñòðà k-é óãëîâîé ìèíîð ∆k = det Γ(a1, . . . , ak) ìàòðèöû áèëèíåéíîé
ôóíêöèè f(x, y) = (x, y) â ýòîì áàçèñå ïîëîæèòåëåí.

2) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà a1, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñè-
ìà, òîãäà íàéäóòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà α1, . . . , αk, íå ðàâíûå íóëþ
îäíîâðåìåííî, òàêèå, ÷òî

k∑
j=1

αjaj = 0. (13)

Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî ñïðàâà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (13) íà ai (i = 1, . . . , k),
ïîëó÷àåì

α1(a1, a1) + α1(a2, a1) + . . . + α1(ak, a1) = 0,
α2(a1, a2) + α2(a2, a2) + . . . + α2(ak, a2) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αk(a1, ak) + αk(a2, ak) + . . . + αk(ak, ak) = 0.

(14)

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà (14) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ α1, . . . , αk. Ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå,
ñëåäîâàòåëüíî, åå îïðåäåëèòåëü det Γ(a1, . . . , ak) ðàâåí íóëþ. ut

Определение 49. Âåëè÷èíà |x| =
√

(x, x) íàçûâàåòñÿ длиной
èëè нормой âåêòîðà x.

×àñòî äëÿ íîðì âåêòîðîâ èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå ‖x‖. Èç 4-îé
àêñèîìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |x| = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x = 0.
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Утверждение 50 (Неравенство Коши–Буняковского). Для
любых векторов a, b евклидова пространства V выполнено неравен-
ство

|(a, b)| ≤ |a| · |b|,

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда век-
торы a и b линейно зависимы.

Доказательство. Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ Ãðàìà (óòâåðæäå-
íèå 48) äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ a, b

0 ≤ Γ(a, b) =
∣∣∣∣ (a, a) (a, b)

(b, a) (b, b)

∣∣∣∣ = (a, a)(b, b)−(a, b)(b, a) = |a|2|b|2−(a, b)2,

îòêóäà (a, b)2 ≤ |a|2|b|2. Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷à-
ñòåé íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó |(a, b)| ≤ |a| · |b|, ïðè÷åì
ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a, b ëèíåéíî çàâè-
ñèìû. ut

Пример 51. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî â ïðî-
ñòðàíñòâàõ V2, V3, Rn, R(a, b), ñ ââåäåííûìè â íèõ ñòàíäàðòíûìè
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè:

1. |(a, b)| ≤ |a||b| â ïðîñòðàíñòâàõ V2, V3 ñëåäóåò òàêæå èç îïðå-
äåëåíèÿ (a, b) = |a||b| cos ϕ;

2. â ïðîñòðàíñòâå Rn: n∑
j=1

xjyj

2

≤
n∑

j=1

x2
j

n∑
j=1

y2
j ;

3. â ïðîñòðàíñòâå R(a, b): b∫
a

f(t)g(t) dt

2

≤
b∫

a

f2(t) dt

b∫
a

g2(t) dt.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùåå
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Определение 52. Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè a, b íàçûâàåòñÿ âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî

ϕ = arccos
(a, b)
|a||b|

.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîíÿòèåì óãëà â ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ V2, V3.

Утверждение 53 (Неравенство треугольника). Для любых
векторов a, b евклидова пространства V выполнено неравенство

|a + b| ≤ |a|+ |b|. (15)

Доказательство. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç öåïî÷êè
ñîîòíîøåíèé:

|a + b|2
= (a + b, a + b)
= (a, a) + 2(a, b) + (b, b)
≤ |a|2 + 2|(a, b)|+ |b|2 òàê êàê (a, b) ≤ |(a, b)|
≤ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2 òàê êàê |(a, b)| ≤ |a||b|
= (|a|+ |b|)2.

ut

Упражнение 54. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ íåðà-
âåíñòâó òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâàõ V2, V3.

Упражнение 55. Äîêàæèòå, ÷òî (15) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-
ñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = αb èëè b = αa äëÿ íåêîòî-
ðîãî α ≥ 0 (â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ V2 è V3 âåêòîðû a è b
êîëëèíåàðíû è ñîíîïðàâëåíû).

Упражнение. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà íîðìû âåêòîðà.
Ïóñòü a, b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V , α �
ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òîãäà

1) |αa| = |α| · |a|;

2)
∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a− b|;

1) |a + b|2 + |a− b|2 = 2(|a|2 + |b|2) (равенство параллелограмма �
äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòðïðåòàöèþ).
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2.3. Ортогональность

Определение 56. Âåêòîðû a, b íàçûâàþòñÿ ортогональными (â
ïðîñòðàíñòâàõ V2 è V3 � перпендикулярными), åñëè (a, b) = 0. Îáî-
çíà÷åíèå: a⊥b.

Определение 57. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ орто-
гональной, åñëè ai⊥aj ïðè i 6= j, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ортонормированной, åñ-
ëè

(ai, aj) =
{

0 ïðè i 6= j (ò. å. ai⊥aj),
1 ïðè i = j (ò. å. |ai| = 1).

Утверждение 58 (Теорема Пифагора). Если a⊥b, то

|a + b|2 = |a|2 + |b|2.

Доказательство. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøå-
íèé:

|a + b|2 = (a + b, a + b) = (a, a) + (a, b)︸ ︷︷ ︸
0

+(b, a)︸ ︷︷ ︸
0

+(b, b) = |a|2 + |b|2.

ut

Упражнение 59 (Теорема, обратная к теореме Пифагора).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |a + b|2 = |a|2 + |b|2, òî a⊥b.

Упражнение 60 (Обобщение теоремы Пифагора). Äîêàæèòå,
÷òî åñëè ñèñòåìà a1, . . . , ak îðòîãîíàëüíà, òî

|a1 + . . . + ak|2 = |a1|2 + . . . + |ak|2.

Утверждение 61. Ортогональная система ненулевых векторов
линейно независима. Ортонормированная система линейно незави-
сима.

Доказательство. Î÷åâèäíî, ìàòðèöà Ãðàìà îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìû íåíóëåâûõ âåêòîðîâ � äèàãîíàëüíàÿ ñ íåíóëåâûìè äèàãîíàëü-
íûìè ýëåìåíòàìè. Ìàòðèöà Ãðàìà îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû åäè-
íè÷íàÿ. Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ Ãðàìà (óòâåðæäåíèå 48) â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. ut
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2.4. Ортогональный и ортонормированный базисы

Определение 62. Áàçèñ e = {e1, . . . , en} íàçûâàåòñÿ ортогональ-
ным (ортонормированным), åñëè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðòîãîíàëü-
íóþ (ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîðìèðîâàííóþ) ñèñòåìó.

Замечание 63. Â îðòîãîíàëüíîì áàçèñå ìàòðèöà Ãðàìà äèàãî-
íàëüíàÿ:

Γe = diag(d1, . . . , dn),

ïîýòîìó, åñëè [x]e = (x1, . . . , xn)T, [y]e = (y1, . . . , yn)T, òî

(x, y) = [x]Te Γe[y]e = d1x1y1 + . . . + dnxnyn.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà Ãðàìà åäèíè÷íàÿ, ïîýòîìó

(x, y) = x1y1 + . . . + xnyn.

Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì, ÷òî â ëþáîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíûé è, ñëåäîâàòåëüíî, îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñû. Íèæå ìû îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííîãî áàçèñà ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà.

Утверждение 64. Пусть e1, . . . , en — ортогональный базис и
a = α1e1 + . . . + αnen, тогда

αj =
(a, ej)
(ej , ej)

. (16)

Доказательство. Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî ñïðàâà ðàâåíñòâî

a = α1e1 + . . . + αnen

íà ej (j = 1, . . . , n), ïîëó÷àåì (a, ej) = α1(e1, ej) + . . . + αn(en, ej).
Òàê êàê áàçèñ îðòîãîíàëüíûé, òî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
îñòàíåòñÿ òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå (ej , ej), îòêóäà è ñëåäóþò
äîêàçûâàåìûå ôîðìóëû. ut

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
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Утверждение 65. Пусть e1, . . . , en — ортонормированный ба-
зис и a = α1e1 + . . . + αnen, тогда αj = (a, ej).

Пример 66. Â ïðîñòðàíñòâàõ V2, V3 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçè-
ñå e1, . . . , en (n = 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî) ðàâíà (x, ej) = |x| cos ϕ, ãäå ϕ
� óãîë ìåæäó âåêòîðîì x è ej .

Пример 67. Â òðåõìåðíîì ëèíåéíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå
V îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê, ÷òîáû ñèñòåìà âåêòîðîâ
a = {a1, a2, a3}, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòíûìè ñòîëáöàìè â áàçè-
ñå e = {e1, e2, e3}:

[a1]e =

 1
−1
−1

 , [a2]e =

 −1
1

−1

 , [a3]e =

 −1
−1

1

 ,

ñòàëà îðòîíîðìèðîâàííîé.
Òàê êàê ñèñòåìà a ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî îíà îáðàçóåò áàçèñ

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàïðèìåð, â áàçè-
ñå a ìàòðèöà Ãðàìà Γa � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì, ðå-
øåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. ×òîáû íàéòè ìàòðèöó Ãðà-
ìà â èñõîäíîì áàçèñå e âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì Γa = ATΓeA,
ãäå

A = [a]e =

 1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

 ,

îòêóäà

Γe = (A ·AT)−1 =
1
4

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Упражнение. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íåíó-
ëåâûõ âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòî-
ãîíàëüíîãî áàçèñà.

Пример. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R4 ââåäåíî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû a1 = (1, 1, 1, 1)T, a2 =

32



(1,−1, 1,−1)T îðòîãîíàëüíû. Äîïîëíèì ñèñòåìó a1, a2 äî îðòîãî-
íàëüíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R4. Âåêòîð a3 = (x1, x2, x3, x4)T îïðå-
äåëèì èç óñëîâèé (a1, a3) = 0, (a2, a3) = 0. Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé: {

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
x1 − x2 + x3 − x4 = 0.

Â êà÷åñòâå a3 âîçüìåì ëþáîå íåíóëåâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîé ñè-
ñòåìû, íàïðèìåð, a3 = (1, 1,−1,−1)T. Âåêòîð a4 = (x1, x2, x3, x4)T

îïðåäåëèì èç óñëîâèé (a1, a4) = 0, (a2, a4) = 0, (a3, a4) = 0. Ïðèõî-
äèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé: x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 − x2 + x3 − x4 = 0,
x1 + x2 − x3 − x4 = 0.

Â êà÷åñòâå a4 âîçüìåì ëþáîå íåíóëåâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòå-
ìû, íàïðèìåð, a4 = (1,−1,−1, 1)T. Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà a1, a2, a3, a4

îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R4.

Упражнение. Ñèñòåìó âåêòîðîâ(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)T

,

(
1√
2
, 0, − 1√

2

)T

äîïîëíèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R3. Íàéòè
âñå ñïîñîáû, êàêèìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ñòàíäàðòíîå.

2.5. Изоморфизм евклидовых пространств

Ïóñòü V , V ′ � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F . Íàïîì-
íèì, ÷òî изоморфизмом линейных пространств íàçûâàåòñÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ : V → V ′, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîìó âåêòîðó x ∈ V âåêòîð ϕx ∈ V ′, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
x, y èç V è ëþáîãî ñêàëÿðà α èç F âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1. ϕ(x + y) = ϕx + ϕy,

2. ϕ(αx) = α(ϕx).
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Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà V è V ′ íàçûâàþòñÿ изоморфными, åñëè ñó-
ùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : V → V ′.

Упражнение 68. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Упражнение 69. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà V è V ′,
çàäàííûå íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F , èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà dim V = dim V ′.

Определение 70. Ïóñòü V è V ′ � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ : V → V ′ íàçûâàåòñÿ изоморфиз-
мом евклидовых пространств, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y èç V è
ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1. ϕ(x + y) = ϕx + ϕy,

2. ϕ(αx) = α(ϕx),

3. (ϕx, ϕy) = (x, y).

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà V è V ′ íàçûâàþòñÿ изоморфными, åñëè ñó-
ùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : V → V ′.

Упражнение 71. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå èçîìîðôíîñòè åâêëè-
äîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Теорема 72. Евклидовы пространства V и V ′ изоморфны тогда
и только тогда, когда dim V = dim V ′.

Доказательство. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îòíîøå-
íèÿ èçîìîðôíîñòè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äî-
ñòàòî÷íîñòè ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî V
èçîìîðôíî àðèôìåòè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Rn ñî ñòàíäàðòíûì ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, äàëåå íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òðàíçè-
òèâíîñòüþ îòíîøåíèÿ èçîìîðôíîñòè. Âûáåðåì â V ïðîèçâîëüíûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en è îïðåäåëèì èçîìîðôèçì ϕ ïî
ïðàâèëó: ϕx = [x]e. Òîãäà

(ϕx, ϕy) =
n∑

j=1

xjyj = (x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 3) èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà åâêëèäî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå âûïîëíåíî. ut
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2.6. Ортогональные матрицы

Определение 73. Ìàòðèöà A ∈ Rn×n íàçûâàåòñÿ ортогональ-
ной, åñëè AT = A−1, ò. å. AAT = ATA = E.

Упражнение 74. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîêè (ñòîëáöû) îðòîãîíàëü-
íîé ìàòðèöû A ∈ Rn×n, ðàññìàòðèâàåìûå êàê âåêòîðû àðèôìåòè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó.

Упражнение. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàò-
ðèöû ïî ìîäóëþ ðàâåí 1.

Утверждение 75. Пусть e = {e1, e2, . . . , en} — ортонормиро-
ванный базис евклидова пространства V . Для того чтобы система
векторов e′ = {e′1, e′2, . . . , e′n} также образовывала ортонормирован-
ный базис необходимо и достаточно, чтобы матрица перехода [e′]e
была бы ортогональной.

Доказательство. Òàê êàê áàçèñ e � îðòîíîðìèðîâàííûé, òî
(e′i, e

′
j) = [e′i]

T
e [e′j ]e. Ïîýòîìó áàçèñ e′ � îðòîíîðìèðîâàííûé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

[e′i]
T
e [e′j ]e =

{
1, åñëè i = j;
0, åñëè i 6= j.

(17)

Óñëîâèå (17) ýêâèâàëåíòíî îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû [e′]e. ut

2.7. Ортогональные суммы и ортогональные дополнения

Определение 76. Ìíîæåñòâà S è T âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà V íàçûâàþòñÿ ортогональными, åñëè (a, b) = 0 äëÿ ëþáûõ
a ∈ S, b ∈ T . Îáîçíà÷åíèå: S⊥T .

Óñëîâèå {a}⊥T áóäåì çàïèñûâàòü a⊥T .

Утверждение 77. Для того, чтобы a⊥L(a1, . . . , ak), необходи-
мо и достаточно выполнения условий a⊥ai для любого i ∈ {1, . . . , k}.
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Доказательство. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷-
íîñòü. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç L(a1, . . . , ak). Ðàññìîòðèì
åãî ðàçëîæåíèå ïî âåêòîðàì a1, . . . , ak:

x = x1a1 + . . . + xkak,

îòêóäà ïîëó÷àåì

(x, a) = x1 (a1, a)︸ ︷︷ ︸
0

+ . . . + xk (ak, a)︸ ︷︷ ︸
0

= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, x⊥a. ut

Определение 78. Ñóììó ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
Wi (i = 1, . . . , k) íàçîâåì ортогональной (k ≥ 2).

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ W1 + W2 + . . . + Wk íà-
çûâàåòñÿ прямой ñóììîé, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ V âåêòîðû
a1, . . . , ak, òàêèå, ÷òî

a = a1 + . . . + ak, (18)

ai ∈ Wi (i = 1, . . . , k), îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Утверждение 79. Ортогональная сумма подпространств яв-
ляется прямой суммой.

Доказательство. Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ (18) äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà. Ïóñòü

0 = a1 + . . . + ak, (19)

ai ∈ Wi (i = 1, . . . , k), Wi⊥Wj (i 6= j). Ïîñëåäîâàòåëüíî ñêàëÿð-
íî äîìíîæàÿ ðàâåíñòâî (19) íà âåêòîðû ai (i = 1, . . . , k) ïîëó÷àåì
0 = (ai, ai), îòêóäà ai = 0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû ai (i = 1, . . . , k) â
(19) îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñóììà � ïðÿìàÿ. ut

Определение 80. Ортогональным дополнением ïîäïðîñòðàíñò-
âà W ⊆ V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî W⊥ âñåõ âåêòîðîâ èç V , îðòîãî-
íàëüíûõ ñ êàæäûì âåêòîðîì èç W :

W⊥ = {x ∈ V : x⊥W} .
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Теорема 81. Для любого подпространства W евклидова про-
странства V ортогональное дополнение W⊥ является подпростран-
ством и V = W + W⊥.

Доказательство. Åñëè W = {o}, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W íåíóëåâîå. Âûáåðåì
â V ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , en, à â W ïðî-
èçâîëüíûé áàçèñ a1, . . . , ak, òîãäà óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà x ∈ V ïîäïðîñòðàíñòâó W ïðèìóò âèä (ai, x) = 0
(i = 1, . . . , k). Çàïèñàííûå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòè óñëîâèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ìàòðèöà
ýòîé ñèñòåìû ñîñòàâëåíà èç êîîðäèíàò áàçèñíûõ âåêòîðîâ a1, . . . , ak

è ïîýòîìó èìååò ðàíã k, îòñþäà dim W⊥ = n − k, è, òàê êàê ñóììà
W+W⊥ � ïðÿìàÿ, òî dim(W+W⊥) = dim W+dim W⊥ = k+(n−k) =
n, îòêóäà W + W⊥ = V . ut

Следствие 82. Пусть W — подпространство евклидова про-
странства V , тогда dim W + dim W⊥ = dim V .

Следствие 83. Пусть W — произвольное подпространство ев-
клидова пространства V . Любой вектор a из V однозначно можно
представить в виде

a = b + c, где b ∈ W, c ∈ W⊥. (20)

Определение 84. Âåêòîð b â (20) íàçûâàåòñÿ ортогональной про-
екцией âåêòîðà a íà ïîäïðîñòðàíñòâî W , âåêòîð c íàçûâàåòñÿ пер-
пендикуляром, èëè ортогональной составляющей, âåêòîðà a íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W . Îáîçíà÷åíèÿ: b = prW a, c = ortW a.

Замечание 85. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ortW a = prW⊥ a, prW a = ortW⊥ a.

Упражнение 86. Ïóñòü W,W1,W2 � ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà V . Äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ

1. V ⊥ = {o},

2.
(
W⊥)⊥ = W ,
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3. W1 ⊆ W2 ⇔ W⊥
2 ⊆ W⊥

1 ,

4. (W1 + W2)⊥ = W⊥
1 ∩W⊥

2 ,

5. (W1 ∩W2)⊥ = W⊥
1 + W⊥

2 .

2.8. Способы описания линейных подпространств

Ïóñòü e1, . . . , en � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
V . Èç òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîëü-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ïðîñòðàíñòâà V ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè: êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïîëó÷à-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì âèäà

x1 = a11t1 + . . . + ak1tk,
x2 = a12t1 + . . . + ak2tk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = a1nt1 + . . . + akntk,

(21)

ãäå t1, t2, . . . , tk � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, èëè êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé 

b11x1 + b12x2 + . . . + b1nxn = 0,
b21x1 + b22x2 + . . . + b2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1x1 + bm2x2 + . . . + bmnxn = 0.

(22)

Âûðàæåíèÿ (21) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå:

x = a1t1 + . . . + aktk.

Ýòîò ñïîñîá îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó

W = L(a1, . . . , ak),

ãäå
[ai]e = (ai1, ai2, . . . , aik)T (i = 1, . . . , k). (23)

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V � åâêëèäîâî, à áàçèñ e1, . . . , en � îðòîíîð-
ìèðîâàííûé. Îïðåäåëèì âåêòîðû b1, . . . , bm:

[bi]e = (bi1, bi2, . . . , bim)T (i = 1, . . . ,m). (24)
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Òåïåðü óðàâíåíèÿ (22) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå

(bi, x) = 0, (i = 1, . . . ,m).

Ýòîò ñïîñîá îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó

W = L(b1, . . . , bm)⊥.

Åñëè êàæäàÿ èç ñèñòåì a1, . . . , ak è b1, . . . , bm ëèíåéíî íåçàâèñèìà,
òî k + m = n.

Ïîäâîäÿ èòîã âûøåñêàçàííîìó, ïîëó÷àåì

Следствие 87. Пусть подпространство W евклидова простран-
ства V , в котором выбран ортонормированный базис, имеет описа-
ния (21) и (22). Векторы a1, . . . , ak, b1, . . . , bm определены условиями
(23) и (24). Тогда

1. L(a1, a2, . . . , ak) = L(b1, b2, . . . , bm)⊥;

2. L(b1, b2, . . . , bm) = L(a1, a2, . . . , ak)⊥.

2.9. Способы описания линейных многообразий

Íàïîìíèì, ÷òî линейным многообразием íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
a0 + W , ãäå a0 � âåêòîð, à W � ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V . Èç òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî
ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå a0 + W ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè: êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ïî
ôîðìóëàì âèäà 

x1 = a01 + a11t1 + . . . + ak1tk,
x2 = a02 + a12t1 + . . . + ak2tk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = a0n + a1nt1 + . . . + akntk,

(25)

ãäå t1, t2, . . . , tk � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, èëè êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

b11x1 + b12x2 + . . . + b1nxn = b01;
b21x1 + b22x2 + . . . + b2nxn = b02;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1x1 + bm2x2 + . . . + bmnxn = b0n.

(26)
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Âûðàæåíèÿ (25) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå:

x = a0 + a1t1 + . . . + aktk.

Ýòîò ñïîñîá îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó

a0 + W = a0 + L(a1, . . . , ak),

ãäå
[ai]e = (ai1, ai2, . . . , aik)T (i = 0, . . . , k). (27)

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî V � åâêëèäîâî, à áàçèñ e1, . . . , en � îðòîíîð-
ìèðîâàííûé. Îïðåäåëèì âåêòîðû b1, . . . , bm:

[bi]e = (bi1, bi2, . . . , bim)T (i = 1, . . . ,m). (28)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ (26) ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå

(bi, x) = b0i èëè (bi, x− a0) = 0, (i = 1, . . . ,m).

Ýòîò ñïîñîá îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó

a0 + W = a0 + L(b1, . . . , bm)⊥.

Íàïîìíèì, ÷òî размерностью ìíîãîîáðàçèÿ a0 + W íàçûâàåò-
ñÿ dim W . Прямой íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå
(ïî àíàëîãèè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè V2, V3). Гипер-
плоскостью íàçûâàåòñÿ (n − 1)-ìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå
n = dim V . Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìóþ ìîæíî çàäàòü
ïàðàìåòðè÷åñêè x = a0 + a1t, ãäå a1 6= 0, à ãèïåðïëîñêîñòü ìîæíî
çàäàòü óðàâíåíèåì (x, b1) = β, ãäå b1 6= 0.

2.10. Метод нахождения проекции и перпендикуляра

Ïóñòü a1, . . . , ak � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà W åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V , a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V . Çàäà÷à çà-
êëþ÷àåòñÿ ê íàõîæäåíèþ âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ α1, . . . , αk,
äëÿ êîòîðûõ

prW a = α1a1 + . . . + αkak;

ortW a = a− prW a;

(ortW a, aj) = 0; (j = 1, . . . , k).

(29)
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Îòêóäà (a− prW a, aj) = 0 è (prW a, aj) = (a, aj) (j = 1, . . . , k). Ïåðå-
ïèøåì ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â âèäå

α1(a1, a1) + α2(a2, a1) + . . . + αk(ak, a1) = (a, a1),
α1(a1, a2) + α2(a2, a2) + . . . + αk(ak, a2) = (a, a2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1(a1, ak) + α2(a2, ak) + . . . + αk(ak, ak) = (a, ak).

(30)

Ðàññìîòðèì (30) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ α1, . . . , αk. Òîãäà ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû åñòü ìàòðèöà Ãðà-
ìà Γ(a1, . . . , ak). Òàê êàê âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî
det Γ(a1, . . . , ak) 6= 0 è ñèñòåìà (30) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïî-
ñëå òîãî, êàê ðåøåíèå íàéäåíî, prW a è ortW a íàõîäÿòñÿ ïî äâóì
ïåðâûì ôîðìóëàì (29).

Ñèñòåìà (30) íàçûâåòñÿ системой нормальных уравнений.

Пример 88. Íàéäåì ïðîåêöèþ âåêòîðà a = (19,−12,−99, 27)T ∈
R4 íà ïîäïðîñòðàíñòâî W = L(a1, a2, a3)T, ãäå a1 = (5,−3, 1, 0)T,
a2 = (4, 3, 0,−5)T, a3 = (3,−1, 1, 3)T. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �
ñòàíäàðòíîå.

Ñèñòåìà (30) ïðèíèìàåò âèä 35α1 + 11α2 + 19α3 = 32,
11α1 + 50α2 − 6α3 = −95,
19α1 − 6α2 + 20α3 = 51.

Ðåøàÿ åå, íàõîäèì α1 = 1, α2 = −2, α3 = 1. Îòêóäà, ïî ôîðìóëàì
(29),

prW a =


0

−10
2
13

 è ortW a =


19
−2
−101

14

 .

Замечание 89. Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûé çäåñü ñïîñîá ïðèìåíèì
è â ñëó÷àå, êîãäà a1, . . . , ak � ëèíåéíî çàâèñèìûå èW = L(a1, . . . , ak).
Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîåêöèè ñèñòåìà (30) èìååò ðåøåíèå, íî íå
åäèíñòâåííîå. Îäíàêî ïî ëþáîìó ðåøåíèþ âåêòîð prW a îïðåäåëÿ-
åòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Замечание 90. Ïóñòü a1, . . . , ak � ñòîëáöû ìàòðèöû A ∈ Rn×k,
ðàññìàòðèâàåìûå êàê âåêòîðû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn ñî ñòàí-
äàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, a ∈ Rn, òîãäà

Γ(a1, . . . , ak) = ATA

è ñèñòåìà óðàâíåíèé (30) ïðèîáðåòàåò âèä:

ATAy = ATa, ãäå y = (α1, . . . , αk)T. (31)

Ñ ïîìîùüþ ëþáîãî ðåøåíèÿ y ýòîé ñèñòåìû ìîæíî íàéòè èñêîìóþ
ïðîåêöèþ:

prW a = Ay.

Замечание 91. Òàê êàê

ortW a = a− α1a1 − . . .− αkak,

òî
L(a1, . . . ak, a) = L(a1, . . . , ak, ortW a)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

1. åñëè a /∈ L(a1, . . . , ak), òî ortW a 6= 0,

2. åñëè a ∈ L(a1, . . . , ak), òî ortW a = 0.

Замечание 92. Åñëè k = 1, òî ñèñòåìà (30) ïðèîáðåòàåò âèä

α1(a1, a1) = (a, a1),

îòêóäà ïðè a1 6= 0

prW a =
(a, a1)
(a1, a1)

a1.

Замечание 93. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak � îðòîãîíàëü-
íàÿ, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (30) ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä

αi(ai, ai) = (a, ai) (i = 1, . . . , k),

îòêóäà ïðè ai 6= 0 (i = 1, . . . , k) (ñð. ñ (16))

αi =
(a, ai)
(ai, ai)

(i = 1, . . . , k),
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ïîýòîìó

prW a =
(a, a1)
(a1, a1)

a1 +
(a, a2)
(a2, a2)

a2 + . . . +
(a, ak)
(ak, ak)

ak, (32)

ortW = a− (a, a1)
(a1, a1)

a1 −
(a, a2)
(a2, a2)

a2 − . . .− (a, ak)
(ak, ak)

ak. (33)

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

|a|2 = |prW a|2 + | ortW a|2, (34)

ïîýòîìó |a|2 ≥ |prW a|2. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ îáîáùåííóþ òåîðåìó Ïè-
ôàãîðà ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ñ ïîìîùüþ (32) ïî-
ëó÷àåì неравенство Бесселя:

|a|2 ≥ (a, a1)2

(a1, a1)
+ . . . +

(a, ak)2

(ak, ak)
=

k∑
i=1

(
(a, ai)
|ai|

)
.

Èç (34) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî

|a|2 =
(a, a1)2

(a1, a1)
+ . . . +

(a, ak)2

(ak, ak)
.

âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ortW = 0, ò.å. a ∈ W (равен-
ство Парсеваля).

Утверждение 94 (Теорема о длине перпендикуляра).
Пусть a1, . . . , ak — базис подпространства W , тогда для произволь-
ного вектора a справедливо равенство

| ortW a| =

√
det Γ(a1, . . . , ak, a)
det Γ(a1, . . . , ak)

. (35)

Доказательство. Ïóñòü prW a = α1a1 + . . . + αkak. Âû÷òåì èç
ïîñëåäíåãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ Ãðàìà det Γ(a1, . . . , ak, a) ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αk.
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Òîãäà

det Γ(a1, . . . , ak, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, ak) (a1, a)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, ak) (a2, a)

. . .
(ak, a1) (ak, a2) . . . (ak, ak) (ak, a)
(a, a1) (a, a2) . . . (a, ak) (a, a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, ak) (a1, a− α1a1 − . . .− αkak)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, ak) (a2, a− α1a1 − . . .− αkak)

. . .
(ak, a1) (ak, a2) . . . (ak, ak) (ak, a− α1a1 − . . .− αkak)
(a, a1) (a, a2) . . . (a, ak) (a, a− α1a1 − . . .− αkak)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

a− α1a1 − . . .− αkak = ortW a,
(ai, ortW a) = 0,

(a, ortW a) = (ortW a, ortW a),

ïîëó÷àåì

det Γ(a1, . . . , ak, a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) . . . (a1, ak) 0

. . .
(ak, a1) . . . (ak, ak) 0
(a, a1) . . . (a, ak) (ortW a, ortW a)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òåïåðü, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàïëàñà ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ïî
ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì

det Γ(a1, . . . , ak, a) = (ortW a, ortW a) det Γ(a1, . . . , ak),

îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìàÿ ôîðìóëà. ut

2.11. Процесс ортогонализации Грама–Шмидта

Îïèøåì ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà b1, . . . , bk

ïîäïðîñòðàíñòâà W ïî çàäàííîìó ïðîèçâîëüíî çàäàííîìó áàçèñó
a1, . . . , ak. Ïîëîæèì

Wi = L(a1, . . . , ai) (i = 1, . . . , k)
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è ïîñòðîèì âåêòîðû

b1 = a1,
bi = ortWi−1 ai, (i = 2, . . . , k). (36)

Èìååì Wi = L(b1, . . . , bi) è ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 93, bi =
ortWi−1 ai ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

bi = a− (a, a1)
(a1, a1)

a1 −
(a, a2)
(a2, a2)

a2 − . . .− (a, ai−1)
(ai−1, ai−1)

ai−1. (37)

Замечание 95. Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóåò, ÷òî |bi| ≤ |ai|
(i = 1, . . . , k).

Замечание 96. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ãîäèòñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà W = L(a1, . . . ak), íî âåêòîðû a1, . . . ak íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïî çàìå÷àíèþ 91, bi â (37) ðàâåí íóëþ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ai ∈ Wi.

Пример. Íàéäåì êàêîé-ëèáî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè L ñèñòåìû âåêòîðîâ (97, 60, 29,−29)T, (36, 36,−17, 17)T,
(−48,−11, 20,−20)T ïðîñòðàíñòâàR4 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì.

Ïðåæäå ÷åì ïðèìåíÿòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè íàéäåì ýêâèâà-
ëåíòíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ¾ïîïðîùå¿. Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì êîì-
ïîíåíòû âåêòîðîâ â ìàòðèöó (ïî ñòðîêàì): 97 60 29 −29

36 36 −17 17
−48 −11 20 −20

 ,

ñ êîòîðîé áóäåì îñóùåñòâëÿòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.
Ïðèáàâèì ê 3-é ñòðîêå 1-þ è ðàçäåëèì 3-þ íà 49. Ïîëó÷èì: 97 60 29 −29

36 36 −17 17
1 1 1 −1

 .

Êî 2-é ñòðîêå ïðèáàâèì 3-þ, óìíîæåííóþ íà 17, è ðàçäåëèì 2-þ
ñòðîêó íà 53:  97 60 29 −29

1 1 0 0
1 1 1 −1

 .
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Èç 1-é ñòðîêè âû÷òåì 2-þ, óìíîæåííóþ íà 31, è 3-þ, óìíîæåííóþ
íà 29. Ðàçäåëèì 1-þ ñòðîêó íà 37: 1 0 0 0

1 1 0 0
1 1 1 −1

 .

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ a1 = (1, 0, 0, 0)T, a2 = (1, 1, 0, 0)T, a3 =
(1, 1, 1,−1)T ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå. Ïðèìåíÿÿ ê âåêòîðàì
a1, a2, a3 ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè, ïî ôîðìóëàì (37) ïîëó÷èì

b1 = a1 = (1, 0, 0, 0)T,

b2 = a2 −
(a2, b1)
(b1, b1)

· b1 = (0, 1, 0, 0)T,

b3 = a3 −
(a3, b1)
(b1, b1)

· b1 −
(a3, b2)
(b2, b2)

· b2 = (0, 0, 1,−1)T.

Âåêòîðû b1, b2, b3 ñîñòàâëÿþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà
L. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà íîðìèðóåì ýòè âåê-
òîðû:

(1, 0, 0, 0)T, (0, 1, 0, 0)T,

√
2

2
· (0, 0, 1,−1)T.

Пример 97 (Многочлены Лежандра). Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå
ìíîãî÷ëåíîâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ôîðìóëîé:

(x, y) =

1∫
−1

x(t)y(t)dt (38)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû, èçâåñòíûå ïîä íàçâà-
íèåì многочленов Лежандра:

L0(t) = 1, Lk(t) =
1

2kk!
· dk

dtk
(t2 − 1)k (k = 1, 2, . . .),

� îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷åííûå èç ñèñòåìû 1, t, t2, t3 . . . ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè òîëüêî ïîñòîÿííûìè ìíîæèòåëÿìè
îòëè÷àþòñÿ îò ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà.
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Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ

a1(t) = 1, a2(t) = t, a3(t) = t2, a4(t) = t3.

Ïî ôîðìóëå (37) èìååì:
b1(t) = 1;

b2(t) = t−

1∫
−1

t · 1 dt

1∫
−1

1 · 1 dt

· 1 = t;

b3(t) = t2 −

1∫
−1

t2 · 1 dt

1∫
−1

1 · 1 dt

· 1−

1∫
−1

t2 · t dt

1∫
−1

t · t dt

· t = t2 − 1
3
;

b4(t) = t3−

1∫
−1

t3 · 1 dt

1∫
−1

1 · 1 dt

·1−

1∫
−1

t3 · t dt

1∫
−1

t · t dt

· t−

1∫
−1

t3 · (t2 − 1/3) dt

1∫
−1

(t2 − 1/3)2dt

· (t2−1/3).

Èòàê, ìû íàøëè ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû:

b1(t) = 1, b2(t) = t, b3(t) = t2 − 1
3
, b4(t) = t3 − 3

5
t (39)

(Ñð. ñ óïðàæíåíèåì á/í íà ñòð. 16).

Пример 98. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R[t] ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ôîðìóëîé (38). Íàéäåì ïðîåêöèþ ìíîãî÷ëåíà
x(t) = t5 íà ïîäïðîñòðàíñòâîW ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íàì èçâåñòåí îðòîãîíàëüíûé áàçèñ (39) äàííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïî ôîðìóëå (32) ïîëó÷àåì:

prW x =

1∫
−1

t5 · 1 dt

1∫
−1

1 · 1 dt

· 1 +

1∫
−1

t5 · t dt

1∫
−1

t · t dt

· t +

1∫
−1

t5 · (t2 − 1/3) dt

1∫
−1

(t2 − 1/3)2dt

· (t2 − 1/3)

47



+

1∫
−1

t5 · (t3 − 3/5t) dt

1∫
−1

(t3 − 3/5t)2dt

· (t3 − 3/5t) =
10
9

t3 − 5
21

t.

Упражнение 99. Ðåøèòü çàäà÷ó èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà äðó-
ãèì ñïîñîáîì, âçÿâ çà áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà W ìíîãî÷ëåíû 1, t, t2,
t3 è âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (30). Ïîñòðîéòå ãðàôèê ìíîãî÷ëåíà t5 è íàéäåííîé ïðîåêöèè.
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó äëÿ t ∈ [−1, 1] ïðîåêöèÿ õîðîøî ïðèáëèæàåò ìíî-
ãî÷ëåí t5.

Упражнение 100 (Многочлены Чебышёва). Ïóñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàíî ôîðìóëîé:

(x, y) =

1∫
−1

x(t) · y(t)√
1− t2

dt.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû, èçâåñòíûå ïîä íàçâàíèåì много-
членов Чебышёва:

Tk(t) = cos(k arccos t) (k = 1, 2, . . .),

� îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû, ïîëó÷åííûå èç ñèñòåìû 1, t, t2, t3 . . . ñ ïî-
ìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè îòëè÷àþòñÿ îò ìíîãî÷ëåíîâ ×å-
áûø�åâà òîëüêî ïîñòîÿííûìè ìíîæèòåëÿìè. Ïîñòðîéòå ïåðâûå 4 ìíî-
ãî÷ëåíà.

Упражнение 101 (qR- и QR-разложения). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Rn×k ñóùåñòâóþò ìàòðèöà Q ∈ Rn×k ñ îðòîíîð-
ìèðîâàííûìè (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
â Rn) ñòîëáöàìè è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà R ∈ Rk×k ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ

A = QR. (40)

Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöûA â âèäå (40) íàçûâàåòñÿ åå qR-разложением.
Указание: ê ñòîëáöàì ìàòðèöû A ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëè-
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çàöèè.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Rn×k ñóùåñòâóþò îð-

òîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q̃ ∈ Rn×n è âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà R̃ ∈
Rn×k, äëÿ êîòîðûõ

A = Q̃R̃. (41)

Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöûA â âèäå (41) íàçûâàåòñÿ ååQR-разложением.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöà A � êâàäðàòíàÿ è íåâûðîæäåííàÿ,

òî åå qR- è QR-ðàçëîæåíèÿ åäèíñòâåííû.

2.12. Объем гиперпараллелепипеда

Определение 102. Ïóñòü a1, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñè-
ñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Гиперпараллелепипедом,
ïîñòðîåííûì íà âåêòîðàõ a1, . . . , ak, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Π(a1, . . . , ak) =

{
x : x =

k∑
i=1

αiai, 0 ≤ αi ≤ 1

}
.

Упражнение 103. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìíî-
æåñòâàì Π(a1), Π(a1, a2), Π(a1, a2, a3) â ïðîñòðàíñòâàõ V2, V3. Îñîáî
ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñèìû.

Определение 104. Объемом гиперпараллелепипедаΠ(a1, . . . , ak)
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

V (a1, . . . , ak) =
{
|a1|, åñëè k = 1,
V (a1, . . . , ak−1) · | ortL(a1,...,ak−1) ak|, åñëè k ≥ 2.

(42)

Упражнение 105. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ôîð-
ìóëàì (42) â ïðîñòðàíñòâàõ V2, V3.

Теорема 106. Пусть b1, . . . , bk — векторы, полученные из си-
стемы a1, . . . , ak с помощью процесса ортогонализации, тогда

V (a1, . . . ak) = V (b1, . . . bk)
=
√

det Γ(a1, . . . , ak) =
√

det Γ(b1, . . . bk)
= |b1| · . . . · |bk| ≤ |a1| · . . . · |ak|.

49



Последнее неравенство превращается в равенство тогда и только
тогда, когда система векторов a1, . . . , ak — ортогональная или по
крайней мере один из векторов ai нулевой.

Доказательство. Ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç ôîðìóëû (35), (36),
(42), ïîëó÷àåì

V (a1, . . . , ak)
= |a1| · |prW1

a2| · |prW2
a3| · . . . · |prWk−1

ak|
= |b1| · . . . · |bk|

=
√

det Γ(a1) ·
det Γ(a1, a2)

det Γ(a1)
· . . . · det Γ(a1, . . . ak)

det Γ(a1, . . . , ak−1)
=
√

det Γ(a1, . . . , ak).

Òàê êàê |bi| = | ortWi−1 ai| ≤ |ai|, òî

V (a1, . . . , ak) ≤ |a1| · . . . · |ak|.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ut

Замечание 107. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì: îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì îáúåìà ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
ýòîé ñèñòåìå; îáúåì ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâå-
äåíèÿ äëèí åãî ðåáåð.

Ïóñòü A = (aij) ∈ Rn×n è a1, . . . , an � ñòîëáöû ìàòðèöû A. Åñëè
âRn ââåäåíî ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî Γ(a1, . . . , an) =
ATA, îòêóäà ïîëó÷àåì

(detA)2 = det(ATA) = det Γ(a1, . . . , an) =
(
V (a1, . . . , an)

)2

,

ñëåäîâàòåëüíî, |detA| = V (a1, . . . , an). Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñòàí-
äàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé
ìàòðèöû åñòü îáúåì ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ñèñòå-
ìå ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
è äëÿ ñòðîê ìàòðèöû.
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2.13. Неравенство Адамара

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèâàòü ñâåðõó âåëè÷èíó
îïðåäåëèòåëÿ, èñõîäÿ èç âåëè÷èí åãî ýëåìåíòîâ. Íåðàâåíñòâî Àäà-
ìàðà, êîòîðîå ìû âûâåäåì, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òàêèõ îöåíîê.

Теорема 108 (Неравенство Адамара). Пусть A = (aij) ∈ Rn×n

и |aij | ≤ α, тогда
|detA| ≤ (α

√
n)n. (43)

Доказательство. Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîRn

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïóñòü a1, . . . , an � ñòîëá-
öû ìàòðèöûA. Òîãäà Γ(a1, . . . , an) = ATA. Èç òåîðåìû 106 ïîëó÷àåì,
÷òî √

det (ATA) ≤ |a1| · . . . · |an|.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì det
(
ATA

)
= (det A)2 è î÷åâèäíîé

îöåíêîé |aj | ≤ α
√

n (j = 1, . . . , n). ut

Упражнение. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñ
ýëåìåíòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îòðåçêó [−1, 1], ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìó-
ìîì ìîäóëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñ ýëåìåíòàìè ±1.Указание: Ïðîñëåäèòü,
êàê èçìåíÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ïðè çàìåíå aij íà 1 èëè −1 â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòó aij .

Упражнение 109. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà îïðå-
äåëèòåëÿ 3-ãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè ±1 ðàâíà 4. Òàêèì îáðàçîì, íà
âåùåñòâåííûõ íåíóëåâûõ ìàòðèöàõ 3-ãî ïîðÿäêà îöåíêà (43) íå äî-
ñòèãàåòñÿ.

Упражнение 110. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ матриц АдамараHi, îïðå-
äåëÿåìûõ ïî ôîðìóëàì

H0 = (1), Hi =
(

Hi−1 −Hi−1

Hi−1 Hi−1

)
ïðè i ≥ 1,

íåðàâåíñòâî (43) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Указание: Äîêàçàòü,
÷òî ñòðîêè (ñòîëáöû) ìàòðèöû Àäàìàðà îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå
Rn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
(ò. å. ìàòðèöà 1/√2i ·Hi îðòîãîíàëüíà).
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Упражнение. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé âå-
ùåñòâåííîé ìàòðèöû A â (43) èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà, òî n ðàâ-
íî 2 ëèáî êðàòíî 4. Çàäàíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì èìååòñÿ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ òàêîé, ÷òî âñå êîìïîíåíòû êàæ-
äîãî èç âåêòîðîâ ýòîãî áàçèñà ðàâíû ±1. Äîêàçàòü, ÷òî n ðàâíî 2
ëèáî êðàòíî 4. Решение: Ïóñòü n ≥ 3. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ñîñòîèò èç åäèíèö. Òîãäà
â ïåðâûõ òðåõ ñòðîêàõ âîçìîæíû ñòîëáèêè ëèøü îäíîãî èç ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:  1

1
1

 ,

 1
1

−1

 ,

 1
−1

1

 ,

 1
−1
−1

 .

×èñëî ñòîëáèêîâ êàæäîãî èç óêàçàííûõ âèäîâ îáîçíà÷èì x, y, z, t
ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì

x + y + z + t = n.

Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïåðâûõ òðåõ ñòðîê ìàòðèöû A ïîëó÷àåì

x + y − z − t = 0,
x− y + z − t = 0,
x− y − z + t = 0.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = y = z = t =
n/4. Òàêèì îáðàçîì, n äîëæíî áûòü êðàòíî 4.

Упражнение. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A = (aij) ∈ Rn×n è |aij | ≤ α,
òî

|detA| ≤
(α

2

)n

·
√

(n + 1)n+1.

Указание: Ïðèïèñàòü ê ìàòðèöå ñëåâà íóëåâîé ñòîëáåö è ñâåðõó
ñòðîêó, ñîñòàâëåííóþ èç ÷èñåë α/2, à çàòåì âû÷åñòü ýòó ñòðîêó èç
âñåõ îñòàëüíûõ.

Упражнение 111. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöàA = (aij) ∈ Rn×n

ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî det A ≤ a11a22 · . . . ·ann.
Указание: Ðàññìîòðåòü A êàê ìàòðèöó Ãðàìà äëÿ íåêîòîðîé ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ.

52



2.14. Метрические задачи в евклидовых пространствах

Â ýòîì ðàçäåëå, èìåÿ ââèäó ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, âåê-
òîðû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èíîãäà áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè.

Определение 112. Âåêòîð l íàçûâàåòñÿ наклонной èç òî÷êè x ê
ïîäïðîñòðàíñòâó W , åñëè l = x− y äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ W .

Утверждение 113 (Теорема о длине наклонной). Величина

inf
y∈W

|x− y|

достигается в единcтвенной точке y = prW x. Иными словами,

inf
y∈W

|x− y| = |x− prW x| = | ortW x|,

z 6= prW x ⇒ inf
y∈W

|x− y| < |x− z|.

Доказательство. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ W , èñïîëüçóÿ òåîðå-
ìó Ïèôàãîðà, ïîëó÷àåì

|x−y| = | ortW x+prW x− y︸ ︷︷ ︸
∈W

| =
√
| ortW x|2 + |prW x− y|2 ≥ | ortW x|,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |prW x−y| =
0, ò. å. y = prW x. ut

Упражнение 114. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåî-
ðåìå î äëèíå íàêëîííîé.

Определение 115. Расстоянием между точками x, y åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(x, y) = |x− y|.

Определение 116. Расстоянием между множествами S, T âåê-
òîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(S, T ) = inf
x ∈ S
y ∈ T

ρ(x, y).
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Теорема 117. Пусть U , W — подпространства, а x0, y0 — про-
извольные векторы евклидова пространства V , тогда

ρ(x0 + W, y0 + U) = | ortW+U (x0 − y0)|.

Доказательство.

ρ(x0 + W, y0 + U)
= inf

x ∈ x0 + W
y ∈ y0 + U

|x− y|

= inf
x ∈ W
y ∈ U

|(x0 + x)− (y0 + y)|

= inf
x ∈ W
y ∈ U

|(x0 − y0)− (y − x)︸ ︷︷ ︸
z∈W+U

|

= inf
z∈W+U

|(x0 − y0)− z|
= ρ(x0 − y0,W + U).

Ïî òåîðåìå î äëèíå íàêëîííîé ρ(x0−y0,W +U) = | ortW+U (x0−y0)|.
ut

Следствие 118. Пусть W — подпространство, а x, x0 — про-
извольные векторы евклидова пространства V , тогда

1. ρ(x,W ) = | ortW x|,

2. ρ(x, x0 + W ) = | ortW (x− x0)|.

Пример 119. Íàéäåì ðàññòîÿíèå ρ ìåæäó ëèíåéíûìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè W = x0 +L(a1) è U = y0 +L(a2), åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
çàäàíû â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e:

[x0]e =


1

−1
2
0

 , [a1]e =


0
1
1

−1

 , [y0]e =


1

−2
1

−1

 , [a2]e =


1
2
1
0

 .
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Первый способ. Èìååì:

[a] = [x0 − y0] =


0
1
1
1

 è W + U = L(a1, a2)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ prW+U a ñîñòàâèì ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé
ïî ôîðìóëå (30): {

3α1 + 3α2 = 1,
3α1 + 6α2 = 3,

îòêóäà α1 = −1/3, α2 = 2/3 è ïîýòîìó, ïî ôîðìóëàì (29),

[prW+U a]e =
1
3


2
3
1
1

 , [ortW+U a]e =
1
3


−2

0
2
2

 ,

îòêóäà íàõîäèì èñêîìîå ðàññòîÿíèå:

ρ = | ortW+U a| = 2
√

3
3

.

Второй способ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ | ortW+U a| âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé (35):

ρ2 = | ortW+U a|2 =

∣∣∣∣∣∣
3 3 1
3 6 3
1 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 3 3
3 6

∣∣∣∣ =
4
3
, ρ =

2
√

3
3

.

Пример 120. Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðÿìûìè W = x1 + L(a1) è U = x2 + L(a2) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âåêòîðû a1, a2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

ρ2(W,U) = | ortL(a1,a2)(x1 − x2)|2 =

=

∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) (a1, a2) (a1, x1 − x2)
(a2, a1) (a2, a2) (a2, x1 − x2)

(x1 − x2, a1) (x1 − x2, a2) (x1 − x2, x1 − x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (a1, a1) (a1, a2)
(a2, a1) (a2, a2)

∣∣∣∣ .
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Â ÷àñòíîñòè, âV3 ìíîãîîáðàçèÿ W , U � ñêðåùèâàþùèåñÿ èëè ïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Åñëè [xi]e = (xi1, xi2, xi3), [ai]e = (ai1, ai2, ai3)
(i = 0, 1) è áàçèñ e � îðòîíîðìèðîâàííûé, òî

ρ2(W,U) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a21 x01 − x11

a12 a22 x02 − x12

a13 a23 x03 − x13

∣∣∣∣∣∣
2

det

( a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
×

 a11 a21

a12 a22

a13 a23


è ïî òåîðåìå Áèíý�Êîøè

ρ(W,U) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a21 x01 − x11

a12 a22 x02 − x12

a13 a23 x03 − x13

∣∣∣∣∣∣√∣∣∣∣ a12 a22

a13 a23

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ a11 a23

a13 a23

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ a12 a22

a13 a23

∣∣∣∣2
.

Пример 121. Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êîé x0 è ïðÿìîé W = x1 + L(a1) (a1 6= 0).

ρ2(x0,W ) = | ortL(a1)(x0−x1)|2 =

∣∣∣∣ (a1, a1) (a1, x0 − x1)
(x0 − x1, a1) (x0 − x1, x0 − x1)

∣∣∣∣
|a1|2

.

Â ÷àñòíîñòè, â V3, åñëè [xi]e = (xi1, xi2, xi3) (i = 0, 1), [a1]e =
(a11, a12, a13) è áàçèñ e � îðòîíîðìèðîâàííûé, òî

ρ2 =

det

( a11 a12 a13

x01 − x11 x02 − x12 x03 − x13

) a11 x01 − x11

a12 x02 − x12

a13 x03 − x13


a2
11 + a2

12 + a2
13

è ïî òåîðåìå Áèíý�Êîøè

ρ =

√∣∣∣∣ a12 x02 − x12

a13 x03 − x13

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ a11 x01 − x11

a13 x03 − x13

∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣ a11 x01 − x11

a12 x02 − x12

∣∣∣∣2√
a2
11 + a2

12 + a2
13

.
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Пример 122. Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êîé x0 è ãèïåðïëîñêîñòüþ W = {x : (x, a1) = α} (a1 6= 0).
Ïóñòü x1 ∈ W , òîãäà (x1, a1) = α.

ρ(x1,W ) = |prW⊥(x0 − x1)| =
∣∣∣∣ (x0 − x1, a1) a1

(a1, a1)

∣∣∣∣ = |(x1, a1)− α|
|a1|

.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàìå÷àíèåì 92.
Â ÷àñòíîñòè, â ïðîñòðàíñòâå V3 ìíîãîîáðàçèå W � ïëîñêîñòü.

Åñëè [xi]e = (xi1, xi2, xi3) (i = 0, 1), [a1]e = (a11, a12, a13) è áàçèñ e �
îðòîíîðìèðîâàííûé, òî

ρ(x1,W ) =
|a11x01 + a12x02 + a13x03 − α|

|a2
11 + a2

12 + a2
13|

.

Упражнение 123. Íàéòè ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó параллельными ïðÿìûìè x1 + L(a) è x2 + L(a). Ïðèâåñòè
âàðèàíò ýòîé ôîðìóëû, óäîáíûé â ïðîñòðàíñòâå V3

Упражнение 124. Íàéòè ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó параллельными ãèïåðïëîñêîñòÿìè (x, b) = β1, (x, b) = β2.
Ïðèâåñòè âàðèàíò ýòîé ôîðìóëû, óäîáíûé â ïðîñòðàíñòâå V3.

Упражнение 125. Íàéòè ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ïðÿìîé x0 + L(a) è ãèïåðïëîñêîñòüþ (x, b) = β. Ðàññìîòðåòü
äâà ñëó÷àÿ: 1) (a, b) = 0, 2) (a, b) 6= 0 Ïðèâåñòè âàðèàíò ôîðìóë,
óäîáíûé â ïðîñòðàíñòâå V3.

2.15. Нормальное решение системы линейных уравнений

Ïóñòü A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Ïóñòü â Rn ââåäåíî íåêîòîðûì îáðà-
çîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Определение 126. Ðåøåíèå x̂ ∈ Rn ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé Ax = b ìèíèìàëüíîé íîðìû íàçûâàåòñÿ åå нормальным ðåøå-
íèåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñîâìåñòíîé ñèñòåìûAx =
b åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå x0 + W , ãäå x0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû Ax = b, à W � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = 0.
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Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì

|x̂| = inf
x∈x0+W

|x| = inf
y∈W

|x0 + y|.

Ïî òåîðåìå î äëèíå íàêëîííîé íîðìàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì è ðàâíî

x̂ = ortW x0 = prW⊥ x0.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn ñòàí-
äàðòíîå. Òîãäà W⊥ = L(a′1, . . . , a

′
m) (ñì. òåîðåìó 81) è, êðîìå òîãî,

Γ(a′1, . . . , a
′
m) = AAT. Òåïåðü ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé (30)

äëÿ íàõîæäåíèÿ prW⊥ x0 ïðèìåò âèä AATy = Ax0, èëè

AATy = b, (44)

ãäå y = (α1, . . . , αm)T. Ïî ðåøåíèþ y ñèñòåìû (44) ìîæíî íàéòè
íîðìàëüíîå ðåøåíèå:

x̂ = ATy. (45)

Пример 127. Íàéäåì íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû{
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 3,
x1 − x2 + x4 = 1.

Ñèñòåìà (44) ïðèíèìàåò âèä:{
7y1 − 2y2 = 3,

−2y1 + 3y2 = 1,

îòêóäà

y =
(

11/17
13/17

)
.

Ïî ôîðìóëå (45) íàõîäèì íîðìàëüíîå ðåøåíèå:

x̂ =
1
17


24
9
11
2

 .
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2.16. Псевдорешения несовместной системы

линейных уравнений

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b, ãäå A ∈ Rm×n,
b ∈ Rm.

Определение 128. Невязкой вектора x ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû Ax = b íàçûâàåòñÿ ñòîëáåö Ax− b ∈ Rm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rm ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Определение 129. Псевдорешением ñèñòåìû Ax = b íàçûâàåòñÿ
âåêòîð x̃, íà êîòîðîì íîðìà íåâÿçêè |Ax− b| ìèíèìàëüíà:

|Ax̃− b| = inf
x∈Rn

|Ax− b|.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî ëþáîå åå ðåøåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì è äðóãèõ ïñåâäîðåøåíèé íåò.

Теорема 130. Множество всех псевдорешений системы Ax = b
есть множество решений системы Ax = prW b, где W = L(a1, . . . , an)
и a1, . . . , an — ñòîëáöû матрицы A.

Доказательство. Îáîçíà÷àÿ y = Ax ∈ Rm, ïî òåîðåìå î äëèíå
íàêëîííîé ïîëó÷àåì

inf
x∈Rn

|Ax− b| = inf
y∈W

|y − prW b|.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ut

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rm ñòàí-
äàðòíîå. Òîãäà Γ(a1, . . . , an) = ATA. Òåïåðü ñèñòåìà (30) äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ prW b ïðèìåò âèä ATAx = ATb, îòêóäà prW b = Ax. Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

ATAx = ATb (46)

ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b.
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Пример 131. Íàéäåì âñå ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû x1 + x2 + x3 + x4 = 2,
x1 + x2 + x3 − x4 = 2,
x1 + x2 + x3 = 5,

åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R3 � ñòàíäàðòíîå.

Первый способ. Â íàøåì ïðèìåðå a1 = a2 = a3 = (1, 1, 1)T,
a4 = (1,−1, 0)T, b = (2, 2, 5)T è W = L(a1, a2, a3, a4) = L(a1, a4).
Íàéäåì prW b = α1a1 + α2a4. Ñèñòåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ α1, α2 èìååò
âèä: {

(a1, a1)α1 + (a1, a4)α2 = (b, a1),
(a4, a1)α1 + (a4, a4)α2 = (b, a2),

èëè {
3α1 + 0α2 = 9,
0α1 + 3α2 = 0,

îòêóäà α1 = 3 è α2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, prW b = (3, 3, 3)T. Ðåøàÿ
ñèñòåìó  x1 + x2 + x3 + x4 = 3,

x1 + x2 + x3 − x4 = 3,
x1 + x2 + x3 = 3,

íàõîäèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïñåâäîðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû åñòü ëè-
íåéíîå ìíîãîîáðàçèå 

x1 = 1 + t1 + t2,
x2 = 1− t1,
x3 = 1 − t2,
x3 = 0,

(47)

ãäå t1, t2 ∈ R. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ íîðìà íåâÿç-
êè ðàâíà |(2, 2, 5)T − (3, 3, 3)T| =

√
6.

Второй способ. Â íàøåì ïðèìåðå ñèñòåìà (46) èìååò âèä:
3x1 + 3x2 + 3x3 + 0x4 = 9,
3x1 + 3x2 + 3x3 + 0x4 = 9,
3x1 + 3x2 + 3x3 + 0x4 = 9,
0x1 + 0x2 + 0x3 + 2x4 = 0.

Ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, â âèäå (47).
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Упражнение. Íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

97x1 + 36x2 − 48x3 = 74,
60x1 + 36x2 − 11x3 = 37,
29x1 − 17x2 + 20x3 = 114,

−29x1 + 17x2 − 20x3 = −110,

Указание: cì. ïðèìåð á/í íà ñòð. 45.

Äàëåå äî êîíöà ðàçäåëà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå � ñòàíäàðòíîå.

Упражнение 132. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ïñåâäîðåøåíèå t̃ = (t̃1, t̃2)T

ñèñòåìû óðàâíåíèé  a01 + t1a11 = b01 + t2b11,
a02 + t1a12 = b02 + t2b12,
a03 + t1a13 = b03 + t2b13

îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê íà ïðÿìûõ x1 = a01 + t1a11,
x2 = a02 + t1a12,
x3 = a03 + t1a13

è

 x1 = b01 + t2b11,
x2 = b02 + t2b12,
x3 = b03 + t2b13,

òàêèõ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæ-
äó ïðÿìûìè.

Упражнение. ÏóñòüQ� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåì Ax = b è QAx = Qb ñîâïàäàþò.

Упражнение 133. Ïóñòü A = QR � qR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû
A ∈ Rm×n. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû
Ax = b ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû Rx =
QTb.

Замечание 134. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ âîçíèêàåò,
íàïðèìåð, ïðè аппроксимации äàííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ
ïàðû çíà÷åíèé

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym). (48)

61



Ïóñòü f1(x), f2(x), . . . , fn(x) � çàäàííûå ôóíêöèè. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ âèäà

f(x) = α1f1(x) + α2f2(x) + . . . + αnfn(x), (49)

äëÿ êîòîðîé f(xi) ≈ yi (i = 1, 2, . . . ,m), ò. å. ôóíêöèþ, ïðèáëèæàþ-
ùóþ äàííûå (48). Áîëåå òî÷íî: òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
α1, . . . , αn, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

min
α1,...,αn

m∑
i=1

(
yi − α1f1(xi)− . . .− αnfn(xi)

)2
.

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ òàêèõ αj íàçûâàåòñÿ линейной задачей наимень-
ших квадратов.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàáîð ýòèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøå-
íèåì ñèñòåìû

α1f1(x1) + α2f2(x1) + . . . + αnfn(x1) = y1,
α1f1(x2) + α2f2(x2) + . . . + αnfn(x2) = y2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1f1(xm) + α2f2(xm) + . . . + αnfn(xm) = ym.

(50)

È íàîáîðîò, åñëè α1, . . . , αn � ïñåâäîðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû, òî
ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (49), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

×àñòî â êà÷åñòâå f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíû 1, x, . . . , xn−1. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò îá àïïðîêñèìàöèè
äàííûõ ïîëèíîìàìè.

Íàïðèìåð, ïðè àïïðîêñèìàöèè äàííûõ (48) ëèíåéíîé ôóíêöèåé
y = α1 + α2x ñèñòåìà óðàâíåíèé (50) ïðèìåò âèä

α1 + α2x1 = y1,
α1 + α2x2 = y2,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
α1 + α2xm = ym.

Ñîãëàñíî (46), ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèç-
âåñòíûõ α1, α2 èìååò âèä

α1 +
(

m∑
i=1

xi

)
α2 =

m∑
i=1

yi,(
m∑

i=1

xi

)
α1 +

(
m∑

i=1

x2
i

)
α2 =

m∑
i=1

xiyi.
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Определение 135. Ïñåâäîðåøåíèå x̌ ñèñòåìû Ax = b, èìåþ-
ùåå ñðåäè âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ìèíèìàëüíóþ íîðìó, íàçûâàåòñÿ нор-
мальным псевдорешением.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ej ∈ Rm ñòîëáåö, â êîòîðîì j-ÿ êîìïîíåíòà
ðàâíà 1, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0 (j = 1, 2, . . . ,m).

Определение 136. Ïóñòü x̌j � íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñè-
ñòåìû Ax = ej , ãäå A ∈ Rm×n (j = 1, 2, . . . ,m). Ìàòðèöà ðàçìåðîâ
n×m, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ x̌1, x̌2, . . . , x̌m, íàçûâàåòñÿ псевдооб-
ратной ê ìàòðèöå A è îáîçíà÷àåòñÿ A+.

Упражнение 137. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöûA ∈ Rm×n

è ñòîëáöà b ∈ Rm íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå x̌ ñèñòåìû Ax = b ìîæ-
íî íàéòè ïî ôîðìóëå x̌ = A+b.

Упражнение 138. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòðîêè ìàòðèöûA ∈ Rm×n

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî A+ = AT(AAT)−1. Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû
A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî A+ = (ATA)−1AT.

3. Полуторалинейные функции

и унитарные пространства

Â äàííîì ðàçäåëå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

3.1. Полуторалинейные функции

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V .

Определение 139. Îòîáðàæåíèå

f : V × V → C,

ñòàâÿùåå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y èç V ÷èñëî f(x, y) èç C, íàçû-
âàåòñÿ полуторалинейной функцией, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z èç V è
ëþáûõ α, β èç C âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

1. f(x + y, z) = f(x, z) + f(y, z),
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2. f(αx, y) = αf(x, y),

3. f(x, y + z) = f(x, y) + f(x, z),

4. f(x, βy) = βf(x, y).

Упражнение 140. Ïóñòü A = (aij) ∈ Cn×n. Äîêàçàòü, ÷òî ñëå-
äóþùàÿ ôóíêöèÿ â Cn ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé:

f(x, y) = xTAy =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î áèëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ ïåðåíîñÿòñÿ íà
ñëó÷àé ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôóíêöèé. Óòâåðæäåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè
èçìåíåíèÿìè ñîõðàíÿþòñÿ, à äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà
êîìïëåêñíûé ñëó÷àé, ïîýòîìó äàäèì òîëüêî êðàòêèé îáçîð îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Èç ñâîéñòâ 1)�4) âûòåêàåò èõ îáîáùåíèå:

f

 m∑
i=1

αixi,
l∑

j=1

βjyj

 =
m∑

i=1

αi

l∑
j=1

βjf(xi, yj).

Êàê è â ñëó÷àå áèëèíåéíûõ ôóíêöèé, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå матрицы
[f ]e полуторалинейной функции. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà, âûðà-
æàþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, ïðèìåò âèä

f(x, y) = [x]Te [f ]e[y]e,

ïðè÷åì ôîðìóëà
f(x, y) = [x]Te A[y]e,

ãäå A ∈ Cn×n, çàäàåò îáùèé âèä áèëèíåéíîé ôóíêöèè. Ôîðìóëà,
ñâÿçûâàþùàÿ ìàòðèöû îäíîé è òîé æå áèëèíåéíîé ôóíêöèè â áàçè-
ñàõ e è e′, ïðèìåò âèä

[f ]e′ = [e′]Te [f ]e[e′]e.

Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ соединенными, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Q, ÷òî B = QTAQ. Òàêèì îáðàçîì, ñîåäè-
íåííûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè îäíîé è òîé æå ïîëóòîðàëè-
íåéíîé ôóíêöèè â ðàçíûõ áàçèñàõ. Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ ïàð ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû ïåðåâîäèò åå â ñîåäèíåííóþ:
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• ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ñ íîìåðàìè i, j âìåñòå ñ ïåðåñòàíîâêîé
ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i, j,

• óìíîæåíèå i-é ñòðîêè íà α, óìíîæåíèå i-ãî ñòîëáöà íà α,

• ïðèáàâëåíèå ê i-é ñòðîêå j-é, óìíîæåííîé íà α, ïðèáàâëåíèå ê
i-ìó ñòîëáöó j-ãî, óìíîæåííîãî íà α.

Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ эрмитовой, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ x, y èç V ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x, y) = f(y, x). Ìàòðèöà A ∈
Cn×n íàçûâàåòñÿ эрмитовой, èëè самосопряженной, åñëè AT = A.
Ìîæíî äîêàçàòü

Утверждение 141. Пусть f — полуторалинейная функция, то-
гда следующие условия эквивалентны:

1. f — эрмитова;

2. для произвольного базиса e матрица [f ]e эрмитова;

3. существует базис e, в котором матрица [f ]e эрмитова;

4. для любого x ∈ V справедливо f(x, x) ∈ R.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà òàêæå ñïðàâåäëèâà äëÿ ïîëóòîðàëèíåéíûõ
ôóíêöèé, îäíàêî àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà íåñêîëü-
êî óñëîæíèòñÿ.

I. a11 6= 0. Âûïîëíèì íàä ìàòðèöåé A ñëåäóþùèå ñèíõðîííûå
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: äëÿ êàæäîãî i ∈ {2, . . . , n} âû-
÷òåì èç i-é ñòðîêè 1-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ai1/a11 ; äëÿ êàæ-
äîãî j ∈ {2, . . . , n} âû÷òåì èç j-ãî ñòîëáöà 1-é ñòîëáåö, óìíî-
æåííûé íà a1j /a11 . Çàìåòèì, ÷òî a11 ∈ R è a1j = aj1. Î÷åâèäíî,
÷òî ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà A ïåðåéäåò â ñîåäèíåí-
íóþ ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà(

a11 0
0 B(1)

)
. (51)

II. a11 = 0. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
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1. ∀i ∈ {2, 3 . . . , n} ai1 = a1i = 0. Ìàòðèöà A óæå èìååò âèä
(4). Â äàííîì ñëó÷àå íèêàêèõ äåéñòâèé ïðîèçâîäèòü íå
íóæíî.

2. ∃k ∈ {2, 3 . . . , n} ak1 = a1k 6= 0.

1) Åñëè akk 6= 0, òî ïåðåñòàâëÿåì ñòðîêè è ñòîëáöû ñ
íîìåðàìè 1 è k è òåì ñàìûì ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ I.

2) Åñëè akk = 0, òî
à) åñëè Re a1k 6= 0, òî ïðèáàâëÿåì ê 1-é ñòðîêå k-

þ ñòðîêó è 1-ìó ñòîëáöó k-é ñòîëáåö, òåì ñàìûì
ñíîâà ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ I;

á) åñëè Re a1k = 0, òî ïðèáàâëÿåì ê 1-é ñòðîêå k-þ
ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà i; âû÷èòàåì èç 1-ãî ñòîëá-
öà k-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà i; ìû ñíîâà ïðèõî-
äèì ê ñëó÷àþ I.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõ çäåñü äåéñòâèé ìàòðèöà A ïåðåé-
äåò â ñîåäèíåííóþ ìàòðèöó âèäà (51). Äàëåå äîñòàòî÷íî òå æå äåé-
ñòâèÿ ïðîâåñòè ñ ìàòðèöåé B(1) è ò. ä.

Íà ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ канониче-
ского è нормального áàçèñîâ, (íå)ïîëîæèòåëüíî è (íå)îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþòñÿ òåîðåìà ßêîáè, çàêîí èíåðöèè,
êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

Пример 142. Íàéäåì íîðìàëüíûé áàçèñ e′ äëÿ ýðìèòîâîé ïîëó-
òîðàëèíåéíîé ôóíêöèè f , çàäàííîé â áàçèñå e = {e1, e2} ôîðìîé
f(x, y) = ix1y2 − ix2y1.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó [f ]e è ïðèïèøåì ê íåé ñïðàâà åäèíè÷íóþ:(
0 i 1 0
−i 0 0 1

)
.

Èìååì ñëó÷àé II-2.2á. Ïðèáàâëÿåì ê ïåðâîé ñòðîêå âòîðóþ, óìíî-
æåííóþ íà i; âû÷èòàåì èç ïåðâîãî ñòîëáöà âòîðîé, óìíîæåííûé íà
i. Ïîëó÷àåì: (

2 i 1 i
−i 0 0 1

)
.

Ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ I. Ïðèáàâëÿåì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíî-
æåííóþ íà i/2; âû÷èòàåì èç âòîðîãî ñòîëáöà ïåðâûé, óìíîæåííûé
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íà i/2. Ïîëó÷àåì: (
2 0 1 i
0 −1/2

i/2
1/2

)
.

Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè ê êàíîíè÷åñêî-
ìó âèäó çàêîí÷åíî. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê íîðìàëüíîìó âèäó
ïîäåëèì ïåðâóþ ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö íà

√
2 è óìíîæèì âòîðóþ

ñòðîêó è âòðîé ñòîëáåö íà
√

2:(
1 0

√
2/2

i
√

2/2

0 −1 i
√

2/2

√
2/2

)
.

Ìàòðèöó ïåðåõîäà ïîëó÷àåì, òðàíñïîíèðóÿ ìàòðèöó, ñòîÿùóþ ñïðà-
âà:

[e′]e =

( √
2/2

i
√

2/2
i
√

2/2

√
2/2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí íîðìàëüíûé áàçèñ

e′1 =
√

2/2 e1 + i
√

2/2 e2,

e′2 = i
√

2/2 e1 +
√

2/2 e2.

Ïî ìàòðèöå ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè â íàéäåííîì áàçèñå ëåãêî
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà: f(x, y) = x1y1 −
x2y2, ãäå [x]e′ = (x′1, x

′
2)

T. [y]e′ = (y′1, y
′
2)

T. Ïî ìàòðèöå ïåðåõîäà ê
íîðìàëüíîìó áàçèñó îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîîðäè-
íàòû â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ e è e′ ñîîòâåòñòâåííî:{

x1 =
√

2/2 x′1 + i
√

2/2 x′2,

x2 = i
√

2/2 x′1 +
√

2/2 x′2.

3.2. Квадратичные комплексные функции

Ôóíêöèÿ g : V → C íàçûâàåòñÿ квадратичной, åñëè g(x) = f(x, x)
äëÿ íåêîòîðîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè f .

Пример 143. Ôóíêöèÿ g(x) = |x1|2−2x1x2+2|x2|2 â C2 ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x, y) = x1y1−x1y2−x2y1+
2x2y2 � ïîëóòîðàëèíåéíàÿ è g(x) = f(x, x).
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Íàïîìíèì, ÷òî â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ïî êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùóþ åé áèëèíåéíóþ ìîæíî âîññòàíîâèòü áåñ-
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Â îòëè÷èå îò ýòîãî â êîìïëåêñíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïî êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóòîðà-
ëèíåéíàÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Утверждение 144. Пусть g : V → C — квадратичная функ-
ция, тогда полуторалинейная функция f , для которой g(x) = f(x, x),
существует и единственна.

Доказательство. Òàê êàê g � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ åé ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f ñóùåñòâóåò ïî îïðå-
äåëåíèþ. Äîêàæåì åå åäèíñòâåííîñòü. Èìååì

g(x + y) = f(x + y, x + y) = f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y),
g(x− y) = f(x− y, x− y) = f(x, x)− f(x, y)− f(y, x) + f(y, y),
g(x + iy) = f(x + iy, x + iy) = f(x, x)− if(x, y) + if(y, x) + f(y, y),
g(x− iy) = f(x− iy, x− iy) = f(x, x) + if(x, y)− if(y, x) + f(y, y),

îòêóäà, óìíîæàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà íà 1, −1, i è −i ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

f(x, y) =
1
4
(
g(x + y)− g(x− y) + ig(x + iy)− ig(x− iy)

)
. (52)

Òàêèì îáðàçîì, f ïî g âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. ut

Матрицей квадратичной функции íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôóíêöèè.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ g : V → C íàçûâàåòñÿ эрмитовой, åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f ýðìèòîâà.

Â ñèëó äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ íà ýðìèòîâû êâàäðàòè÷íûå ôóíê-
öèè ïåðåíîñÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû òåîðèè ýðìèòî-
âûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôóíêöèé: ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ канонического
è нормального áàçèñà, знакопостоянной è знакопеременной ýðìèòî-
âîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè, ïåðåíîñÿòñÿ òåîðåìà ßêîáè, çàêîí èíåð-
öèè è êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.
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3.3. Унитарные пространства

Определение 145. Ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî V íà-
çûâàåòñÿ унитарным, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå V × V → C, ñòàâÿ-
ùåå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ V ÷èñëî (x, y) ∈ C, íàçûâàåìîå
скалярным произведением, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. (x, y) = (y, x),

2. (x + y, z) = (x, z) + (y, z),

3. (αx, y) = α(x, y),

4. x 6= 0 ⇒ (x, x) > 0

äëÿ ëþáûõ x, y, z èç V è α èç R. Ñâîéñòâà 1)�4) íàçûâàþòñÿ аксио-
мами унитарного пространства.

Замечание 146. Åñëè 1-þ àêñèîìó óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà çà-
ìåíèòü íà (x, y) = (y, x), òî âûïîëíåíèå 4-é àêñèîìû íå áóäåò âîç-
ìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, åñëè (x, x) > 0, òî (ix, ix) =
i2(x, x) = −(x, x) < 0.

Àíàëîãè÷íî åâêëèäîâîìó ïðîñòðàíñòâó ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, è íàîáîðîò, ëþ-
áóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ýðìèòîâó ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Пример 147. Ñèììåòðè÷íàÿ ýðìèòîâà ôóíêöèÿ

(x, y) =
n∑

j=1

xjyj , ãäå x =

 x1

...
xn

 , y =

 y1

...
yn

 ,

â ïðîñòðàíñòâå Cn ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå Cn (стандартное ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn).
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Íà ñëó÷àé óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïåðåíîñèòñÿ ïîíÿòèå матри-
цы Грама. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà íåîòðèöàòåëåí è ðàâåí íó-
ëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ôîðìó-
ëà âûðàæåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
ïðèìåò âèä:

(x, y) = [x]Te Γe[y]e.

Íà ñëó÷àé óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïåðåíîñèòñÿ ïîíÿòèå íîðìû
âåêòîðà, óãëà ìåæäó âåêòîðàìè, îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ è ñè-
ñòåì âåêòîðîâ, ñîõðàíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òåîðåìà Ïèôàãîðà. Äîêàçàòåëüñòâà â öåëîì
ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, îäíàêî òðåáóþò àêêóðàòíîãî îáðàùåíèÿ ñ
îïåðàöèåé êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Упражнение. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óòâåðæäå-
íèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå Ïèôàãîðà, â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå íåâåð-
íî.

Â óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîãî è
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñîâ, ïðè÷åì ñâîéñòâà êîîðäèíàò âåêòîðîâ
â ýòèõ áàçèñàõ (ñì. óòâåðæäåíèÿ 64, 65) ñîõðàíÿþòñÿ. Â îðòîíîðìè-
ðîâàííîì áàçèñå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäè-
íàòû âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå:

(x, y) = x1y1 + . . . + xnyn.

Ïóñòü V è V ′ � óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ϕ : V → V ′ íàçûâàåòñÿ изоморфизмом унитарных про-
странств, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y èç V è ëþáîãî âåùåñòâåí-
íîãî ÷èñëà α âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1. ϕ(x + y) = ϕx + ϕy,

2. ϕ(αx) = α(ϕx),

3. (ϕx, ϕy) = (x, y).

Унитарные пространства V è V ′ íàçûâàþòñÿ изоморфными, åñëè
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : V → V ′.
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Êàê è â ñëó÷àå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà V è V ′ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà dim V = dim V ′.

Ìàòðèöà A ∈ Cn×n íàçûâàåòñÿ унитарной, åñëè A
T

= A−1, ò. å.
AAT = ATA = E. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü óíèòàðíîé ìàòðèöû
ïî ìîäóëþ ðàâåí 1. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñòðîêè (ñòîëáöû) óíèòàðíîé
ìàòðèöû A ∈ Cn×n, ðàññìàòðèâàåìûå êàê âåêòîðû àðèôìåòè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâàCn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îáðàçó-
þò îðòîíîðìèðóåìóþ ñèñòåìó. Ïóñòü e = {e1, e2, . . . , en} � îðòîíîð-
ìèðîâàíûé áàçèñ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà
âåêòîðîâ e′ = {e′1, e′2, . . . , e′n} òàêæå îáðàçîâûâàëà îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà ïåðåõîäà [e′]e
áûëà áû óíèòàðíîé.

Â óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ортогонального
дополнения, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 81 î ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà â
ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.
Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ортогональной проекции è перпендикуляра.

Ñîõðàíÿåòñÿ àëãîðèòì èç ðàçäåëà 2.10 íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè ñ ïî-
ìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé (30). Åñëè a1, . . . , ak

� ñòîëáöû ìàòðèöû A ∈ Cn×k, ðàññìàòðèâàåìûå êàê âåêòîðû óíè-
òàðíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì, a ∈ Cn, òî

Γ(a1, . . . , ak) = ATA

è ñèñòåìà óðàâíåíèé (30) ïðèîáðåòàåò âèä:

A
T
Ay = A

T
a, ãäå y = (α1, . . . , αk)T.

Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î äëèíå ïåðïåí-
äèêóëÿðà. Åå äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò àêêóðàòíîãî îáðàùåíèÿ ñî çíà-
êàìè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Ñîõðàíÿåòñÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçà-
öèè Ãðàìà�Øìèäòà è òåîðåìà 106.

Íåðàâåíñòâî Àäàìàðà ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ìàò-
ðèö. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû 106 ïîëó÷àåì, ÷òî

|detA|2 = det(ATA) ≤ |a1|2 · . . . · |ak|2,

îòêóäà |detA| ≤ (α
√

n)n.
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Упражнение 148. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèö âèäà

A = (aij) ∈ Cn×n, ãäå aij = ε(i−1)(j−1), ε = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
,

íåðàâåíñòâî Àäàìàðà ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Указание: Íàéòè
det(ATA).

Êàê è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ââî-
äÿòñÿ ïîíÿòèÿ íàêëîííîé è ðàññòîÿíèÿ, ñîõðàíÿåòñÿ òåîðåìà î äëèíå
íàêëîííîé è òåîðåìà î âûðàæåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëèíåéíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè ÷åðåç äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà.

Äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå нормального ðåøåíèÿ. Íîðìàëüíîå ðå-
øåíèå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå x̃ = ortW x0 = prW⊥ x0, ãäå x0 �
÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû, à W � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñî-
îòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ñòàíäàðòíîå, òî íîðìàëüíîå ðåøåíèå x̃ ñèñòåìû Ax = b îïðåäåëÿåòñÿ
èç ðàâåíñòâà x̃ = A

T
y, ãäå y � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû AA

T
y = b.

Äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå псевдорешения.
Êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, âñå ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû Ax = b
ìîæíî íàéòè èç ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = prW b, ãäå W � ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âñå ïñåâäîðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè èç ðåøåíèé ñèñòåìû
A

T
Ax = A

T
b.
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