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2 ОГЛАВЛЕНИЕ



Глава 11

Группы, кольца, поля

11.1. Числовые кольца и поля

1. Какие из следующих множеств образуют кольцо, а какие поле:
1) множество {0};
2) множество N натуральных чисел;
3) множество целых неотрицательных чисел;
4) множество целых неположительных чисел;
5) множество Z целых чисел;
6) множество 2Z четных чисел;
7) множество nZ целых чисел, кратных заданному числу n 6= 0;
8) множество Q рациональных чисел;
9) множество иррациональных чисел;

10) множество R вещественных чисел;
11) множество C комплексных чисел;
12) множество Z[i] целых гауссовых чисел, т. е. комплексных чисел с целыми

действительной и мнимой частями;
13) множество комплексных чисел с рациональными действительной и мни-

мой частями?
2. Какие из колец предыдущей задачи не содержат 1?
3. Доказать, что любое числовое поле содержит Q.
4. Является ли автоморфизмом поля R отображение

1) x 7→ −x; 2) x 7→ 2x?
5. Является ли автоморфизмом поля C отображение

1) x 7→ −x; 2) x 7→ x; 3) x 7→ 2x; 4) x 7→ ix?
6. Доказать, что

1) кольца Z и nZ при n ≥ 2 не изоморфны
2) поля Q и R не изоморфны;
3) поля R и C не изоморфны;
4) при любом изоморфизме числовых полей подполе Q отображается тож-

дественно, следовательно, поле Q обладает только тождественным авто-
морфизмом;
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5) поле R обладает только тождественным автоморфизмом.
7. Найти все автоморфизмы поля C, переводящие действительные числа снова

в действительные.
8. Какие из следующих множеств образуют кольцо, а какие поле:

1) множество чисел вида a+ b
√
2, где a, b — целые;

2) множество чисел a+ b
√
2, где a, b — рациональные;

3) множество чисел a+ b 3
√
2, где a, b — целые;

4) множество чисел a+ b 3
√
2, где a, b — рациональные;

5) множество чисел a+ b 3
√
2 + c 3

√
4, где a, b, c — целые;

6) множество чисел a+ b 3
√
2 + c 3

√
4, где a, b, c — рациональные?

9. Изоморфны ли поля
{

a+ b
√
2 : a, b ∈ Q

}

и
{

a+ b
√
3 : a, b ∈ Q

}

?
10. Найти элемент, обратный к заданному:

1) 2 + 3
√
3 в поле

{

a+ b
√
3 : a, b ∈ Q

}

;

2) 1−
√
5 в поле

{

a+ b
√
5 : a, b ∈ Q

}

;

3) 3 + 3
√
2− 3 3

√
4 в поле

{

a+ b 3
√
2 + c 3

√
4 : a, b, c ∈ Q

}

;

4) 1− 2 3
√
3 + 3

√
9 в поле

{

a+ b 3
√
3 + c 3

√
9 : a, b, c ∈ Q

}

.
11. Пусть α — корень неприводимого над полем Q многочлена f(x) ∈ Q[x] степе-

ни n ≥ 2. Доказать, что числа вида a0 + a1α + a2α
2 + · · · + an−1α

n−1 с рацио-
нальными a0, a1, . . . , an−1 образуют поле, причем каждый элемент этого поля
однозначно записывается в таком виде. Говорят, что это поле, обозначаемое
Q(α), получено присоединением числа α к полю рациональных чисел.

12. В поле, полученном присоединением к Q корня многочлена α4 − α3 + 2α+ 1,
найти число, обратное 3α3 + α2 − 2α− 1.

13. Описать поле Q(
√
2+

√
3). Найти в этом поле элемент, обратный к указанным

элементам:
1)

√
2 +

√
3; 2) 1 +

√
2 +

√
3; 3) 2 +

√
2− 2

√
3.

11.2. Группы

11.2.1. Определения и примеры полугрупп и групп

14. Какие из следующих множеств чисел относительно сложения образуют полу-
группу, а какие группу:
1) множество N натуральных чисел;
2) множество целых неотрицательных чисел;
3) множество целых неположительных чисел;
4) множество Z целых чисел;
5) множество 2Z четных чисел;
6) множество nZ целых чисел, кратных заданному числу n 6= 0;
7) множество Q рациональных чисел;
8) множество иррациональных чисел;
9) множество R вещественных чисел;
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10) множество C комплексных чисел?
15. Какие из следующих множеств чисел относительно умножения образуют по-

лугруппу, а какие группу:
1) множество N натуральных чисел;
2) множество целых неотрицательных чисел;
3) множество целых неположительных чисел;
4) множество Z целых чисел;
5) множество nZ целых чисел, кратных заданному числу n 6= 0;
6) множество Q рациональных чисел;
7) множество Q∗ ненулевых рациональных чисел;
8) множество Q+ положительных рациональных чисел;
9) множество иррациональных чисел;

10) множество R вещественных чисел;
11) множество R∗ ненулевых вещественных чисел;
12) множество R+ положительных вещественных чисел;
13) множество C комплексных чисел;
14) множество C∗ ненулевых комплексных чисел;
15) множество Un всех значений корня n-й степени из 1;
16) множество всех корней натуральной степени из 1;
17) множество U всех комплексных чисел, по модулю равных 1;
18) множество Hn чисел вида

ρ

(

cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n

)

,

где ρ > 0, k = 0, 1, . . . , n− 1?
16. Доказать, что мультипликативная группа всех значений корня n-й степени из

1 является единственной конечной мультипликативной группой с числовыми
элементами порядка n, за исключением случая n = 1.

17. Образуют ли полугруппу/группу
1) вещественные числа относительно вычитания;
2) вещественные числа относительно операции −a− b;
3) ненулевые вещественные числа относительно деления;
4) натуральные числа относительно операции НОД {a, b}?

18. Образует ли полугруппу/группу множество положительных вещественных
чисел относительно указанной операции:
1) a ◦ b = ab;
2) a ◦ b = a2b2?

19. Пусть X — некоторое непустое множество. Образует ли множество 2X по-
лугруппу/группу относительно указанной операции? Указать нейтральный
элемент, если он существует:
1) объединение множеств;
2) пересечение множеств;
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3) симметрическая разность множеств?
20. Какие из следующих множеств с указанными операциями образуют полугруп-

пу, а какие группу:
1) множество векторов плоскости относительно сложения;
2) множество векторов пространства относительно сложения;
3) множество векторов пространства относительно скалярного произведе-

ния;
4) множество векторов пространства относительно векторного произведе-

ния?
21. Пусть K — кольцо, а F — поле. Какие из следующих множеств являются

полугруппами, а какие группами:
1) множество K[x] многочленов с коэффициентами из K относительно сло-

жения;
2) K[x] относительно умножения;
3) K[x] относительно суперпозиции: fg = f(g(x));
4) F [x] относительно умножения?

22. Доказать, что
1) множество всех отображений множества {1, 2, . . . , n} в себя относительно

операции композиции (произведения) образует полугруппу, но (при n > 1)
не группу;

2) множество всех подстановок (биективных отображений) множества {1, 2, . . . , n}
на себя образует группу относительно произведения. Эта группа называ-
ется симметрической группой степени n и обозначается Sn. Найти ее
порядок;

3) множество всех четных подстановок образует подгруппу в Sn. Эта под-
группа называется знакопеременной группой степени n и обозначается
An. Найти ее порядок;

4) множество нечетных подстановок подгруппы не образуют.
23. ПустьX — некоторое непустое множество (возможно, бесконечное). Доказать,

что
1) множество всех отображений X → X относительно операции произведе-

ния образует полугруппу, но (при |Z| 6= 1) не группу;
2) множество всех биективных отображений X → X относительно операции

произведения образует группу.
24. Доказать теорему Кэли:

1) любая конечная группа изоморфна некоторой подгруппе симметрической
группы;

2) любая бесконечная группа изоморфна некоторой подгруппе группы биек-
ций некоторого множества на себя.

25. Доказать, что множество Km×n всех матриц размера m × n с элементами из
кольца K относительно операции сложения образуют абелеву группу.

26. Пусть V — линейное пространство над полем F . Доказать, что относительно
сложения множество V — абелева группа.
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27. Пусть F — некоторое поле. Доказать, что

1) множество F n×n всех матриц порядка n относительно умножения образу-
ют полугруппу, но не группу;

2) множество всех невырожденных матриц порядка n относительно умноже-
ния образуют группу. Эта группа называется полной линейной группой и
обозначается GL(F, n);

3) множество всех матриц порядка n с определителем, равным 1, относи-
тельно умножения образуют группу. Эта группа называется специальной
линейной группой и обозначается SL(F, n).

28. Доказать, что

1) множество всех ортогональных вещественных матриц порядка n отно-
сительно операции умножения образуют группу. Эта группа называется
полной ортогональной группой и обозначается GO(n);

2) множество всех ортогональных матриц порядка n с определителем, рав-
ным 1, относительно операции умножения образуют группу. Эта группа
называется специальной ортогональной группой и обозначается SO(n);

3) GO(n) является подгруппой группы вещественных матриц порядка n с
определителем ±1;

4) множество всех унитарных комплексных матриц порядка n относительно
умножения образуют группу. Эта группа называется полной унитарной
группой и обозначается GU(n);

5) множество всех унитарных матриц порядка n с определителем, равным
1, относительно умножения образуют группу. Эта группа называется спе-
циальной унитарной группой и обозначается SU(n);

6) GU(n) является подгруппой группы комплексных матриц порядка n с
определителем, по модулю равным 1.

29. Доказать, что

1) множество квадратных матриц порядка n, в каждой строке и каждом
столбце которых не более одной единицы, а остальные нули, относительно
умножения образуют полугруппу, но не группу. Каков ее порядок?

2) множество квадратных матриц порядка n, в каждой строке и каждом
столбце которых ровно одна единица, а остальные нули, относительно
умножения образуют группу. Каков ее порядок? Доказать, что эта группа
изоморфна Sn;

3) множество квадратных матриц порядка n, в каждой строке и каждом
столбце которых ровно один ненулевой элемент, равный ±1, относительно
умножения образуют группу. Каков ее порядок?

30. Доказать, что

1) множество Zn×n квадратных целочисленных матриц порядка n относи-
тельно умножения образует полугруппу, но не группу;

2) множество квадратных целочисленных унимодулярных (т. е. с определи-
телем ±1) матриц порядка n относительно умножения образуют группу;
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3) множество квадратных целочисленных матриц порядка n с определите-
лем 1 относительно умножения образуют группу.

31. Пусть V — линейное пространство над полем F размерности n. Доказать, что
1) множество всех преобразований пространства V относительно умножения

образует полугруппу, но не группу;
2) при этом множество всех невырожденных преобразований образует груп-

пу, изоморфную GL(F, n).
32. Доказать, что

1) множество всех ортогональных преобразований вещественного простран-
ства размерности n образует группу, изоморфную GO(n);

2) множество всех унитарных преобразований комплексного пространства
размерности n образует группу, изоморфную GU(n).

33. Пусть V — евклидово или унитарное пространство. Какие из следующих мно-
жеств преобразований пространства V образуют полугруппу, а какие группу:
1) множество всех самосопряженных преобразований относительно сложе-

ния;
2) множество всех самосопряженных преобразований относительно умноже-

ния?
34. Доказать, что каждое из следующих множеств преобразований прямой, плос-

кости или пространства образует группу относительно операции произведе-
ния отображений:
1) движения (изометрии) плоскости/пространства включая отражения;
2) движения (изометрии) плоскости/пространства без отражений;
3) движения (изометрии) плоскости/пространства включая отражения, пе-

реводящие заданную фигуру в себя;
4) движения (изометрии) плоскости/пространства без отражений, перево-

дящие заданную фигуру в себя. Если фигура ограниченная, то достаточ-
но рассматривать только вращения вокруг некоторой точки, поэтому эта
группа называется также группой вращения заданной фигуры. Элементы
этой группы называются самосовмещениями фигуры.

34I. Найти порядок группы движений отрезка
1) на прямой;
2) на плоскости;
3) в пространстве.

35. Группа движений плоскости без отражений, переводящих правильный n-угольник
в себя, называется группой вращения заданного n-угольника. Группа движе-
ний плоскости (включая отражения), переводящих правильный n-угольник в
себя, называется группой диэдра.
1) Найти порядок группы вращений n-угольника.
2) Найти порядок группы диэдра.
3) Проверить, что при n = 3 группа диэдра изоморфна S3.
4) Доказать, что при n = 4 группа диэдра изоморфна группе подстановок ε,

(1 3), (2 4), (1 2)(3 4), (1 4)(2 3), (1 3)(2 4), (1 2 3 4), (1 4 3 2).
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36. Доказать, что
1) группа вращений правильной n-угольной пирамиды (при n = 3 пирамида

не должна быть правильным тетраэдром) изоморфна группе вращений
правильного n-угольника;

2) группа вращений правильной n-бипирамиды (при n = 3 бипирамида не
должна быть правильным октаэдром) изоморфна группе диэдра. Другое
название бипирамиды — диэдр, отсюда название группы.

37. Доказать, что четверная группа Клейна

V4 = {ε, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

изоморфна каждой из следующих групп:
1) {ε, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)};
2) группе движений прямоугольника (не являющегося квадратом);
3) группе движений ромба (не являющегося квадратом);
4) мультипликативной группе матриц, состоящей из

(

1 0

0 1

)

,

(

1 0

0 −1

)

,

(

−1 0

0 1

)

,

(

−1 0

0 −1

)

.

38. Найти порядок группы вращений каждого из пяти правильных многогранни-
ков.

39. Доказать, что
1) группа вращений тетраэдра изоморфна A4;
2) группы вращений куба и октаэдра изоморфны S4;
3) группы вращений икосаэдра и додекаэдра изоморфны A5.

40. Пусть G = 〈V, E〉 — простой без петель и кратных ребер граф. Здесь V —
конечное множество вершин, а E — множество ребер, т. е. неупорядоченных
пар (i, j), где i 6= j, i ∈ V , j ∈ V . Автоморфизмом графа G называется такое
отображение ϕ : V → V , при котором (ϕi, ϕj) ∈ E тогда и только тогда, когда
(i, j) ∈ E. Доказать, что множество AutG автоморфизмов графа G является
группой, если в качестве произведения автоморфизмов рассматривается их
последовательное выполнение.

41. Пусть G — группа. Доказать, что множество AutG автоморфизмов группы G
также является группой, если в качестве произведения автоморфизмов рас-
сматривается их последовательное выполнение.

42. Доказать, что
1) множество всех аффинных преобразований линейного пространства от-

носительно умножения образует группу;
2) множество всех изометрий (движений, включая отражения) веществен-

ного пространства относительно операции умножения образует группу.
43. На множестве Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, где n > 1, введены операция сложения

по модулю n: a⊕n b есть остаток от деления a+b на n, и операция умножения
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по модулю n: a⊗n b есть остаток от деления ab на n. Записать таблицы моду-
лярного сложения и модулярного умножения в Zn (n = 2, 3, . . . , 6). Доказать,
что
1) Zn относительно операции сложения по модулю n образует циклическую

группу;
2) (р) Zn относительно операции умножения по модулю n образует полу-

группу, но (при n ≥ 2) не группу;
3) {1, 2, . . . , n− 1} относительно операции умножения по модулю n образует

группу тогда и только тогда, когда n простое.
4) Обозначим Z∗

n множество ненулевых элементов множества Zn, взаимно
простых с n. Число таких элементов равно ϕ(n) — функции Эйлера. В
частности, Z∗

p = {1, 2, . . . , p− 1}, если p — простое. Доказать, что Z∗
n от-

носительно операции умножения по модулю n — группа.
44. Доказать, что 4-элементное множество матриц

E =

(

1 0

0 1

)

, I =

(

0 1

−1 0

)

, −E, −I

относительно операции матричного умножения образует группу, изоморфную
группе U4 корней 4-й степени из 1.

45. Доказать, что 8-элементное множество матриц

E =

(

1 0

0 1

)

, I =

(

i 0

0 −i

)

, J =

(

0 1

−1 0

)

,

K =

(

0 i

i 0

)

, −E, −I, −J, −K

относительно операции матричного умножения образует неабелеву группу
(группу кватернионных единиц Q8). Найти все подгруппы группы Q8.

46. Доказать, что множество дробно-рациональных функций вида

f(x) =
ax+ b

cx+ d
,

где a, b, c, d — вещественные и ad − bc 6= 0, является группой относительно
операции суперпозиции.

47. Доказать, что множество функций

f1(x) = x, f2(x) =
1

x
, f3(x) = 1− x, f4(x) =

x

x− 1
,

f5(x) =
x− 1

x
, f6(x) =

1

1− x

относительно операции суперпозиции образует группу, изоморфную S3.
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48. Пусть M — множество точек кривой y = x3. Определим на M операцию
сложения. Пусть P,Q ∈ M . Проведем через P и Q прямую (если P и Q сов-
падают, то проведем касательную к M в точке P ). Пусть R — третья точка
пересечения этой прямой с M . Обозначим через S точку, симметричную R,
относительно начала координат. Точку S назовем суммой точек P и Q. До-
казать, что M относительно введенной операции сложения образует абелеву
группу.

49. Пусть E — множество точек эллиптической кривой y2 = x3 + ax + b, где
4a3 + 27b2 6= 0, дополненное «бесконечно удаленной» точкой N :

E =
{

(x, y) ∈ R2 : y2 = x3 + ax+ b
}

∪ {N} .

Определим на E операцию сложения. Положим

N + (x, y) = (x, y) +N = (x, y), (x, y) + (x,−y) = N.

Пусть теперь P = (x1, y1), Q = (x2, y2), где x1 6= x2. Для определения суммы
P + Q проведем через эти точки прямую. Пусть R = (x3, y3) — третья точка
пересечения этой прямой с E. Положим P +Q = (x3,−y3). Для определения
P + P проведем через P касательную; далее аналогично. Доказать, что E
относительно введенной операции сложения образует абелеву группу. Данная
конструкция работает над произвольным полем характеристики, отличной от
2 и 3.

50. Доказать, что если квадрат любого элемента группы равен единице, то группа
абелева.

51. Найти все с точностью до изоморфизма группы 1) третьего; 2) четвертого;
3) шестого порядков. Выписать их таблицы умножения. Для каждой группы
найти в Sn изоморфную подгруппу.

52. На множестве G = {e, a, b, c, d} введена операция умножения согласно таблице

e a b c d

e e a b c d

a a e d b c

b b c e d a

c c d a e b

d d b c a e

Является ли G группой?
53. Доказать, что изоморфны аддитивная группа Z всех целых чисел и аддитив-

ная группа nZ всех целых, кратных заданному n 6= 0.
54. Доказать, что

1) мультипликативная группа положительных вещественных чисел изоморф-
на аддитивной группе всех вещественных чисел;
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2) мультипликативная группа положительных рациональных чисел не изо-
морфна аддитивной группе всех рациональных чисел.

55. Найти все автоморфизмы аддитивной группы рациональных чисел.

56. Доказать, что в группе G

1) единица единственна;

2) для любого a из G обратный элемент a−1 единственен.

57. Доказать, что

1) если G — группа, то для любых a, b из G каждое из уравнений ax = b и
xa = b имеет в G единственное решение;

2) если G — группа, то для любых a, b, c из G из равенства ab = ac следует
b = c (сокращение слева), а из равенства ab = cb следует a = c (сокращение
справа);

3) если для любых a, b из полугруппы G каждое из уравнений ax = b и
xa = b имеет в G по крайней мере одно решение, то G — группа;

4) еслиG— конечная полугруппа и для любых a, b изG каждое из уравнений
ax = b и xa = b имеет в G не более одного решения, то G — группа (т. е.
конечная полугруппа с сокращением вляется группой);

5) привести пример полугруппы с сокращением, которая не является груп-
пой.

58. Пусть G — группа, а H — непустое подмножество в G. Доказать, что

1) H — подгруппа тогда и только тогда, когда ab ∈ H и a−1 ∈ H для любых
a, b из H;

2) H — подгруппа тогда и только тогда, когда ab−1 ∈ H для любых a, b из
H;

3) если H конечно, то для того, чтобы H была подгруппой необходимо и
достаточно, чтобы ab ∈ H для любых a, b из H.

59. Доказать, что любая бесконечная группа содержит бесконечное число под-
групп.

60. Доказать, что конечная полугруппа содержит идемпотент, т. е. такой эле-
мент a, что a2 = a.

61. Доказать, что множество обратимых элементов кольца K, содержащего еди-
ницу, образует группу (обозначается K∗).

62. Найти группу обратимых элементов следующих колец:

1) F — поле;

2) F n×n, где F — поле;

3) K[x], где K — коммутативное кольцо с единицей.

63. Вычислить порядок группы GL(Zp, n), где p — простое число.

64. Вычислить порядок группы GL(Zm, n), где m ≥ 2.

65. Приведите пример неабелевой группы нечетного порядка. Какое минимальное
число элементов содержит такая группа?

66. Доказать, что пересечение двух и более подгрупп одной группы является
группой.
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67. Определим произведение двух подмножеств A и B группы G следующим об-
разом: AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}. Верно ли, что произведение двух подгрупп
является подгруппой?

68. Доказать, что произведение HK двух подгрупп H и K группы G является
подгруппой тогда и только тогда, когда HK = KH.

69. Докажите, что если объединение двух подгрупп H и K группы G является
подгруппой, то либо H подгруппа в K, либо K подгруппа в H.

70. Пусть H и K — две подгруппы в группе G. Доказать, что

|HK| = |H| · |K|
|H ∩K| .

71. Аддитивная группа целых чисел Z изоморфна любой своей собственной под-
группе. Существуют ли другие группы с таким свойством?

72. Доказать, что подгруппа H индекса 2 произвольной группы G содержит квад-
раты всех элементов группы G.

11.2.2. Порядок элемента в группе. Циклические группы

73. Пусть A — некоторое непустое подмножество элементов группы G. Подгруп-
пой, порожденной множеством A, называется минимальная (по включению)
подгруппа H, содержащая A, т. е. такая подгруппа H, содержащая A, что лю-
бая подгруппа, содержащая A, содержит также H. Обозначение: H = (A).
При этом множество A называется образующим или порождающим. Если
A = {a1, a2, . . . , am}, то подгруппа (A) обозначается (a1, . . . , am). Доказать,
что

1) (A) есть пересечение (возможно бесконечное) всех подгрупп в G, содер-
жащих A;

2) (A) состоит из всех произведений вида a1a2 . . . at из произвольного ко-
нечного числа t множителей, где ai ∈ A или a−1

i ∈ A (i = 1, 2, . . . , t); в
частности, подгруппа (a), порождаемая одним элементом a, содержит все
степени ak, где k ∈ Z.

Порядком |a| элемента a называется порядок порождаемой этим элементом под-
группы (a). Если G = (a), то группа G называется циклической.

74. Пусть a, b, c — некоторые элементы группы G. Доказать, что

1) элементы ab и ba имеют одинаковый порядок;

2) элементы aba−1 и b имеют одинаковый порядок;

3) элементы abc, bca, cab имеют одинаковый порядок.

4) Привести пример, показывающий, что элементы abc, acb могут иметь раз-
ный порядок.

75. Доказать, что порядок любой подстановки в Sn равен наименьшему общему
кратному длин независимых циклов, входящих в ее разложение.

76. Найти порядок элемента группы:
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1)

(

1 2 3 4 5

3 4 5 2 1

)

в S5;

2)

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 1 4 5 3 7 8 9 10 6

)

в S10;

3) −
√
3

2
− 1

2
i в C∗; 4) −

√
2

2
+

√
2

2
i в C∗;

5)

(

0 1

i 0

)

в GL(C, 2); 6)

(

1 a

0 −1

)

в GL(C, 2);

7)









0 0 1

1 0 0

0 1 0









в GL(R, 3);

8) (1 2)(3 4 5)(6 7 8 9)(10 11 12 13 14)(15 16 17 18 19 20) группы S20.

77. Доказать, что элемент z =
3 + 4i

5
в C∗ имеет бесконечный порядок.

78. Найти все элементы порядка 6 в группе
1) C∗; 2) S5; 3) A5.

79. Доказать, что во всякой группе четного порядка есть элемент порядка 2.
80. Пусть a — элемент группы G, причем |a| = n. Доказать, что для того, чтобы

am = e необходимо и достаточно, чтобы m ... n.
81. Доказать, что циклическая группа является абелевой. Вывести отсюда, что

группа Sn при n ≥ 3 не абелева.
82. Доказать, что

1) любая конечная циклическая группа изоморфна мультипликативной груп-
пе Un всех значений корня n-й степени из 1;

2) любая бесконечная циклическая группа изоморфна аддитивной группе
целых чисел Z.

83. Найти все образующие аддитивной группы целых чисел.
84. Доказать, что любая подгруппа циклической группы (конечной или бесконеч-

ной) циклическая.
85. Построить все подгруппы аддитивной группы целых чисел.
86. Пусть G = (a) — конечная циклическая группа порядка n. Доказать, что

|ak| = n

НОД {n, k}

(в частности, элемент ak тогда и только тогда является образующим группы
G, когда n и k взаимно просты). Вывести отсюда, что для любого делителя
m числа n существует единственная подгруппа порядка m и других подгрупп
в циклической группе нет.

87. Найти все подгруппы циклической группы G = (a) порядка n, где
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1) n = 6; 2) n = 24.

88. Пусть G = (a) — конечная циклическая группа порядка n. Доказать, что

1) если n и k взаимно просты, то в G существует корень k
√
a, т.е. a является

k-й степенью некоторого элемента из G;

2) если n четно, то все элементы в G являются квадратами.

89. Порождающие элементы мультипликативной группы всех значений корня n-
й степени из 1 называются первообразными или примитивными корнями n-
й степени. Докажите, что следующее определение эквивалентно: корень n-й
степени из 1 называется первообразным, если он не является корнем m-й
степени из 1 ни для какого m < n.

90. Выпишите все первообразные корни из 1 степени n для значений n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12.

91. При каких n группа Zn с операцией сложения по модулю n (см. № 43) является
циклической? Указать все порождающие элементы.

92. Известно, что группа Z∗
p с операцией умножения по модулю p, где p — простое,

является циклической (см. № 322). Найти все порождающие элементы этой
группы для p = 2, 3, 5, 7, 11.

93. Периодической частью группы G называется множество всех ее элементов
конечного порядка.

1) Доказать, что периодическая часть абелевой группы является подгруп-
пой.

2) Верно ли утверждение 1) для неабелевой группы?

3) Найти периодическую часть группы C∗.

94. Описать элементы конечного порядка в группах:

1) GL(Z, 2); 2) GL(R, 2); 3) GL(C, 2).
95. Пусть a и b некоторые элементы группы G, порядки которых взаимно про-

сты, причем ab = ba. Доказать, что порядок элемента ab равен произведению
порядков a и b.

96. Пусть a и b некоторые элементы группы G, причем ab = ba. Доказать, что

1) НОК {|a|, |b|} делится на |ab|. Привести пример коммутирующих элемен-
тов a и b, для которых НОК {|a|, |b|} 6= |ab|.

2) в G существует элемент c такой, что |c| = НОК {|a|, |b|}.
97. Пусть G — конечная абелева группа и m = max

g∈G
|g|. Доказать, что m делится

на порядок любого элемента из G.

98. Доказать, что множество G всех пар (a, b), где a ∈ R\{0}, b ∈ R является
группой относительно операции

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1).

Найти в G две подгруппы, одна из которых изоморфна аддитивной груп-
пе действительных чисел, а другая — мультипликативной группе ненулевых
действительных чисел. Указать в G все инволюции. Содержит ли G элементы
конечного порядка, большего двух?
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99. Пусть G конечная группа и Gk = {x ∈ G : xk = e}, k ∈ N. Доказать, что G
циклическая тогда и только тогда, когда |Gk| ≤ k для всех k ∈ N.

100. Доказать, что абелева группа порядка pq, где p и q — различные простые
числа, является циклической.

11.2.3. Симметрическая группа

101.

102.

103. Чему равен наибольший порядок элемента в группе S12?
104. Доказать:

1) симметрическая группа Sn при n ≥ 2 порождается множеством всех транс-
позиций (i j);

2) симметрическая группа Sn при n ≥ 2 порождается множеством транспо-
зиций (1 2), (1 3), . . . , (1n);

3) симметрическая группа Sn при n ≥ 2 порождается множеством всех транс-
позиций соседних элементов (i, i+ 1);

4) симметрическая группа Sn при n ≥ 3 порождается множеством из двух
циклов: (1 2), (1 2 . . . n);

5) знакопеременная группа An при n ≥ 3 порождается множеством всех
тройных циклов (i j k);

6) знакопеременная группа An при n ≥ 3 порождается множеством тройных
циклов (1 2 3), (1 2 4), . . . , (1 2n).

105. Найти все подгруппы
1) четверной группы Клейна V4;
2) группы S3;
3) группы A4.

106. Доказать, что при n > 1 знакопеременная группа An является единствен-
ной подгруппой индекса 2 в группе Sn. Привести пример конечной группы,
обладающей несколькими подгруппами индекса 2.

11.2.4. Смежные классы, нормальные делители, фактор-группы

107. Какие из отображений ϕ : R∗ → C∗ являются гомоморфизмами:
1) ϕa = |a|; 2) ϕa = 2|a|; 3) ϕa = |a|2;
4) ϕa =

1

|a| ; 5) ϕa = 1 + |a|; 6) ϕa = 1; 7) ϕa = 2?

108. Какие из отображений являются гомоморфизмами групп:
1) отображение ϕ из аддитивной группы R вещественных чисел в мульти-

пликативную группу R∗ ненулевых вещественных чисел, если ϕx = ex;
2) отображение ϕ из аддитивной группы Rn×n квадратных матриц в адди-

тивную группу R вещественных чисел, если ϕA = a11;
3) ϕ : GL(R, n) → R∗, где ϕA = detA.
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109. Указать ядро и образ гомоморфизмов из №№ 107, 108.
110. Описать левые и правые смежные классы при разложении группы G по под-

группе H:
1) G = (a) — циклическая группа 6-го порядка, H — ее подгруппа 3-го по-

рядка;
2) G = (a) — циклическая группа 6-го порядка, H — ее подгруппа 2-го по-

рядка;
3) G = S3, H = A3 = {e, (1 2 3), (1 3 2)};
4) (р) G = S3, H = {e, (1 2)};
5) G — группа вращений правильного многогранника, H — подгруппа вра-

щений, оставляющих на месте заданную вершину.
6) (р) G = GL(R, n) — мультипликативная группа невырожденных веще-

ственных матриц порядка n, H = SL(R, n) — подгруппа матриц с опреде-
лителем, равным 1.

111. Найти все нормальные делители группы:
1) V4; 2) S3; 3) A4; 4) S4; 5) S5.

112. Пусть H — нормальный делитель группы G, а G — подгруппа группы G′.
Будет ли H — нормальным делителем группы G′?

113. Доказать, что пересечение нормальных делителей группы G является нор-
мальным делителем этой группы.

114. Доказать, что ядро гомоморфизма группы G в группу G′ является нормаль-
ным делителем в G.

115. Доказать, что подгруппа индекса 2 является нормальным делителем.
116. Элемент aba−1b−1 называется коммутатором элементов a и b. Коммутантом

группы G называется подгруппа, порожденная всеми коммутаторами этой
группы. Доказать, что
1) коммутатор группы является ее нормальным делителем;
2) фактор-группа по коммутанту абелева.

117. Центром Z(G) группы G называется множество ее элементов, каждый из
которых коммутирует со всеми элементами группы G, т. е.

Z(G) = {x ∈ G : ∀y ∈ G xy = yx} .

Доказать, что
1) центр является подгруппой группы G;
2) центр является нормальным делителем группы G.

118. Пусть H — некоторая подгруппа группы G. Пусть ϕb — преобразование мно-
жества левых смежных классов по подгруппеH, заданное формулой ϕb(aH) =
(ba)H, где a, b — элементы группы G. Доказать, что
1) множество G′ = {ϕb : b ∈ G} всех таких преобразований образует группу

относительно операции суперпозиции;
2) отображение ψ : G→ G′, заданное формулой ψb = ϕb, является гомомор-

физмом;
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3) ядро гомоморфизма ψ содержится в H.
119. Пусть G — группа, а H — ее подгруппа индекса k. Доказать, что H содержит

нормальный делитель группы G индекса, делящего k!.
120. Доказать, что подгруппа, индекс которой есть наименьший простой делитель

порядка группы, является нормальным делителем.
121. Из теоремы Лагранжа вывести, что

1) порядок подгруппы конечной группы является делителем порядка груп-
пы;

2) порядок любого элемента конечной группы является делителем порядка
группы;

3) группа простого порядка — циклическая.
122. Пусть G — группа порядка n. Доказать, что для любого элемента g ∈ G имеет

место соотношение gn = e, где e — единица группы.
123. «Малая» теорема Ферма. Доказать, что для любого целого a и любого про-

стого p справедливо сравнение ap ≡ a (mod p).
124. Теорема Эйлера. Доказать, что для любого целого a и любого натурального

n справедливо сравнение aϕ(n) ≡ 1 (mod p), где ϕ(n) — функция Эйлера.
125. Теорема Вильсона. Доказать, что для того, чтобы натуральное p было про-

стым, необходимо и достаточно, чтобы (p− 1)! ≡ −1 (mod p).
126. Пусть G = {g1, . . . , gn} — группа. Доказать, что (g1 · · · · · gn)2 = e. Вывести

отсюда теорему Вильсона.
127. Криптографическая система с открытым ключом RSA. Пусть p, q — раз-

личные простые числа,

N = pq, n = |Z∗
N | = ϕ(N) = (p− 1)(q − 1).

Предположим, что также заданы целые a и b, такие, что

ab ≡ 1 (mod n), НОД(a, n) = 1, НОД(b, n) = 1.

Определим функции

f(x) = xa mod N, g(y) = yb mod N.

Боб публикует числа N и a, а числа p, q, b держит в тайне. Алиса желает
передать Бобу сообщение x ∈ ZN . Для этого она зашифровывает его:

y = f(x),

пользуясь публичной информацией, предоставленной Бобом, и передает y по
открытому каналу. Для расшифровки сообщения Боб использует функцию
g(y):

x = g(y).

Владимир перехватил y, но, несмотря на знание N и a, ему весьма сложно
определить x (задача нахождения разложения N = pq чрезвычайно трудна).
Доказать, что
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1) f(x) задает биекцию из Z∗
N в Z∗

N , причем g(y) — обратное отображение;
2) f(x) задает биекцию из ZN в ZN , причем g(y) — обратное отображение.

128. Пусть группа G имеет нечетный порядок. Доказать, что любой элемент этой
группы является квадратом.

129. Привести пример, показывающий, что группа G порядка n для некоторого k,
делящего n, может не иметь подгруппы порядка k.

130. Доказать, что Sn/An
∼= U2.

131. Пусть V — n-мерное линейное пространство, W — его некоторое k-мерное под-
пространство. Доказать, что V/W ∼= U , где U — (n− k)-мерное пространство.

132. Пусть n — натуральное число. Построить фактор-группу Z/nZ аддитивной
группы целых чисел Z. Доказать, что отображение ϕ, заданное формулой
ϕa = a+nZ, есть изоморфизм ϕ : Zn → Z/nZ, где Zn — группа, определенная
в № 43, с операцией сложения по модулю n. Изоморфизм ϕ позволяет нам в
дальнейшем не различать эти две изоморфные группы. Фактор-группа Z/nZ
называется аддитивной группой вычетов по модулю n.

133. Пусть n, m — натуральные числа, причем m кратно n. Построить фактор-
группу nZ/mZ и доказать, что nZ/mZ ∼= Zm/n.

134. Построить соответствующие фактор-группы и доказать изоморфизм (обозна-
чения см. в №№ 14, 15):
1) R/Z ∼= U ; 2) C∗/R+

∼= U ; 3) C∗/U ∼= R+;
4) U/Un

∼= U ; 5) C∗/Un
∼= C∗; 6) C∗/Hn

∼= U ;
7) Hn/R+

∼= Un; 8) Hn/Un
∼= R+.

135. Доказать, что H — нормальный делитель в G. Построить фактор-группу G/H
и доказать изоморфизм G/H ∼= G′:
1) G = GL(R, n), H = SL(R, n), G′ = R∗;
2) G = GL(R, n), H = {A ∈ GL(R, n) : | detA| = 1}, G′ = R+;
3) G = GL(R, n), H = {A ∈ GL(R, n) : detA > 0}, G′ = U2;
4) G = GL(C, n), H = {A ∈ GL(C, n) : | detA| = 1}, G′ = R+;
5) G = GL(C, n), H = {A ∈ GL(C, n) : detA > 0}, G′ = U .

136. Доказать, что в фактор-группе Q/Z
1) каждый элемент имеет конечный порядок;
2) для каждого натурального n существует единственная подгруппа порядка
n;

3) фактор-группа Q/Z изоморфна группе всех комплексных корней нату-
ральной степени из 1.

137. Пусть G, G′ — группы, а ϕ — гомоморфизм из G на G′. Доказать:
1) порядок G делится на порядок G′;
2) порядок элемента a группы G делится на порядок ϕa.

138. Доказать, что группа G′ тогда и только тогда является гомоморфным образом
конечной циклической группы G, когда G′ также циклическая и ее порядок
делит порядок группы G.

139. Пусть G = (a) — циклическая группа порядка n, а G′ = (b) — циклическая
группа порядка m. Найти все гомоморфизмы:
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1) группы G в себя;
2) группы G на себя;
3) группы G в группу G′;
4) группы G на группу G′.

140. Пусть a и b — два элемента циклической группы G, не являющиеся квадра-
тами. Доказать, что квадратом будет тогда ab.

141. Доказать, что если H — нормальный делитель, а K — подгруппа в G, то
HK = KH — подгруппа в G.

142. Пусть H и K — нормальные делители в группе G, причем H ∩ K = {e}.
Доказать, что hk = kh для всех h ∈ H, k ∈ K.

143. В симметрической группе S5 выяснить, какие из следующих множеств явля-
ются смежными классами и по каким подгруппам:
1) K1 = {(2 3 4), (1 2 3 4)} ;
2) K2 = {(1 2), (1 2 3), (1 2 3 4)} ;
3) K3 = {ε, (1 2 3 4), (1 3) (2 4), (1 4 3 2)} ;
4) K4 = {(1 2), (1 3), (1 4), (1 5)} ;
5) K5 = {(1 2), (1 5 2) (3 4)}.

144. Доказать, что любая подгруппа центра группы является нормальным дели-
телем.

145. Доказать, что фактор-группа неабелевой группы G по ее центру Z(G) не мо-
жет быть циклической.

146. Доказать, что если фактор-группа G/Z(G) циклическая, то G = Z(G).
147. Пусть G = (a) — циклическая группа порядка n, а G′ — бесконечная цикли-

ческая группа. Найти все гомоморфизмы:
1) группы G в G′;
2) группы G′ в G;

148. Описать левые смежные классы группы GL(Q, 2) по подгруппе невырожден-
ных верхнетреугольных матриц.

149. Приведите пример неабелевой группы, все подгруппы которой являются нор-
мальными делителями.

150. Пусть H — нормальный делитель в группе G. Доказать, что фактор-группа
G/H абелева тогда и только тогда, когда H содержит коммутант группы.

151. Пусть p — простое число, p > 2. Доказать, что отображение ϕ : GL(Z, n) →
GL(Zp, n), определенное по правилу ϕ(A) = B = (bij), где bij — остаток от
деления aij на p, является гомоморфизмом группы GL(Z, n) на GL(Zp, n).
Доказать, что любая конечная подгруппа группы GL(Z, n) отображается при
этом изоморфно на некоторую подгруппу группы GL(Zp, n), и, следовательно,
порядок любой конечной подгруппы в GL(Z, n) не превосходит |GL(Zp, n)|.

11.2.5. Коммутанты, централизаторы, нормализаторы

152. Найти коммутант симметрической группы Sn.
153. Найти коммутант группы GL(R, 2).
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154. Централизатором элемента g из группы G называется множество C(g) =
{x ∈ G | gx = xg}. Доказать, что C(g) является подгруппой в G. Является ли
C(g) нормальным делителем в G?

155. Найти централизаторы матриц:

1) A =

(

1 0

0 −1

)

, B =

(

1 −1

0 1

)

в группе GL(C, 2).

2) C =









1 0 0

0 1 0

1 0 1









в группе GL(C, 3).

156. Нормализатором подгруппы H группы G называется множество N(H) =
{x ∈ G | xH = Hx}. Доказать, что N(H) является подгруппой в G. Явля-
ется ли N(H) нормальным делителем в G?

11.2.6. Автоморфизмы групп

157. Доказать, что циклическая группа третьего порядка не может быть группой
автоморфизмов никакой группы.

158. Пусть g — некоторый элемент группы G. Доказать, что отображение ϕg(x) =
gxg−1, x ∈ G, является автоморфизмом группы G. Такой автоморфизм на-
зывается внутренним . Доказать, что множество внутренних автоморфизмов
InnG является нормальным делителем в группе всех автоморфизмов AutG и
фактор-группа G/Z(G) изоморфна InnG.

159. Доказать, что симметрическая группа Sn при n ≥ 3 изоморфна группе ее
внутренних автоморфизмов.

160. Доказать, что группа автоморфизмов некоммутативной группы не может быть
циклической.

161. Доказать, что группа автоморфизмов конечной циклической группы, порядок
которой больше 2, является абелевой группой четного порядка.

162. Найти группу автоморфизмов аддитивной группы целых гауссовых чисел Z[i].
Доказать, что она изоморфна группе целочисленных унимодулярных матриц
второго порядка.

163. Найти порядок группы автоморфизмов группы

1) Z; 2) Zn.

164. Найти группу автоморфизмов группы

1) Zp, где p — простое; 2) Z6; 3) Z8;

4) Z9; 5) S3; 6) V4; 7) D4 (группа диэдра);

8) Q8 (группа кватернионных единиц; см. № 45).

165. Найти порядок группы Aut(Aut(AutZ9)).
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11.2.7. Действие группы на множестве

Пусть G — группа, X — множество. Отображение G × X → X, сопоставляю-
щее каждой упорядоченной паре (g, x) ∈ G × X элемент g ∗ x ∈ X, называется
левым действием группы G на множестве X, если оно удовлетворяет следующим
аксиомам:

1) e ∗ x = x для всех x ∈ X;

2) g1 ∗ (g2 ∗ x) = (g1g2) ∗ x для всех x ∈ X, g1, g2 ∈ G.

При этом элементы множества X часто называют точками. Множество

Gx = {g ∗ x | g ∈ G}

называется орбитой точки x, а число элементов орбиты — ее длиной. Стабилиза-
тором точки x ∈ X называется множество

StG(x) = {g ∈ G | g ∗ x = x} .

166. Доказать, что
1) если g ∗ x = y, g ∈ G, x, y ∈ X, то x = g−1 ∗ y;
2) орбиты любых двух точек совпадают или не пересекаются.

167. Доказать следующие утверждения:
1) StG(x) является подгруппой в G;
2) длина орбиты Gx равна индексу StG(x) в группе G для любого x ∈ X.

3) |X| =
r
∑

i=1

|G|
StG(xi)

=
r
∑

i=1

I(G/ StG(xi)), где xi — представители различных

орбит (i = 1, 2, . . . , r).
168. Доказать, что правило g ∗ a = gag−1 задает левое действие группы G на мно-

жестве элементов группы G. Это действие называется сопряжением, а эле-
менты a и gag−1 называются сопряженными в группе G. Орбиты элементов
при этом называются классами сопряженных элементов, а стабилизатор эле-
мента a ∈ G называется централизатором и обозначается CG(a). Сравнить
это определение с определением централизатора из № 154.

169. Доказать, что правило g ∗ x = gx задает действие группы GL(R, n) на мно-
жестве Rn, где gx есть обычное умножение матрицы g ∈ GL(R, n) на столбец
x ∈ Rn. Описать орбиты всех элементов из Rn.

170. Опишите орбиты и стабилизаторы следующих действий:
1) действие G на себе левыми сдвигами: g ∗ x = gx;
2) действие G на себе правыми сдвигами: g ∗ x = xg−1;
3) действие подгруппы H группы G на группе G левыми (соответственно

правыми) сдвигами.
171. Говорят, что подгруппа A сопряжена подгруппе B в G посредством элемента

g ∈ G, если A = gBg−1 = {gbg−1 : b ∈ B}. Доказать:
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1) отношение сопряженности на множестве всех подгрупп группы G явля-
ется отношением эквивалентности;

2) стабилизаторы элементов из одной орбиты являются сопряженными под-
группами.

172. Лемма Бёрнсайда1. Множество Fix(g) = {x ∈ X : g ∗ x = x} называется мно-
жеством неподвижных точек элемента g из группы G. Доказать, что число
различных орбит, получающихся при действии конечной группы G на множе-
стве X, равно

rG(X) =
1

|G|
∑

g∈G

|Fix(g)|.

173. Задача о количестве ожерелий. Используя лемму Бёрнсайда, определить ко-
личество различных с точностью до вращений (т. е. две раскраски считаются
одинаковыми, когда их можно совместить вращением) раскрасок ребер пра-
вильного n-угольника в q цветов при
1) (р) n = 3, вначале рассмотреть случай q = 2;
2) (р) n = 4; 3) n = 5; 4) n = 6.

174. Доказать, что количество M(n, q) различных раскрасок в № 173 можно полу-
чить по формуле Мак-Магона:

M(n, q) =
1

n

∑

l|n

ϕ(l) · qn/l,

где ϕ(l) — функция Эйлера.
175. Задача о количестве ожерелий с «переворачиванием». Определить количе-

ство различных с точностью до вращений и отражений раскрасок ребер пра-
вильного 6-угольника в q цветов. При q = 2 сравнить это количество с числом
раскрасок из № 173 (4).

176. Найти количество различных с точностью до вращений q-цветных раскрасок
1) граней 2) ребер 3) вершин куба.

177. Найти количество различных с точностью до вращений раскрасок граней куба
в 6 цветов, таких, что каждая грань куба окрашена в свой цвет.

178. Формула классов. Доказать, что

|G| = |Z(G)|+
r
∑

i=q+1

I(G/CG(gi)),

где G — конечная группа, q = |Z(G)|, r — число различных орбит относитель-
но действия сопряжения.

179. Теорема Коши. Доказать, что если порядок конечной группы G делится на
простое число p, то G содержит элемент порядка p.

1Иногда лемму Бёрнсайда называют леммой Коши–Фробениуса. У.Бёрнсайд сформулировал
и доказал лемму в своей книге «Theory of groups of finite order» в 1897 г. со ссылкой на работу
Ф. ГФробениуса 1887 г. Однако это утверждение было известно еще О.Л.Коши в 1845 г.
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180. Доказать, что если порядок группы G есть степень простого числа, то центр
этой группы неединичен.

181. Доказать, что группа порядка p2, где p — простое число, абелева и изоморфна
либо Zp2 , либо Zp ⊕ Zp.

182. Доказать, что если группа G неабелева и |G| = p3, где p — простое число, то
|Z(G)| = p.

183. Доказать, что подгруппа, индекс которой есть наименьший простой делитель
порядка группы, является нормальным делителем. Задача повторяет № 120.
Здесь привести доказательство, использующее действие групп.

184. Первая теорема Силова. Пусть G — конечная группа, |G| = pnm, где p —
простое число, НОД {p,m} = 1. Силовской p-подгруппой группы G называ-
ется любая ее подгруппа порядка pn. Доказать, что силовская p-подгруппа
существует.

185. Вторая теорема Силова. Доказать, что всякая p-подгруппа группы G со-
держится в некоторой силовской p-подгруппе и все силовские p-подгруппы
сопряжены.

186. Третья теорема Силова. Доказать, что число силовских p-подгрупп группы
G

1) делит индекс любой силовской p-подгруппы S;

2) сравнимо с 1 по модулю p;

3) равно индексу N(S) в G.

187. Доказать, что если силовская p-подгруппа единственна, то она является нор-
мальным делителем.

188. Пусть G — группа порядка pq, где p, q — простые числа, p < q и q − 1 не
делится на p. Доказать, что группа G циклическая.

189. Доказать, что любая группа порядка 45 абелева.

11.3. Кольца и поля

11.3.1. Определения и примеры колец и полей

См. также задачи из раздела 11.1. Если не оговорено противное, под кольцом
понимается ассоциативное (но не обязательно коммутативное) кольцо.

190. Какие из следующих множеств являются ассоциативными/неассоциативными
коммутативными/некоммутативными кольцами:

1) множество векторов геометрического пространства относительно опера-
ции сложения и векторного умножения;

2) множество K[x] многочленов над кольцом K, если в качестве операций
выбраны обычное сложение и умножение многочленов;

3) множество K[x] многочленов над кольцом K, если в качестве операции
сложения выбрано обычное сложение многочленов, а в качестве операции
умножения — суперпозиция;
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4) множество Kn столбцов высоты n с элементами из кольца K, если в ка-
честве операций выбраны покомпонентные сложение и умножение;

5) множество Kn×n квадратных матриц порядка n с элементами из кольца
K относительно обычных операций сложения и умножения матриц;

6) множество Kn×n, если в качестве операции сложения выбрано обычное
сложение матриц, а в качестве операции умножения — коммутатор [A,B] =
AB −BA;

7) множество Kn×n, если в качестве операции сложения выбрано обычное
сложение матриц, а в качестве операции умножения — произведение Йор-

дана A ∗B =
1

2
(AB +BA).

191. Рассмотрим четырехмерную (некоммутативную) линейную алгебру над полем
вещественных чисел, в которой умножение задано таблицей

e i j k

e e i j k

i i −e k −j
j j −k −e i

k k j −i −e

,

где e, i, j, k — базисные векторы. Элементы данной алгебры называются ква-
тернионами. Пусть a, b, c, d— вещественные числа. Кватернион ae+0i+0j+0k
отождествляется с вещественным числом a. Кватернион ae+bi+0j+0k отож-
дествляется с комплексным числом a + bi. Доказать, что алгебра кватерни-
онов есть некоммутативное тело. В частности, указать элемент, обратный к
a+ bi+ cj + dk.

192. Рассмотрим двумерную коммутативную линейную алгебру R[d] над полем ве-
щественных чисел, в которой e · e = e, e · d = d, d · d = 0, где e, d — базисные
векторы. Элементы алгебры R[d] называются дуальными числами. Пусть x,
y — вещественные. Дуальное число xe+ 0d отождествляется с вещественным
числом x. Число 0e + yd называется актуальным бесконечно малым первого
порядка. Вместо xe + yd будем писать x + dy. Конструкция дуальных чисел
предложена П.Ферма в 1638 г. и использовалась им для отыскания наиболь-
ших и наименьших значений.
1) Является ли алгебра дуальных чисел R[d] полем?
2) Найти все делители нуля в R[d].
3) Вещественную функцию f(x) назовем дифференцируемой, если существу-

ет ее продолжение на алгебру R[d], такое, что отношение

f ′(x) =
f(x+ dy)− f(x)

dy

существует и не зависит от y. Данное отношение называется производной
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функции f(x) в точке x. Доказать, что функция xn, где n — натуральное,
дифференцируема, и найти ее производную.

193. Рассмотрим двумерную коммутативную линейную алгебру R[j] над полем ве-
щественных чисел, в которой e · e = e, e · j = j, j · j = e, где e, j — базисные
векторы. Элементы алгебры R[j] называются двойными числами. Пусть x,
y — вещественные. Двойное число xe + 0j отождествляется с вещественным
числом x.

1) Является ли алгебра двойных чисел R[j] полем?

2) Найти все делители нуля в R[j].
3) Проверить, что в базисе

α =
1 + j

2
, β =

1− j

2
,

сложение и умножение производится покоординатно, следовательно, ал-
гебра двойных чисел есть прямое произведение двух полей вещественных
чисел.

194. Доказать, что

1) множество матриц вида

(

a b

2b a

)

, где a, b — рациональные, образует

линейную алгебру над полем Q, изоморфную полю чисел вида a+ b
√
2;

2) множество матриц вида

(

a b

−b a

)

, где a, b — вещественные, образует

линейную алгебру над полем R, изоморфную полю комплексных чисел;

3) множество матриц вида













a b c d

−b a −d c

−c d a −b
−d −c b a













,

где a, b, c, d — вещественные, образует линейную алгебру над полем R,
изоморфную телу кватернионов;

4) множество матриц вида

(

a b

0 a

)

, где a, b — вещественные, образуют

алгебру, изоморфную алгебре дуальных чисел;

5) множество матриц вида

(

a b

b a

)

, где a, b — вещественные, образуют

алгебру, изоморфную алгебре двойных чисел;
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6) множество матриц вида

(

a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

)

, где a, b, c, d — веществен-

ные, образуют кольцо, изоморфное телу кватернионов. Является ли мно-
жество таких матриц линейной алгеброй над полем C?

195. Булева алгебра. На множестве B = {0, 1} определим бинарные операции: дизъ-
юнкцию ∨, конъюнкцию (или умножение по модулю 2) &, сложение по мо-
дулю 2 ⊕ по следующим правилам:

0 ∨ 0 = 0, 0 ∨ 1 = 1 ∨ 0 = 1 ∨ 1 = 1,

0& 0 = 0&1 = 1&0 = 0, 1& 1 = 1,

0⊕ 0 = 1⊕ 1 = 0, 0⊕ 1 = 1⊕ 0 = 1.

Является ли кольцом/полем

1) алгебраическая система 〈B,∨,&〉;
2) алгебраическая система 〈B,⊕,&〉?

196. Проверить, что

1) Zn является кольцом относительно сложения и умножения по модулю n
(см. № 43); это кольцо называется кольцом вычетов по модулю n;

2) Zn образует поле (поле вычетов) тогда и только тогда, когда n простое.

197. Пусть F — поле и m ∈ F не является квадратом никакого элемента из F .
Рассмотрим множество пар (a, b), где a, b — произвольные элементы из F .
Определим операции над элементами этого множества следующим образом:
(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (ac+mbd, ad+ bc).

1) Доказать, что множество пар с такими операциями образует поле. Это
поле называется квадратичным расширением поля F .

2) Доказать, что множество пар вида (a, 0) образует подполе этого поля,
изоморфное полю F . Естественно не различать элементы (a, 0) и a, и
поэтому пару (a, b) можно записывать как a+ bj, где j2 = m.

198. Доказать, что все квадратичные расширения поля R изоморфны полю C.

199. Доказать, что поле Q обладает бесконечным множеством попарно неизоморф-
ных квадратичных расширений.

200. Существует ли квадратичное расширение поля Z2?

201. Доказать, что в поле Zp, p ≥ 3, найдется элемент не являющийся квадратом.

202. Сколько элементов содержит квадратичное расширение поля Zp при p ≥ 3?

203. Пусть X — непустое множество. Является ли кольцом/полем множество 2X ,
если

1) сложение — это объединение, а умножение — пересечение множеств;

2) сложение — это симметрическая разность множеств, а умножение — пе-
ресечение множеств?

204. Алгебраическая система 〈X,+, ·〉 с двумя бинарными операциями + и · (сло-
жением и умножением соответственно) называется полукольцом, если 〈X,+〉
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— коммутативная полугруппа, 〈X, ·〉 — полугруппа и выполнен закон дистри-
бутивности: для любых a, b, c из X справедливо (a + b) · c = a · c + b · c и
a · (b+ c) = a · b+ a · c. Доказать, что полукольцом является:
1) любое кольцо;
2) алгебраическая система 〈B,∨,&〉 из № 195(1);
3) алгебраическая система 〈2X ,∪,∩〉 из № 203(1).

205. Пусть X — некоторое непустое подмножество множества действительных чи-
сел. В качестве операций сложения и умножения на множестве X рассмотрим
операции ↓ и ↑ соответственно, определяемые следующим образом: a ↓ b =
min {a, b}, a ↑ b = max {a, b}. Доказать, что операции коммутативны, ассоци-
ативны и удовлетворяют двум свойствам дистрибутивности: (a ↓ b) ↑ c = (a ↑
c) ↓ (b ↑ c), (a ↑ b) ↓ c = (a ↓ c) ↑ (b ↓ c). Является ли X относительно этих
операций полукольцом/кольцом?

206. На множестве X = R ∪ {∞} «сложением» назовем операцию ↓ из № 205, а
«умножением» — обычное сложение (предполагается, что ∞ больше любого
вещественного числа и ∞ + x = x + ∞ = ∞). Доказать, что данная ал-
гебраическая система является полукольцом, но не кольцом. Она называется
тропическим полукольцом.

207. Пусть a, b, c — произвольные элементы некоторого кольца. Доказать, что
1) 0a = a0 = 0 (мультипликативное свойство нуля в кольце);
2) (−a)b = a(−b) = −(ab), (−a)(−b) = ab (правило знаков при умножении);
3) (a− b)c = ac− bc, a(b− c) = ab−ac (дистрибутивность при вычитании);
4) если в кольце нет делителей нуля и a 6= 0, то из равенства ab = ac следует
b = c, а из равенства ba = ca следует b = c (лемма о сокращении);

5) в поле делителей нуля нет.
208. Доказать, что если в кольце нашлись левая и правая единицы, то они совпада-

ют и других единиц нет. Привести пример кольца матриц специального вида,
обладающих несколькими левыми или несколькими правыми единицами.

209. Доказать, что в кольце с единицей коммутативность сложения вытекает из
остальных аксиом.

210. Пусть 〈K,+, ·〉 — кольцо с единицей 1. На множестве элементов кольца K
введем новые операции сложения ⊕ и умножения ◦ следующим образом: x⊕
y = x + y − 1, x ◦ y = x + y − xy. Доказать, что 〈K,⊕, ◦〉 является кольцом,
изоморфным исходному.

211. В кольце C2×2 укажите бесконечное подмножество, состоящее только из вы-
рожденных матриц и являющееся группой относительно матричного умноже-
ния. Существует ли в C2×2 подмножество, являющееся группой относительно
матричного умножения и содержащее как вырожденные, так и невырожден-
ные матрицы?

212. Центром C(K) кольца K называется множество его элементов, коммутиру-
ющих с любым элементом из K:

C(K) = {x ∈ K : ∀y ∈ K xy = yx} .
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Доказать, что C(K) является подкольцом в K.
213. Найти центр тела кватернионов H. Проверить, что C не содержится в центре

тела кватернионов.

214. Рассмотрим кольцо Z[
√
D] =

{

a+ b
√
D : a, b ∈ Z

}

, где D — целое число, не
являющееся квадратом целого числа.
1) Определим отображение, называемое нормой, N : Z[

√
D] → Z по прави-

лу:

N(a+ b
√
D) = a2 −Db2.

Доказать, что N(xy) = N(x)N(y) для всех x, y ∈ Z[
√
D].

2) Доказать, что элемент u ∈ Z[
√
D] обратим в Z[

√
D] тогда и только тогда,

когда N(u) = ±1.
3) Найти группу обратимых элементов кольца Z[

√
2].

215. Пусть K — коммутативное кольцо, а S — подмножество в K, не содержащее
нуля, делителей нуля и замкнутое относительно умножения. На множестве
пар (a, b), где a ∈ K, b ∈ S введем отношение ∼. А именно, (a, b) ∼ (c, d),
если ad = bc. Ясно, что это отношение эквивалентности. Доказать, что мно-
жество классов эквивалентности образует коммутативное кольцо с единицей
относительно операций: (a, b) + (c, d) = (ad + bc, bd), (a, b) · (c, d) = (ac, bd)
и содержит подкольцо, изоморфное K. Данное кольцо обозначается S−1K и
называется кольцом частных кольца K по S. Доказать, что каждый элемент
из S является обратимым в S−1K. Если S = K\{0}, то S−1K является полем
(поле частных кольца K).

216. Доказать, что поле частных кольца Z изоморфно полю Q.
217. Описать поле частных над R[x] (поле дробно-рациональных функций над R).
218. Пусть K = Zn и S — множество обратимых элементов в K. Построить кольцо

частных K по S.
219. Существует ли поле, строго содержащее поле комплексных чисел?
220. Дифференцированием кольца K называется отображение D : K → K, удовле-

творяющее условиям

D(x+ y) = D(x) +D(y), D(xy) = D(x)y + xD(y), x, y ∈ K.

Найти все дифференцирования колец:
1) Z; 2) Z[x]; 3) Z[x1, x2, . . . , xn].

221. Доказать, что если элемент кольца имеет хотя бы два правых обратных, то
он имеет бесконечно много правых обратных.

222. Доказать, что если у элемента x есть единственный правый обратный, то x
обратим.

223. Приведите пример кольца, в котором из равенства xy = 1 для некоторых
элементов x и y не следует равенство yx = 1.

224. Доказать, что делитель нуля является необратимым элементом кольца.
225. Доказать, что
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1) элемент в конечном кольце необратим тогда и только тогда, когда он
является делителем нуля или нулем;

2) конечное кольцо является полем тогда и только тогда, когда в кольце нет
делителей нуля.

226. Пусть K — конечное кольцо. Доказать, что:

1) если K не содержит делителей нуля, то оно содержит единицу и все его
ненулевые элементы обратимы;

2) если K имеет единицу, то каждый его элемент, имеющий односторонний
обратный, обратим;

3) если K имеет единицу, то всякий левый делитель нуля является правым
делителем нуля.

227. Доказать, что в кольце с единицей и без делителей нуля каждый элемент,
имеющий односторонний обратный, является обратимым.

228. Пусть K — кольцо с единицей, x, y ∈ K. Доказать, что:

1) если произведения xy и yx обратимы, то элементы x и y также обратимы;

2) если K без делителей нуля и произведение xy обратимо, то x и y обрати-
мы;

3) без дополнительных предположений о кольце K из обратимости произве-
дения xy не следует обратимость элементов x и y;

4) если обратим элемент 1 + yx, то обратим также элемент 1 + xy.

229. ПустьK — коммутативное кольцо с единицей. Доказать, что множество GL(K,n)
обратимых элементов кольца матриц Kn×n совпадает с множеством матриц,
определители которых обратимы в K.

230. В кольце H
2×2 найти матрицу X, у которой detX 6= 0, но X необратима. Та-

ким образом, в случае некоммутативного кольца K утверждение № 229 невер-
но.

231. Элемент x кольца K называется нильпотентным, если xm = 0 для некото-
рого m ∈ N. Пусть x — нильпотентный элемент коммутативного кольца K.
Доказать, что:

1) x является либо нулем, либо делителем нуля;

2) ax нильпотентный для любого a ∈ K;

3) 1 + x обратим в K;

4) u+ x обратим для любого обратимого элемента u.

232. Доказать, что множество нильпотентных элементов коммутативного кольца
образует идеал.

233. Пусть K — коммутативное кольцо и f(x) = f0x
n + f1x

n−1 + . . . + fn ∈ K[x].
Доказать, что:

1) f(x) обратим в кольце K[x] тогда и только тогда, когда f0 обратим в K,
а коэффициенты f1, . . . , fn являются нильпотентными в K;

2) f(x) нильпотентен в кольце K[x] тогда и только тогда, когда коэффици-
енты f0, f1, . . . , fn являются нильпотентными в K.

234. Пусть K — коммутативное кольцо с единицей и K[[x]] — множество всех фор-
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мальных степенных рядов a(x) =
∞
∑

n=0

anx
n, an ∈ K. Введем обычные опе-

рации сложения и умножения рядов:
∞
∑

n=0

anx
n +

∞
∑

n=0

bnx
n =

∞
∑

n=0

(an + bn)x
n,

(

∞
∑

n=0

anx
n

)

·
(

∞
∑

n=0

bnx
n

)

=
∞
∑

n=0

cnx
n, где cn =

∑

i+j=n

aibj. Доказать, что

1) K[[x]] — коммутативное кольцо с единицей;
2) K[[x]] содержит подкольцо, изоморфное K;
3) если K не имеет делителей нуля, то это верно и для K[[x]];

4) ряд a(x) =
∞
∑

n=0

anx
n обратим тогда и только тогда, когда a0 обратим в K.

11.3.2. Линейная алгебра и алгебра многочленов над Zp

234I. Над полем Z13 определитель
∣

∣

∣

∣

∣

8 3

10 7

∣

∣

∣

∣

∣

равен нулю. Пропорциональны ли его строки?
234II. Над полем Z7 найти ранг матрицы









3 6 5

5 3 6

6 5 3









.

235. Решить систему линейных уравнений:















x + 2y + 2z = 1;

2x + y + 2z = 2;

2x + 2y + z = 2.

1) в поле Z3, 2) в поле Z5.
236. Решить систему линейных уравнений:















3x + 2y = 1;

3x + 2y + z = 2;

x + 3y + 4z = 3.

1) в поле Z5, 2) в поле Z7.
237. Найти НОД многочленов x5 + x3 + x2 + 2x+ 1, x5 + 2x4 + x3 + 1

1) над полем Z3;
2) над полем Q.
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238. Найти НОД многочленов x5 + 4x4 + 3x3 + x2 + 4 и x4 + 4x3 + 4x2 + 4
1) над полем Z3 (все коэффициенты нужно заменить на наименьшие вычеты

по модулю 3);
2) над полем Z5;
3) над полем Q.

239. Найти НОД многочленов x5−x4−2x3+2x2+9x−9 и x5+x4+4x3−x2+x−6
1) над полем Z3;
2) над полем Z5;
3) над полем Z7;
4) над полем Q.

240. Сколько существует многочленов степени m с коэффициентами из кольца Zn?
241. Разложить на неприводимые множители над полем Z2 все многочлены 1) 2-й

степени; 2) 3-й степени.
242. Найти все неприводимые многочлены со старшим коэффициентом 1 над полем

Z3 1) 2-й степени; 2) 3-й степени.
243. Разложить на неприводимые множители:

1) x5 + x3 + x2 + 1 над полем Z2;
2) x5 + 2x4 + x2 + 2x+ 2 над полем Z3;
3) x5 + 2x4 + 4x2 + 3x+ 3 над полем Z5.

244. Разложить на неприводимые множители x5 + x4 − 2x3 − 2x2 + 9x+ 9
1) над Z3; 2) над Z5; 3) над Z7; 4) над Q.

245. Разложение многочлена x8 + x6 − 3x4 − 3x3 + 8x2 + 2x − 5 на неприводимые
над полем Z2 имеет вид

(x6 + x5 + x4 + x+ 1)(x2 + x+ 1),

а над полем Z13 —

(x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 6)(x3 + 8x2 + 4x+ 12)(x+ 3).

Найти его разложение над полем Q (Д. Кнут).
246. Здесь устанавливается связь между взаимной простотой многочленов над по-

лем вычетов и полем Q.
1) Доказать, что если многочлены f и g с целыми коэффициентами взаимно

просты над полем Zp для некоторого простого p, причем хотя бы один из
старших коэффициентов не делится на p, то f и g взаимно просты над
полем Q.

2) Привести пример, показывающий, что обратное неверно ни для какого
простого p.

247. Здесь устанавливается связь между неприводимостью многочлена над полем
вычетов и полем Q.
1) Доказать, что если многочлен f с целыми коэффициентами приводим

над полем рациональных чисел, то он приводим над полем Zp для любого
простого p, не делящего старший коэффициент.
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2) Привести пример многочлена, приводимого над Q, но неприводимого над
Zp, где p делит старший коэффициент.

3) Существуют многочлены с целыми коэффициентами, неприводимые над
Q, но приводимые над Zp при любом простом p. Доказать, что таковым
является, например, многочлен x4 + 1.

248. В Z7[x] найти многочлен f 4-й степени, такой, что f(0) = 1, f(1) = 4, f(2) = 6,
f(3) = 0, f(4) = 3.

249. Доказать, что в поле характеристики, не равной 2, справедлива следующая
формула для решения квадратного уравнения x2 + px+ q = 0:

x1,2 = −p
2
±
√

(p

2

)2

− q.

Как запишется формула для корней квадратного уравнения ax2 + bx+ c = 0?
Что можно сказать про поле характеристики 2?

249I. Решить уравнение x2 + x+ 1 = 0 в поле
1) Z2; 2) Z3; 3) Z13; 4) Z29; 5) Z31.

249II. Решить уравнение x2 + x+ 2 = 0 в поле
1) Z2; 2) Z3; 3) Z13; 4) Z29; 5) Z31.

249III. В поле Z11 найти все решения уравнения:
1) x2 = 5;
2) x2 = 6;
3) x2 + 4x+ 1 = 0;
4) x2 + 2x+ 1 = 0;
5) x2 + 2x+ 4 = 0;
6) x7 = 7;
7) x10 = 1;
8) x3 = a.

250. В поле Zp найти все решения уравнения:
1) xp = x; 2) xp = a.

11.3.3. Идеалы и фактор-кольца

251. Какие из следующих множеств являются подгруппами аддитивной группы,
подкольцами или идеалами указанных ниже колец:
1) N в кольце Z;
2) nZ в кольце Z, где n — целое;
3) Z[i] в поле C;
4) Z в кольце Z[i];
5) множество чисел вида a+ ai, где a ∈ Z, в кольце Z[i];
6) (1 + i)Z[i] в кольце Z[i];
7) Z[x] в кольце R[x];
8) nZ[x] в кольце Z[x], где n — целое;
9) f(x)F [x] в кольце F [x], где F — поле, f(x) ∈ F [x]?
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252. Доказать, что пересечение идеалов является идеалом.
253. Пусть K — коммутативное кольцо, а M — некоторое непустое подмножество

в K. Идеалом I, порожденным множеством M , называется минимальный
идеал, содержащий M , т. е. такой идеал, содержащий M , что любой идеал,
содержащий M , содержит весь I. Обозначение I = (M). При этом множество
M называется образующим или порождающим. Если M = {a1, a2, . . . , am}, то
идеал (M) обозначается (a1, . . . , am). Идеал (a), порожденный одним элемен-
том a, называется главным. Доказать, что
1) (M) есть пересечение (возможно бесконечное) всех идеалов в G, содержа-

щих M ;
2) если K содержит 1, то (M) состоит из всех конечных сумм вида

∑

riai,
где ri ∈ K, ai ∈M ; в частности, (a) = {ra : r ∈ K};

3) если K не имеет единицы, то (M) состоит из всех конечных сумм ви-
да
∑

riai +
∑

niai, где ri ∈ K, ai ∈ M , ni ∈ Z; в частности, (a) =
{ra+ na : r ∈ K, n ∈ Z}.

254. Доказать, что кольцо матриц F n×n над полем F является простым кольцом,
т. е. всякий двусторонний идеал в нем либо нулевой, либо совпадает со всем
кольцом.

255. Доказать, что в кольце матриц Kn×n над произвольным кольцом K идеала-
ми являются в точности множества матриц, элементы которых принадлежат
фиксированному идеалу кольца K. Таким образом, если K — простое кольцо,
то Kn×n также является простым кольцом.

256. Найти все идеалы кольца верхнетреугольних целочисленных матриц второго
порядка.

257. Найти все левые идеалы кольца Z2×2
2 .

258. Доказать, что если идеал кольца содержит обратимый элемент, то он совпа-
дает со всем кольцом.

259. Доказать, что коммутативное кольцо с единицей (отличной от нуля), не имею-
щее идеалов, отличных от нуля и всего кольца, является полем. Существенно
ли для этого утверждения наличие единицы?

260. Доказать, что кольцо с ненулевым умножением и без собственных односто-
ронних идеалов является телом.

261. Пусть n — натуральное число. Построить фактор-кольцо Z/nZ. Доказать, что
отображение ϕ, заданное формулой ϕa = a+ nZ, есть изоморфизм ϕ : Zn →
Z/nZ, где Zn — кольцо, определенное в № 196, с операциями сложения и умно-
жения по модулю n. Изоморфизм ϕ позволяет нам в дальнейшем не различать
эти два изоморфных кольца. Фактор-кольцо Z/nZ называется кольцом выче-
тов по модулю n (ср. № 132).

262. Построить фактор-кольцо и доказать, что оно изоморфно полю комплексных
чисел:
1) R[x]/(x2 + 1);
2) R[x]/(x2 + x+ 1);
3) R[x]/(x2 + px+ q), если x2 + px+ q неприводим над R.
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263. Построить фактор-кольцо Q[x]/(x2 − 1). Является ли оно полем?

264. Построить фактор-кольцо и указать числовое поле, которому оно изоморфно:

1) Q[x]/(x2 − 2); 2) Q[x]/(x4 − 10x2 + 1).

265. Построить фактор-кольцо; определить, является ли оно полем:

1) Z[i]/(2); 2) Z[i]/(3); 3) Z[i]/(2i); 4) Z[i]/(1 + 2i).

265I. Доказать, что фактор-кольцо Z[i]/(n) кольца целых гауссовых чисел Z[i] по
идеалу, порожденному натуральным числом n, является полем тогда и толь-
ко тогда, когда n — простое, не равное сумме квадратов двух целых чисел.

265II. Построить фактор-кольцо; определить, является ли оно полем:

1) Z2[x]/(x
2 + x+ 1); 2) Z2[x]/(x

2 + 1); 3) Z2[x]/(x
3 + x+ 1);

4) Z3[x]/(x
2 + 1); 5) Z4[x]/(x

2 + 1).

266. Пусть f(x) — неприводимый многочлен степени n над полем Zp, где p — про-
стое (известно, что такой многочлен существует для произвольного n и произ-
вольного простого p). Построить фактор-кольцо Zp[x]/(f(x)). Доказать, что
оно содержит pn элементов и является полем (поле Галуа GF (pn)).

266I. Построить фактор-кольцо Z[x]/(x2 + 1).

266II. Доказать, что идеал (2, x) в кольце Z[x] состоит из всех многочленов с чест-
ными свободными членами и не является главным. Доказать, что Z[x]/(2, x) ∼=
Z2.

267. Пусть m — натуральное число, f(x) ∈ Z[x] — многочлен со старшим коэффи-
циентом 1. Доказать изоморфизм колец:

1) Z[x]/(m) ∼= Zm[x];

2) Z[x]/(f(x),m) ∼= Zm[x]/(f(x)).

268. Построить фактор-кольцо Z[x]/(2x2).
269. Построить фактор-кольца и описать группы их обратимых элементов:

1) Z4[x]/(x
2 + 1); 2) Z6[x]/(x

2 + 1);

3) Z6[x]/(x
2 + 2); 4) Z4[x]/(2x).

269I. Пусть F [x, y] — кольцо многочленов от двух неизвестных x и y над полем
F , а I — множество всех таких многочленов без свободного члена. Доказать,
что I является идеалом, но не является главным идеалом. Доказать, что
фактор-кольцо F [x, y]/I изоморфно полю F .

269II. Доказать, что множество матриц 3-го порядка вида









a b c

0 a b

0 0 a









,

где a, b, c — целые числа, относительно матричных сложения и умножения
является кольцом. Доказать, что матрицы при a = 0 этого кольца образуют
идеал. Построить соответствующее фактор-кольцо. Доказать, что оно изо-
морфно Z.
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269III. Доказать, что множество матриц 2-го порядка вида

(

a b

b a

)

,

где a, b — вещественные числа, является кольцом. Доказать, что матрицы
этого кольца, у которых a = b, образуют идеал. Построить соответствующее
фактор-кольцо. Доказать, что оно изоморфно кольцу двойных чисел (см.
№193).

270. Найти все гомоморфизмы колец:
1) Z → 2Z; 2) 2Z → 2Z; 3) 2Z → 3Z; 4) Z → Z2×2

2 .
271. Найти число гомоморфизмов из кольца вычетов Zm в Zn.
272. Китайская теорема об остатках. Пусть m1,m2, . . . ,ms — попарно взаимно

простые положительные целые числа, а r1, r2, . . . , rs — целые числа, удовле-
творяющие неравенствам

0 ≤ ri ≤ mi − 1 (i = 1, 2, . . . , s).

Доказать, что найдется, причем единственное, число x, такое, что ri есть оста-
ток от деления x на mi (i = 1, 2, . . . , s) и 0 ≤ x ≤ m−1, где m = m1 ·m2 · · · · ·ms.

11.3.4. Целостные, евклидовы и факториальные кольца

273. Коммутативное кольцо с единицей и без делителей нуля называется целост-
ным кольцом, или областью целостности. Какие из следующих колец явля-
ются целостными:
1) поле F ;
2) кольцо целых чисел Z;
3) кольцо nZ;
4) кольцо многочленов K[x] над любым целостным кольцом K;
5) кольцо многочленов от многих переменных K[x1, . . . , xn], если K — це-

лостное кольцо;
6) кольцо вычетов Zn;
7) кольцо многочленов над полем F , не содержащих линейных членов?

274. Пусть K — целостное кольцо. Говорят, что элемент a из K делится на элемент
b из K (обозначение: a ... b), если существует q из K, такой, что a = qb. Эле-
менты a и b называются ассоциированными (обозначение: a ∼ b), если a ... b,
b ... a. Доказать, что
1) a ∼ b тогда и только тогда, когда в K существует обратимый элемент q

(делитель единицы), такой, что a = qb;
2) a ∼ b тогда и только тогда, когда (a) = (b)K.

275. Целостное кольцо K, не являющееся полем, называется евклидовым, если су-
ществует функция N : K \ {0} → Z+, такая, что для любых a, b из K, где
b 6= 0, выполнено два условия: N(ab) ≥ N(a) и существуют (не обязательно
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единственные) q, r из K, такие, что a = qb + r, где r = 0 или N(r) < N(b).
Второе условие означает возможность «деления с остатком». Доказать, что
следующие кольца являются евклидовыми:
1) кольцо целых чисел Z;
2) кольцо многочленов F [x] над полем F ;
3) кольцо целых гауссовых чисел Z[i].

276. Доказать, что в евклидовом кольце, если N(ab) = N(a), то b обратим.
277. Доказать, что всякую прямоугольную матрицу с элементами из евклидова

кольца с помощью элементарных преобразований ее строк и столбцов можно
привести к нормальной диагональной форме Смита:































d1

d2
. . .

dr

0
. . .

0































(неуказанные элементы — нули), где d1 |d2, d2 |d3, . . . , dr−1 |dr.
278. Наибольшим общим делителем НОД {a, b} элементов a и b целостного цольца

K называется их общий делитель, делящийся на все их общие делители. Наи-
больший общий делитель, если он существует, определен однозначно с точно-
стью до ассоциированности. Доказать, что в евклидовом кольце для любых
элементов a и b существует d = НОД {a, b} и он может быть представлен в
виде d = ua+ vb, где u, v — некоторые элементы из K.

279. Элементы a и b целостного кольца называются взаимно простыми, если НОД {a, b} =
1. Доказать, что в евклидовом кольце для того, чтобы НОД {a, b} = 1 необхо-
димо и достаточно, чтобы существовали u и v, такие, что ua+ vb = 1

280. Необратимый ненулевой элемент p целостного кольца называется простым,
если он не может быть представлен в виде p = ab, где a, b — необратимые,
иначе говоря, элемент p — простой, если любой его делитель ассоциирован с
1 или p.

281. Пусть a, b, c — элементы евклидова кольца, а p — простой элемент этого
кольца. Доказать, что
1) если ab ... p, то a ... p или b ... p;
2) если a ... b, a

... c и НОД {b, c} = 1, то a ... bc;
3) если ab ... c и НОД {b, c} = 1, то a ... c.

282. Целостное кольцо называется факториальным, если любой его необратимый
элемент может быть разложен в произведение простых элементов этого коль-
ца, причем это разложение единственно с точностью до перестановки мно-
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жителей и умножения их на обратимые элементы. Доказать, что евклидово
кольцо — факториально.

283. В кольце Z[i] разложить на простые множители числа 2, 3, 4, 5.
284. В кольце Z[

√
−5] =

{

a+ ib
√
5 : a, b ∈ Z

}

найти два разных (с точностью до
перестановок и умножения на обратимые элементы) разложения 6 на простые
множители и тем самым показать, что Z[

√
−5] не является факториальным

кольцом. Это классический пример, возникший в результате анализа Дирихле
доказательства большой теоремы Ферма, предложенного Куммером.

285. Привести примеры, показывающие, что следующие кольца не факториальны:
1) Z[

√
−3]; 2) Z[

√
10].

286. Пусть K — факториальное кольцо и a — некоторый его необратимый элемент.
Доказать, что если a = cpk11 p

k2
2 . . . pkss , где c — обратимый элемент, а pi —

простой (i = 1, 2, . . . , s), причем pi и pj не ассоциированы при i 6= j, тогда
любой делитель d элемента a имеет вид c′pl11 p

l2
2 . . . p

ls
s , где 0 ≤ li ≤ ki, а c′ —

обратимый элемент.
287. Целостное кольцо, в котором каждый идеал — главный, называется кольцом

главных идеалов. Доказать, что евклидово кольцо является кольцом главных
идеалов.

288. Является ли Z[x]
1) факториальным кольцом;
2) кольцом главных идеалов;
3) евклидовым кольцом?

289. Доказать, что кольцо многочленовK[x] над областью целостностиK является
кольцом главных идеалов тогда и только тогда, когда K — поле.

290. Пусть F — поле. Является ли F [x, y]
1) факториальным кольцом;
2) кольцом главных идеалов;
3) евклидовым кольцом?

291. Доказать, что в кольце главных идеалов для любых элементов a и b суще-
ствует d = НОД {a, b} и он может быть представлен в виде d = ua+ vb, где u,
v — некоторые элементы из кольца (ср. № 278).

292. Пусть a — ненулевой необратимый элемент кольца главных идеалов K. До-
казать, что фактор-кольцо K/(a) является полем тогда и только тогда, когда
a — простой.

11.3.5. Расширения полей

293. Пусть F — подполе поля L. Поле L называется расширением поля F . До-
казать, что L является линейным пространством (линейной алгеброй) над F .
Размерность этого пространства называется степенью L над F и обозначается
[L : F ] или dimF L. Расширение называется конечным, если это пространство
конечномерное.

294. Найти степень расширения:
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1) [R : Q]; 2) [C : R]; 3) [Q(
√
2) : Q];

4) [Q(
√
2 +

√
3) : Q]; 5) [Q( 3

√
2) : Q].

295. Пусть f(x) — многочлен, неприводимый над полем F . Отождествляя элемен-
ты из F с соответствующими смежными классами в фактор-кольце F [x]/

(

f(x)
)

,
можно считать, что F ⊆ F [x]/

(

f(x)
)

. Найти степень [F [x]/
(

f(x)
)

: F ].
296. Теорема о башне полей. Доказать, что если K — конечное расширение поля

L, а L — конечное расширение поля F , то [K : F ] = [K : L] · [L : F ].
296I. Почему 3

√
2 не принадлежит ни одной башне квадратичных расширений поля

Q?
297. Пусть f(x) — некоторый многочлен положительной степени над полем F .

Доказать, что
1) существует расширение поля F , содержащее по крайней мере один корень

многочлена f(x).
2) существует расширение поля F , в котором f(x) раскладывается на ли-

нейные множители; это расширение называется полем разложения мно-
гочлена f(x).

298. Пусть L — расширение поля F . Элемент α ∈ L называется алгебраическим
над F , если он является корнем некоторого ненулевого многочлена (аннули-
рующего) с коэффициентами из F . В противном случае α называется транс-
цендентным над F . Доказать, что:
1) множество всех многочленов, аннулирующих α, есть идеал;
2) существует единственный многочлен mα(x) ∈ F [x] минимальной степени

со старшим коэффициентом 1, корнем которого является α; многочлен
mα(x) называется минимальным многочленом элемента α;

3) если f(x) ∈ F [x] и f(α) = 0, то f(x) делится на mα(x);
4) mα(x) неприводим над полем F .

299. Пусть L — конечное расширение поля F . Доказать, что любой элемент α ∈ L
является алгебраическим над F .

300. Пусть L — расширение поля F . Обозначим F (α) ⊆ L — минимальное расши-
рение поля F , содержащее α ∈ L. Доказать, что
1) если α — алгебраический над F , то F (α) ∼= F [x]/

(

mα(x)
)

(простое рас-
ширение поля);

2) если α — трансцендентен над F , то F (α) изоморфно полю частных над
F [x] (см. № 215).

301. Пусть L1 и L2 — расширения поля F . Доказать, что F (α1) ∼= F (α2), если
α1 ∈ L1, α2 ∈ L2, mα1

(x) = mα2
(x).

302. Пусть L1 и L2 — два минимальных поля разложения для многочлена f(x) ∈
F [x]. Доказать, что L1

∼= L2.
303. Найти минимальный многочлен над полем Q для следующих чисел:

1)
√
2 +

√
5; 2) 1 + 3

√
2 + 3

√
4; 3)

√
3 + 3

√
2.

304. Найти минимальный многочлен над полем R для 3− 2i.
305. Доказать, что множество всех алгебраических над F элементов поля L обра-

зует подполе в L, содержащее F .



40 ГЛАВА 11. ГРУППЫ, КОЛЬЦА, ПОЛЯ

306. Доказать, что множество алгебраических над Q комплексных чисел является
алгебраически замкнутым полем.

307. Доказать, что Q(
√
p,
√
q) = Q(

√
p+

√
q), где p и q — натуральные числа.

308. Доказать, что Q(
√
2, 3
√
2) = Q( 6

√
2).

11.3.6. Характеристика поля и конечные поля

309. Рассмотрим аддитивную подгруппу поля F , порожденную единицей поля. Ха-
рактеристикой поля F называется порядок этой подгруппы, если она конеч-
на, и 0 в противном случае. Доказать, что
1) характеристика поля (если она не 0) — простое число;
2) характеристика конечного поля — делитель его порядка;
3) аддитивная группа, порожденная единицей поля F , есть минимальное

подполе в F .
310. Найти характеристику поля:

1) R;
2) Zp, где p — простое;
3) Zp[x]/(f(x)), где f(x) — многочлен степени n, неприводимый над Zp.

311. Существует ли бесконечное поле ненулевой характеристики?
312. Доказать, что поле из p2 элементов содержит единственное собственное под-

поле.
313. Пусть F — поле характеристики p. Доказать, что

1) для любых a, b из F и любого натурального k выполнено равенство (a+
b)p

k

= ap
k

+ bp
k

;
2) для любых a1, a2, . . . , an из F и любого натурального k выполнено равен-

ство
(a1 + a2 + · · ·+ an)

pk = ap
k

1 + ap
k

2 + · · ·+ ap
k

n ;

3) отображение x 7→ xp является автоморфизмом (автоморфизм Фробениу-
са);

4) множество всех автоморфизмов поля F образует циклическую группу по-
рядка n, порождающим элементом которой является автоморфизм Фро-
бениуса.

314. Из тождества задачи № 313(2) вывести малую теорему Ферма (см. № 123).
315. Пусть F — конечное поле порядка q. Доказать, что для любого a ∈ F верно

равенство aq = a.
316. Доказать, что

1) поле F характеристики p 6= 0 содержит подполе, изоморфное Zp (далее
для простоты это подполе обозначается просто Zp); это подполе является
минимальным подполем в F ;

2) поле F нулевой характеристики содержит подполе, изоморфное Q; это
подполе является минимальным подполем в F (ср. с № 3).

317. Пусть F — конечное поле характеристики p. Доказать, что |F | = pn для неко-
торого натурального n.
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318. Пусть f(x) — многочлен над полем F степени n. Доказать, что f(x) имеет не
более n корней в F .

319. Пусть |F | = q. Доказать, что F есть поле разложения многочлена f(x) =
xq − x ∈ Zp[x].

320. Доказать, что для любого простого p и любого натурального n существует
поле порядка q = pn.

321. Доказать, что конечные поля одного порядка изоморфны между собой.
322. Доказать, что любая конечная подгруппа G мультипликативной группы F ∗

поля F — циклическая. В частности, циклической является группа Z∗
p.

323. Доказать, что если мультипликативная группа поля является циклической,
то поле конечно.

324. При каких простых p число 2 является порождающим элементом мультипли-
кативной группы поля вычетов Zp?

325. Доказать, что для любого простого нечетного p и любого натурального m
группа обратимых элементов кольца вычетов Zpm циклическая.

326. Пусть f(x) — неприводимый многочлен степени n над полем вычетов Zp и A —
сопровождающая матрица многочлена f(x). Доказать, что множество матриц
вида α0E+α1A+ . . .+αn−1A

n−1, где α0, . . . , αn−1 ∈ Zp, образует конечное поле
из pn элементов.

327. Доказать, что для любого автоморфизма ϕ поля F множество элементов,
неподвижных относительно ϕ, является подполем в F .

Контрольные работы

328. Дано множество G с указанной операцией и подмножество H ⊆ G.

а) Доказать, что множество G с указанной операцией является группой;

б) доказать, что H ⊆ G образует подгруппу;

в) доказать, что H является нормальным делителем в G;

г) описать классы фактор-группы G/H и операцию в ней;

д) описать гомоморфизм группы G на фактор-группу G/H;

е) привести пример группы, изоморфной фактор-группе G/H.

Приведено 30 вариантов:
1) G — ненулевые вещественные числа. Операция — умножение. H — поло-

жительные вещественные числа.
2) G — ненулевые комплексные числа. Операция — умножение. H — нену-

левые вещественные числа.
3) G— комплексные числа. Операция — сложение.H — вещественные числа.
4) G — комплексные числа. Операция — сложение. H — целые числа.
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5) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Операция

— сложение. H — множество матриц вида

(

a 0

2b c

)

, где a, b, c — целые.

6) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Опера-

ция — сложение. H — множество матриц вида

(

a 3b

2c 2d

)

, где a, b, c, d —

целые.

7) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Операция

— сложение.H — множество матриц вида

(

3a b

2c d

)

, где a, b, c, d— целые.

8) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Опера-

ция — сложение. H — множество матриц вида

(

a 2b

2c 2d

)

, где a, b, c, d —

целые.

9) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Опера-

ция — сложение. H — множество матриц вида

(

a b

2c 2d

)

, где a, b, c, d —

целые.

10) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Опера-

ция — сложение. H — множество матриц вида

(

a 2b

2c d

)

, где a, b, c, d —

целые.

11) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Операция

— сложение. H — множество матриц вида

(

4a 2b

c 0

)

, где a, b, c — целые.

12) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Операция

— сложение.H — множество матриц вида

(

a b

c 2d

)

, где a, b, c, d— целые.

13) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Опера-

ция — сложение. H — множество матриц вида

(

a b

2c 4d

)

, где a, b, c, d —

целые.

14) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Операция

— сложение.H — множество матриц вида

(

3a b

c d

)

, где a, b, c, d— целые.

15) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Операция

— сложение. H — множество матриц вида

(

3a 2b

c 0

)

, где a, b, c — целые.
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16) G — множество квадратных целочисленных матриц порядка 2. Опера-

ция — сложение. H — множество матриц вида

(

a 2b

3c d

)

, где a, b, c, d —

целые.

17) G — множество комплексных невырожденных матриц порядка n. Опе-
рация — умножение. H — множество комплексных матриц порядка n с
определителем ±1.

18) G — множество комплексных матриц порядка n с положительным (ве-
щественным) определителем. Операция — умножение. H — множество
вещественных матриц порядка n с положительным определителем.

19) G — множество комплексных матриц порядка n с определителем, равным
1. Операция — умножение.H — множество вещественных матриц порядка
n с определителем, равным 1.

20) G — множество комплексных матриц порядка n с определителем, равным
по модулю 1. Операция — умножение. H — множество вещественных мат-
риц порядка n с определителем, равным по модулю 1.

21) G — множество вещественных матриц порядка n с положительным опре-
делителем. Операция — умножение. H — множество вещественных мат-
риц порядка n с определителем, равным 1.

22) G — множество комплексных матриц порядка n с положительным (ве-
щественным) определителем. Операция — умножение. H — множество
вещественных матриц порядка n с определителем, равным 1.

23) G — множество невырожденных вещественных матриц вида

(

a b

0 c

)

.

Операция — умножение. H — подмножество матриц, у которых ac = 1.

24) G — множество невырожденных вещественных матриц вида

(

a b

0 c

)

.

Операция — умножение. H — подмножество матриц, у которых a = c = 1.

25) G — множество невырожденных вещественных матриц вида

(

a b

0 c

)

.

Операция — умножение. H — подмножество матриц, у которых |ac| = 1.

26) G — множество невырожденных вещественных матриц вида

(

a b

0 c

)

.

Операция — умножение. H — подмножество матриц, у которых ac > 0.

27) G — множество невырожденных вещественных матриц вида

(

a b

0 c

)

.

Операция — умножение. H — подмножество матриц, у которых |a| =
|c| = 1.
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28) G — множество невырожденных вещественных матриц вида

(

a b

0 c

)

.

Операция — умножение. H — подмножество матриц, у которых a > 0,
b > 0.

29) G — целочисленные векторы вида (x, y). Операция — сложение. H — мно-
жество векторов вида (3x, 4y).

30) G — трехкомпонентные арифметические вещественные векторы. Опера-
ция — сложение. H — множество векторов, у которых сумма компонент
равна 0.

329. Дано множество K и подмножество I ⊆ K.

а) Доказать, что K относительно обычных операций сложения и умножения
является кольцом;

б) доказать, что I ⊆ K образует в K подкольцо;

в) доказать, что I является идеалом в K;

г) описать классы фактор-кольца K/I и операции в нем;

д) описать гомоморфизм кольца K на факторкольцо K/I;

е) найти в кольце K и в факторкольце K/I все делители нуля;

ж) определить, является ли фактор-кольцо K/I полем;

з) привести пример кольца, изоморфного фактор-кольцо K/I.

Ниже приводится 30 вариантов контрольной работы.
1) K = Z[i], I = (1− i)Z[i];
2) K = Z[i], I = (1 + i)Z[i];
3) K = Z[i], I = 3iZ[i];
4) K = R[x], I = (x3 + 1)R[x];
5) K = Q[x], I = (x3 + x2 + x+ 1)Q[x];
6) K = R[x], I = (x2 + 2)R[x];
7) K = Q[x], I = (x2 − 4)Q[x];
8) K = Q[x], I = (x2 + x− 1)Q[x];
9) K = Q[x], I = (x2 − 2x+ 2)Q[x];

10) K = Q[x], I = (x2 − 2x+ 1)Q[x];
11) K = Q[x], I = (x2 − x− 1)Q[x];
12) K = Q[x], I = (x3 + 2x+ 2)Q[x];
13) K = Q[x], I = (x3 + 2x2 + 2x+ 2)Q[x];
14) K = Q[x], I = (x3 + 2x2 + 2x)Q[x];
15) K = Q[x], I = (x3 + 2x2)Q[x];
16) K = Z2[x], I = (x3 + 1)Z2[x];
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17) K = Z2[x], I = (x2 + x)Z2[x];
18) K = Z2[x], I = (x3 + x+ 1)Z2[x];
19) K — множество всех функций f : R → R; I — множество всех функций

f , таких, что f(0) = 0;
20) K — множество чисел вида 2a+ bi, где a, b ∈ Z; I = 2K.
21) K — множество чисел вида a+ b

√
2, где a, b ∈ Z; I = 2K;

22) K — множество чисел вида a+ b
√
3, где a, b ∈ Z; I = 2K;

23) K — множество чисел вида 2a+ b
√
2, где a, b ∈ Z; I = 2K;

24) K — множество чисел вида 3a+ b
√
3, где a, b ∈ Z; I = 2K;

25) K — множество чисел вида a+ bi
√
2, где a, b ∈ Z; I = 2K;

26) K — множество чисел вида a+ bi
√
3, где a, b ∈ Z; I = 2K;

27) K — множество матриц вида

(

a b

2b a

)

, где a, b ∈ Z; I = 2K;

28) K — множество матриц вида

(

a b

−b a

)

, где a, b ∈ Z; I = 2K;

29) K — множество матриц вида

(

a b

0 c

)

, где a, b ∈ R; I — множество

матриц из K, для которых a = 0;

30) K — множество матриц вида

(

a b

0 c

)

, где a, b ∈ Z3; I — множество

матриц из K, для которых c = 0.
330. Для многочленов f и g над каждым из полей вычетов Z3, Z5 найти наиболь-

ший общий делитель d и коэффициенты Безу u и v. Старший коэффициент
многочлена d должен быть равен 1. Если в задании присутствует коэффици-
ент −1, предварительно приведите его в поле вычетов, используя сравнения
−1 ≡ 2 (mod 3) и −1 ≡ 4 (mod 5). Ниже приводится 30 вариантов контроль-
ной работы.
1) f = x5 + x4 + 1, g = x4 + x2 + 1; 2) f = x5 + x3 + x+ 1, g = x4 + 1;
3) f = x5 − x4 + 1, g = x3 + x2 + 1; 4) f = x5 + x4 + 1, g = x3 − x2 + 1;
5) f = x5 + x4 + 1, g = x3 + x2 + 1; 6) f = x4 − 1, g = x5 + x4 + x2 + 1;
7) f = x5 − x4 + 1, g = x3 + x2 + 1; 8) f = x5 + x4 + 1, g = x4 − x2 + 1;
9) f = x5 + x4 + 1, g = x4 + x2 + 1; 10) f = x5 + x3 + x+ 1, g = x4 + 2;

11) f = x5 + x4 + 1, g = x3 + x2 − 1; 12) f = x4 + 1, g = x5 + x4 + x2 − 1;
13) f = x5 + x4 + 1, g = x3 + x2 + 1; 14) f = x4 + 1, g = x5 + x4 + x2 + 1;
15) f = x5 − x4 + 1, g = x3 + x2 + 1; 16) f = x5 + x4 + 1, g = x3 − x2 + 1;
17) f = x5 − x4 + 1, g = x3 + x2 − 1; 18) f = x5 − x4 + 1, g = x3 − x2 + 1;
19) f = x5 − x+ 1, g = x4 + x3 + 1; 20) f = x5 + x+ 1, g = x4 + x3 − 1;
21) f = x5 − x− 1, g = x4 + x3 + 1; 22) f = x5 + x+ 1, g = −x4 + x3 − 1;
23) f = x5 + x− 1, g = x4 + x3 − 1; 24) f = x5 − x− 1, g = x4 + x3 − 1;
25) f = x5 + x+ 1, g = x4 + x3 + 1; 26) f = x5 + x3 + x, g = x4 + x+ 1;
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27) f = x5 − x+ 1, g = x4 + x3 + 1; 28) f = x5 + x3 + x, g = x3 − x2 + 1;

29) f = x5 + x+ 1, g = x4 + x3 + 1; 30) f = x5 + x3 + x, g = x4 + x+ 1.

331. Найти пространство решений системы Ax = o и многообразие решений си-
стемы Ax = b над полями вычетов Z3 и Z5. Ниже приводится 30 вариантов
контрольной работы.

1) A =

(

1 2 2

2 2 2

)

, b =

(

1

1

)

; 2) A =

(

2 2 1

2 1 2

)

, b =

(

1

2

)

;

3) A =

(

2 2 2

2 1 0

)

, b =

(

1

0

)

; 4) A =

(

1 1 1

1 0 1

)

, b =

(

0

2

)

;

5) A =

(

0 1 1

1 1 0

)

, b =

(

2

2

)

; 6) A =

(

1 2 1

2 2 0

)

, b =

(

1

1

)

;

7) A =

(

2 2 2

2 1 2

)

, b =

(

2

0

)

; 8) A =

(

0 1 2

1 1 1

)

, b =

(

2

2

)

;

9) A =

(

2 1 1

2 0 1

)

, b =

(

1

2

)

; 10) A =

(

0 2 1

2 1 2

)

, b =

(

2

0

)

;

11) A =

(

2 2 1

2 1 0

)

, b =

(

1

0

)

; 12) A =

(

2 0 2

2 2 1

)

, b =

(

2

1

)

;

13) A =

(

1 2 0

0 2 1

)

, b =

(

1

1

)

; 14) A =

(

2 0 1

0 1 1

)

, b =

(

0

1

)

;

15) A =

(

0 1 1

1 1 1

)

, b =

(

1

2

)

; 16) A =

(

0 2 1

1 1 1

)

, b =

(

1

0

)

;

17) A =

(

0 1 1

2 2 2

)

, b =

(

0

2

)

; 18) A =

(

0 1 2

2 1 0

)

, b =

(

1

1

)

;

19) A =

(

1 0 1

1 1 2

)

, b =

(

1

2

)

; 20) A =

(

0 2 2

2 1 2

)

, b =

(

2

0

)

;

21) A =

(

1 0 1

2 1 1

)

, b =

(

0

2

)

; 22) A =

(

1 0 2

1 1 0

)

, b =

(

1

1

)

;

23) A =

(

1 0 2

1 2 1

)

, b =

(

1

2

)

; 24) A =

(

1 0 2

1 1 1

)

, b =

(

2

2

)

;

25) A =

(

1 2 2

2 2 1

)

, b =

(

2

1

)

; 26) A =

(

2 0 1

2 2 2

)

, b =

(

0

1

)

;

27) A =

(

2 1 1

0 2 1

)

, b =

(

1

2

)

; 28) A =

(

2 0 2

1 2 2

)

, b =

(

1

0

)

;
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29) A =

(

2 2 2

2 2 1

)

, b =

(

0

2

)

; 30) A =

(

2 1 2

1 2 0

)

, b =

(

1

1

)

.
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Ответы, указания, решения

1. 1) Кольцо, но не поле.

2) Не является кольцом.

3) Не является кольцом.

4) Не является кольцом.

5) Кольцо, но не поле.

6) Кольцо, но не поле.

7) Кольцо, но не поле.

8) Поле.

9) Не является кольцом.

10) Поле.

11) Поле.

12) Кольцо, но не поле.

13) Поле.

4. 1) нет;
2) нет.

5. 1) нет;
2) да;
3) нет;
4) нет.

6. 4) Пусть ϕ — автоморфизм Q → Q. Имеем ϕ0 = 0, ϕ1 = 1, поэтому ϕ2 = ϕ(1+1) = ϕ1+ϕ1 =
1+1 = 2, ϕ3 = ϕ(2+1) = ϕ2+ϕ1 = 2+1 = 3, . . . Следовательно, все целые неотрицательные
числа отображаются тождественно. Далее, если a — целое неотрицательное, то ϕ(−a) =
−ϕa. Следовательно, все целые числа отображаются тождественно. Если p, q — целые и

q 6= 0, то ϕ

(

p

q

)

=
ϕp

ϕq
=

p

q
. Таким оразом, Q отображается тождественно.

5) Пусть ϕ — автоморфизм R → R. Сперва докажем, что положительные числа переводят-
ся в положительные. Действительно, пусть a > 0. Тогда найдется такое b, что a = b2.
Имеем ϕa = ϕb2 = (ϕb)2 > 0. Теперь выводим, что если a < b, то ϕa < ϕb, так как
ϕb− ϕa = ϕ(b− a) > 0. Теперь докажем от противного, что все вещественные числа отоб-
ражаются тождественно. Пусть a ∈ R, ϕa = b 6= a. Рассмотрим случай ϕa < b. Найдется
рациональное c, такое, что a < c < b. Тогда c < b = ϕa < ϕc = c. Противоречие. Аналогич-
ные рассуждения, если ϕa > b.

7. Два автоморфизма: тождественный и переводящий каждое число в сопряженное. Решение:

Легко проверить, что указанные отображения — автоморфизмы. Пусть ϕ — автоморфизм
C → C. Так как i2 = −1, то ϕ(i2) = (ϕi)2 = ϕ(−1) = −1. Следовательно, ϕi = i или ϕi = −i и
других автоморфизмов, кроме указанных выше нет.

8. 1) Кольцо, но не поле.

2) Поле.

3) Не является кольцом.

4) Не является кольцом.

5) Кольцо, но не поле.

49
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6) Поле. Указание: Если 3
√
4 = a+ b 3

√
2, то, домножая обе части на 3

√
2, получаем 2 = a 3

√
2 +

b(a+ b 3
√
2). Из полученного равенства выразить 3

√
2.

9. Не изоморфны.

10. 1) − 2

23
+

3

23

√
3; 2) −1

4
− 1

4

√
5; 3) −3

5
− 3

5
3
√
2− 2

5
3
√
4; 4)

7

4
+

5

4
3
√
3 +

3

4
3
√
9.

13. Q(
√
2 +

√
3) =

{

a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6 : a, b, c, d ∈ Q

}

.

1)
√
3−

√
2; 2)

1

2
+

1

4

√
2− 1

4

√
6; 3) −5− 7

2

√
2− 3

√
3− 2

√
6.

14. 1) Полугруппа, но не группа;
2) полугруппа, но не группа;
3) полугруппа, но не группа;
4) группа;
5) группа;
6) группа;
7) группа;
8) не является полугруппой;
9) группа;

10) группа.
15. 1) Полугруппа, но не группа;

2) полугруппа, но не группа;
3) не является полугруппой;
4) полугруппа, но не группа;
5) полугруппа, но не группа;
6) полугруппа, но не группа;
7) группа;
8) группа;
9) не является полугруппой;

10) полугруппа, но не группа;
11) группа;
12) группа;
13) полугруппа, но не группа;
14) группа;
15) группа;
16) группа;
17) группа;
18) группа.

16. Указание: Вначале показать, что для конечности необходимо, чтобы |x| ∈ {0, 1} для каждого
элемента x группы.

17. 1) Полугруппой не является;
2) полугруппой не является;
3) полугруппой не является;
4) полугруппа с единицей, но не группа.

18. 1) Полугруппой не является;
2) полугруппой не является.

19. 1) Полугруппа, но (при X 6= ∅) не группа. Нейтральный элемент ∅.
2) Полугруппа, но (при X 6= ∅) не группа. Нейтральный элемент X.
3) Группа. Нейтральный элемент ∅.

20. 1) Группа; 2) группа; 3) операция не алгебраическая; 4) не является полугруппой.
21. 1) Группа; 2) полугруппа, но (если K 6= {0}) не группа;

3) полугруппа, но (если K 6= {0}) не группа; 4) полугруппа, но не группа.
22. 2) n!; 3) n!/2, если n ≥ 2.



11.3. КОЛЬЦА И ПОЛЯ 51

29. 1)
n
∑

i=0

n(n− 1) . . . (n− i+ 1); 2) n!; 3) 2nn!.

33. 1) Группа; 2) не является полугруппой (нет замкнутости).

34. 1) 2; 2) 4; 3) ∞.

35. 1) n. 2) 2n. 4) Указание: Пронумеровать вершины квадрата.

37. 2) Указание: Пронумеровать вершины прямоугольника.

3) Указание: Пронумеровать вершины ромба.

4) Указание: Это матрицы ортогональных преобразований, совмещающих прямоугольник с
самим собой.

38. Группа вращений тетраэдра имеет порядок 12, куба и октаэдра — 24, икосаэдра и додекаэд-
ра — 60. Указание: Рассмотреть вращение, переводящее заданную вершину A в некоторую
вершину B (не обязательно отличную от A) и доказать, что порядок группы вращений пра-
вильного многогранника равен nk, где n — число вершин, а k — число ребер, выходящих из
каждой вершины.

39. 1) Из №38 следует, что группа вращений тетраэдра, как и группа A4, имеет порядок 12. Каж-
дому самосовмещению тетраэдра соответствует некоторая подстановка его вершин, причем
разным самосовмещениям соответствуют разные подстановки. Достаточно проверить, что
каждая такая подстановка четная. Все самосовмещения тетраэдра можно разбить на 3 ти-
па: (a) тождественное преобразование, ему соответствует тождественная подстановка ε; (b)
8 вращений на угол ±2π/3 вокруг прямых, соединяющих каждую вершину с центром про-
тивоположной грани, этим вращениям соответствуют подстановки: (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4),
(1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3); (c) 3 вращения на угол π вокруг прямых, соединяю-
щих центры противоположных ребер, им соответствуют подстановки: (1 2)(3 4), (1 3)(2 4),
(1 4)(2 3). Также можно воспользоваться №106.

2) Центры граней октаэдра являются вершинами куба, поэтому их группы вращений изо-
морфны. Таким образом, достаточно рассмотреть лишь группу вращений куба. Из №38
следует, что эта группа, как и группа S4, имеет порядок 24. Каждому самосовмещению
куба соответствует некоторая подстановка четырех диагоналей куба. Достаточно прове-
рить, что каждая такая подстановка возможна. Все самосовмещения куба можно разбить
на 5 типов: (a) тождественное преобразование, ему соответствует тождественная подста-
новка ε; (b) 3 вращения на угол π вокруг прямых, соединяющих центры противоположных
граней: (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3); (c) 6 вращений на угол π/2 вокруг тех же прямых:
(1 2 3 4), (1 2 4 3), (1 3 2 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (1 4 3 2); (d) 6 вращений на угол π вокруг пря-
мых, соединяющих середины противоположных ребер: (1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4);
(e) 8 вращений на угол 2π/3 вокруг диагоналей куба: (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (2 3 4),
(2 4 3).

3) Центры граней додекаэдра являются вершинами икосаэдра, поэтому их группы вращений
изоморфны. Таким образом, достаточно рассмотреть лишь группу вращений икосаэдра.
Из №38 следует, что эта группа, как и группа A5, имеет порядок 60. Икосаэдр облада-
ет 30 ребрами и 15 медианами — отрезками, соединяющими середины противоположных
(параллельных) ребер. Эти 15 медиан можно разбить на 5 триад — групп из 3 попар-
но ортогональных медиан. Каждому самосовмещению икосаэдра соответствует некоторая
подстановка этих триад. Достаточно проверить, что каждая такая подстановка четная.
Все вращения куба можно разбить на 4 типа: (a) тождественное преобразование, ему со-
ответствует тождественная подстановка ε; (b) 24 вращения на углы, кратные 2π/5 вокруг
прямых, соединяющих противоположные вершины, им соответствуют все циклы длины 5
на множестве триад; (c) 20 вращений на углы ±2π/3 вокруг прямых, соединяющих центры
противоположных граней, им соответствуют все циклы длины 3 на множестве триад; (d)
15 вращений на угол π вокруг медиан; им соответствуют все транспозиции двух пар триад.
Также можно воспользоваться №106.

43. 2) Докажем ассоциативность. Пусть a, b, c — произвольные элементы в Zn. Разделим ab и bc
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с остатком:
ab = q1n+ r1, 0 ≤ r1 < n, bc = q2n+ r2, 0 ≤ r2 < n,

тогда
r1c = abc− q1nc, ar2 = abc− aq2n,

и
(a⊗n b)⊗n c = (r1c) mod n = (abc− q1nc) mod n = abc mod n,

a⊗n (b⊗n c) = (ar2) mod n = (abc− aq2n) mod n = abc mod n,

откуда (a⊗n b)⊗n c = a⊗n (b⊗n c).
48. Указание: Доказать, что операция выполняется по правилу: (x1, x

3
1)+(x2, x

3
2) = (x1+x2, (x1+

x2)
3).

49. Явные формулы для сложения точек эллиптической кривой следующие: при x1 6= x2

(x1, y1) + (x2, y2) =
(

−x1 − x2 + λ2, −y1 − λ(−2x1 − x2 + λ2)
)

, где λ =
y2 − y1
x2 − x1

;

(x0, y0) + (x0, y0) =
(

−2x0 + λ2, −y0 − λ(−3x0 + λ2)
)

, где λ =
3x2

0 + a

2y0
.

50. Так как (ab)2 = e, то ab = (ab)−1 = b−1a−1 = ba.
51. 1) Одна группа — циклическая. Задается таблицей

e a b

e e a b

a a b e

b b e a

Представляется подстановками: e = ε, a = (1 2 3), b = (1 3 2).
2) Две группы: циклическая и четверная группа Клейна V4, которые задаются таблицами

умножения соответственно:

e a b c

e e a b c

a a b c e

b b c e a

c c e a b

e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Представление подстановками для циклической: e = ε, a = (1 2 3 4), b = (1 3)(2 4), c =
(1 4 3 2); для V4: e = ε, a = (1 2)(3 4), b = (1 3)(2 4), c = (1 4)(2 3).

3) Две группы: циклическая и группа, изоморфная S3, которые задаются таблицами умно-
жения соответственно:

e a b c d f

e e a b c d f

a a b c d f e

b b c d f e a

c c d f e a b

d d f e a b c

f f e a b c d

e a b c d f

e e a b c d f

a a b e f c d

b b e a d f c

c c d f e a b

d d f c b e a

f f c d a b e
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Представление подстановками для циклической: e = ε, a = (1 2 3 4 5 6), b = (1 3 5)(2 4 6),
c = (1 4)(2 5)(3 6), d = (1 5 3)(2 6 4), f = (1 6 5 4 3 2); для S3: e = ε, a = (1 2 3), b = (1 3 2),
c = (1 2), d = (1 3), f = (2 3).

52. Не является группой, так как операция неассоциативна. Например, (aa)b = eb = b, но
a(ab) = ad = c. Множество с одной алгебраической операцией называется квазигруппой,
если уравнения ax = b, ya = b в нем всегда разрешимы, причем однозначно. Квазигруппа с
нейтральным элементом называется лупой. Таким образом, G является примером неассоци-
ативной лупы.

55. ϕx = αx, где α ∈ Q, α 6= 0.
57. 4) Указание: Воспользовавшись конечностью G, доказать, что из того, что уравнение ax = b

имеет не более одного решения, следует, что решение существует.
58. 3) Указание: Воспользоваться №57(4).
60. Пусть a — произвольный элемент конечной полугруппы. Рассмотрим множество элементов

вида a2
k

, k ∈ N. Поскольку полугруппа конечная, то существуют такие различные натураль-
ные числа s и t, s > t, что a2

t

= a2
s

. Если s = t+1, то элемент b = a2
t

является идемпотентом.
В противном случае умножив равенство a2

t

= a2
s

на ax, получим a2
t+x = a2

s+x. Найдем такое
натуральное x, что a2

t+x = (a2
s+x)2. Тогда искомым идемпотентом будет b = a2

s+x. Имеем

a2
t+x = (a2

s+x)2 = a2
t+1+2x = a2

s+x. Если 2t+1 + 2x = 2s + x, то x = 2s − 2t+1 ∈ N.
62. 1) F \ {0};

2) множество матриц, определители которых отличны от нуля, т. е. GL(F, n);
3) обратимые элементы кольца K.

63. |GL(Zp, n)| = (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1).

64. |GL(Zm, n)| = mn2
s
∏

i=1

n
∏

j=1

(

1− 1

pj

i

)

=
(

m
p1...ps

)n2 s
∏

i=1

n−1
∏

j=0

(pni − pji ), где p1, ..., ps — простые со-

множители в разложении числа m.
67. Вообще говоря, неверно.
69. Если H ⊆ K, то всё доказано. Предположим, что H * K. Тогда найдется элемент a ∈ H\K.

Докажем, что K ⊆ H. Действительно, рассмотрим произвольный элемент b ∈ K. Тогда
ab ∈ H ∪ K. Если ab ∈ K, то a = (ab)b−1 ∈ K, поскольку ab ∈ K и b−1 ∈ K. Пришли к
противоречию. Значит, ab ∈ H\K и, следовательно, b = a−1(ab) ∈ H. Тем самым доказано,
что K ⊆ H.

70. Рассмотрим декартово произведение H×K = {(h, k) : h ∈ H, k ∈ K}. Назовем две пары (h, k)
и (h′, k′) эквивалентными, если hk = h′k′. Ясно, что таким образом мы определили отношение
эквивалентности ∼ на H × K и число классов эквивалентности равно |HK|. Тогда (h, k) ∼
(h′, k′) только в том случае, если h−1h′ = kk′−1 ∈ H ∩K. Другими словами, (h, k) ∼ (h′, k′)
тогда и только тогда, когда существует такой элемент g ∈ H ∩ K, что h′ = hg, k′ = g−1k.
Поскольку |H × K| = |H| · |K| и каждый класс эквивалентности содержит ровно |H ∩ K|
элементов, то число классов равно |H| · |K|/|H ∩K|.

71. Все такие группы изоморфны Z.
72. Указание: Пусть K — множество всех эдементов, не принадлежащих H, и a — любой элемент

из K. Показать, что, умножая a на все элементы из H, получим все элементы из K. Вывести
отсюда, что, умножая a на все элементы из K, получим все элементы из H. В частности, a2

принадлежит H.
76. 1) 6; 2) 30; 3) 12; 4) 8; 5) 8; 6) 2; 7) 3.

8) Порядок элемента равен наименьшему общему кратному длин циклов в разложении под-
становки на независимые циклы. Для элемента, указанного в формулировке задачи, поря-
док равен 60.

77. z =
3 + 4i

5
имеет конечный порядок только в том случае, если (3 + 4i)n = 5n для некоторого

натурального n. Если g = 3 + 4i, то g2 = −7 + 24i ≡ 3 + 4i ≡ g (mod 5). Поэтому для любого
натурального n число gn не может быть вещественным.



54 ГЛАВА 11. ГРУППЫ, КОЛЬЦА, ПОЛЯ

78. 1)
1

2
+

√
3

2
i и

1

2
−

√
3

2
i.

2) Каждый элемент порядка 6 в S5 есть произведение двух независимых циклов: длины 2 и
длины 3. Всего 10 элементов.

3) Элементов порядка 6 в A5 нет.
83. ±1.
85. Подгруппами являются nZ, где n — целое неотрицательное.
86. Пусть d = НОД {n, k}, причем n = n′d, k = k′d и nu + kv = d для некоторых целых u, v.

Сначала докажем, что (ak) = (ad). Включение (ak) ⊆ (ad) следует из ak = (ad)k
′ ∈ (ad).

Включение (ad) ⊆ (ak) следует из ad = anu+kv = (an)u + (ak)v = (ak)v ∈ (ak). Теперь легко

видеть, что (ad) =
{

e, ad, a2d, . . . , a(n
′−1)d

}

, т. е. |ak| = |ad| = n′.

87. 1) 4 подгруппы: {e},
{

e, a3
}

,
{

e, a2, a4
}

, G.

2) 7 подгрупп: {e},
{

e, a12
}

,
{

e, a8, a16
}

,
{

e, a6, a12, a18
}

,
{

e, a4, a8, a12, a16, a20
}

,
{

e, a3, a6, a9, a12, a15, a18, a21
}

,
G.

90. Для n = 1 первообразный корень 1.
Для n = 2 первообразный корень −1.

Для n = 3 первообразные корни −1

2
±

√
3

2
i.

Для n = 4 первообразные корни ±i.

Для n = 5 первообразные корни cos
2π

5
± i sin

2π

5
.

Для n = 6 первообразные корни
1

2
±

√
3

2
i.

Для n = 12 первообразными корнями являются ±
√
3

2
± 1

2
i (4 элемента).

Указание: Согласно №86, первообразными корнями n-й степени из 1 являются числа cos
2πk

n
+

i sin
2πk

n
для всех k, не превосходящих n и взаимно простых с ним.

91. Zn является циклической при любом натуральном n. Для того, чтобы k ∈ Zn был произво-
дящим группы Zn необходимо и достаточно, чтобы НОД {n, k} = 1.

92. Для p = 2 порождающий элемент 1.
Для p = 3 порождающий элемент 2.
Для p = 5 порождающие элементы 2, 3.
Для p = 7 порождающие элементы 3, 5.
Для p = 11 порождающие элементы 2, 6, 7, 8.
Указание: Достаточно найти один порождающий элемент. Остальные можно отыскать на
основании №86.

93. 2) В общем случае неверно. Например, элементы

A =

(

0 1

−1 0

)

, B =

(

1 1

0 −1

)

.

группы GL(R, 2) имеют конечный порядок, но элемент AB имеет бесконечный порядок.
3) Множество всех значений корня произвольной натуральной степени из 1.

94. 3) Матрицы вида P−1

(

a 0

0 b

)

P , где P — невырожденная матрица, а a и b — произвольные

корни из 1.
95. Пусть |a| = k, |b| = s, НОД {k, s} = 1. Поскольку ab = ba, то (ab)ks = (ak)s(bs)k = e. Если

(ab)m = e, то e = (ab)mk = bmk и e = (ab)ms = ams. Следовательно, ms делится на k, а mk
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делится на s, поэтому в силу взаимной простоты k и s имеем делимость m на k, m на s и m
на ks. Таким образом, |ab| = ks = |a||b|.

96. 1) Пусть |a| = k, |b| = s, НОК {k, s} = l. Тогда (ab)l = (ak)
l
k (bs)

l
s = e. Следовательно, l делится

на |ab|. Если в качестве b взять a−1, то |a| = |a−1| = k, но |ab| = |e| = 1 6= k = НОК {k, k}.
2) Пусть |a| = k, |b| = s. Если НОД {k, s} = 1, то согласно №95 имеем |ab| = ks. Поэтому

НОК {|a|, |b|} = ks делится на |ab|. Пусть теперь НОД {k, s} > 1 и p1, . . . , pr — простые
числа, входящие в каноническое разложение k и s на множители. Пусть k = pu1

1 · · · pur
r ,

s = pv1

1 · · · pvr
r . Можно считать, что k = k0k1, s = s0s1, k0 = pu1

1 · · · put

t , k1 = p
ut+1

t+1 · · · pur
r ,

s0 = pv1

1 · · · pvt

t , s1 = p
vt+1

t+1 · · · pvr
r и ui ≥ vi для i = 1, . . . , t, и ui < vi для i = t+1, . . . , r. Тогда

НОК {k, s} = k0s1. Далее, |ak1 | = k0, |bs0 | = s1. Поскольку НОД {k0, s1} = 1, то согласно
№95 имеем |ak1bs0 | = k0s1 = НОК {k, s}. Искомый элемент c = ak1bs0 .

97. Пусть G = {g1, g2, . . . , gs}, m = max
1≤i≤s

|gi| = |gk|. Докажем, что m делится на mi = |gi| для

любого i = 1, . . . , s. Предположим, что m не делится на mi. Тогда НОК {m,mi} > m. Согласно
№96 в G существует элемент, порядок которого равен НОК {m,mi} > m, что противоречит
выбору m.

98. Подгруппа H1 = {(1, b) : b ∈ R} изоморфна аддитивной группе действительных чисел,
подгруппа H2 = {(a, 0) : a ∈ R \ {0}} изоморфна мультипликативной группе ненулевых дей-
ствительных чисел. Инволюциями являются элементы вида (−1, b) и единица группы (1, 0).
Группа не содержит элементов конечного порядка, большего двух.

99. Ясно, что достаточно рассматривать 1 ≤ k ≤ n = |G|. Пусть G циклическая, порождаемая
элементом a. Выясним, как устроены решения уравнения xk = e. Пусть x = at, тогда xk =
akt = e = an. Поэтому kt делится на n. Последнее условие равносильно тому, что t делится

на
n

НОД {n, k} . Таким образом, t принимает значения из множества

{

n

НОД {n, k} · i : i = 0, 1, . . . ,НОД {n, k} − 1

}

и |Gk| = НОД {n, k} ≤ k. Для доказательства достаточности можно показать, что число эле-
ментов порядка d в группе G равно либо 0, либо функции Эйлера ϕ(d). Используя равенство
∑

d|n ϕ(d) = n, вывести, что в G найдется элемент порядка n.
100. Предположим, что абелева группа G порядка pq нециклическая. Тогда в ней существует

либо элемент порядка p, либо элемент порядка q. Не уменьшая общности, пусть a — элемент
порядка p, H = (a). Фактор-группа G/H состоит тогда из q смежных классов и является
циклической. Пусть смежный класс bH является ее порождающим элементом. Тогда смежные
классы eH, bH, . . . , bq−1H различны. Таким образом, (bH)q = eH = bqH, поэтому bq ∈ H и
bq = at для некоторого 0 ≤ t < p. Докажем, что t = 0. Тогда a и b — два коммутирующих
элемента порядков p и q соответственно. Следовательно, согласно №95 элемент ab имеет
порядок pq, то есть группа G циклическая. Пусть t 6= 0. Тогда порядок элемента b равен p, то
есть bp = e. Если p < q, то имеем равенство смежных классов bpH и eH, что невозможно. Если
q < p, то разделим p на q с остатком: p = ql+ r, 0 < r < q. Тогда bp = bql+r = bqlbr = atlbr = e.
Следовательно, br = a−tl ∈ H, что противоречит различности смежных классов brH и eH.

103. Наибольший порядок, 60, имеет элемент, равный произведению трех независимых циклов
длины 3, 4, 5 соответственно.

104. 1) Указание: Разложить подстановку на циклы и проверить, что (i1 i2 i3 . . . ik) = (i1 ik)(i2 ik) . . . (ik−1 ik).
2) Указание: Проверить, что (i j) = (1 i)(1 j)(1 i).
3) Указание: Представить (i j) через произведение транспозиций вида (i, i+ 1).
4) Указание: Пусть α = (1 2), β = (1 2 . . . n). Проверить, что (i, i+ 1) = βi−1αβ1−i.
5) Указание: Проверить, что (i j)(i k) = (i k j), (i j)(l k) = (i l k)(i j k).
6) Указание: Вначале доказать, что подгруппа, порожденная указанными циклами, содержит

все циклы вида (1 i j) и (2 i j). Затем, доказать, что эта подгруппа содержит все остальные
тройные циклы.
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105. 1) {e}, {e, (1 2)(3 4)}, {e, (1 3)(2 4)}, {e, (1 4)(2 3)}, V4.
2) {e}, {e, (1 2)}, {e, (1 3)}, {e, (2 3)}, {e, (1 2 3), (1 3 2)}, S3.
3) V4 и все ее подгруппы, {e, (1 2 3), (1 3 2)}, {e, (1 2 4), (1 4 2)}, {e, (1 3 4), (1 4 3)}, {e, (2 3 4), (2 4 3)},

A4.
106. Примером может служить четверная группа Клейна. Указание: Доказать, что при возведе-

нии в квадрат всех тройных циклов мы получим все тройные циклы. Далее использовать
№№104, 72.

107. 1) гомоморфизм;
2) гомоморфизм;
3) не является гомоморфизмом;
4) гомоморфизм;
5) не является гомоморфизмом;
6) гомоморфизм;
7) не является гомоморфизмом.

108. 1) изоморфизм; 2) гомоморфизм; 3) гомоморфизм.
110. 1) 2 смежных класса:

{

e, a2, a4
}

и
{

a, a3, a5
}

.

2) 3 смежных класса:
{

e, a3
}

,
{

a, a4
}

,
{

a2, a5
}

.
3) Разбиение на левые смежные классы совпадает с разбиением на правые смежные классы.

Всего 2 смежных класса: {e, (1 2 3), (1 3 2)} и {(1 2), (1 3), (2 3)}.
4) Решение: Умножая H = {e, (1 2)} слева на каждый из элементов группы G = {e, (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)},

получаем:

eH = H,

(1 2)H = {(1 2), e} = H,

(1 3)H = {(1 3), (1 2 3)} ,
(2 3)H = {(2 3), (1 3 2)} ,
(1 2 3)H = {(1 2 3), (1 3)} = (1 3)H,

(1 3 2)H = {(1 3 2), (2 3)} = (2 3)H.

Таким образом, получили 3 левых смежных класса: H = (1 2)H = {e, (1 2)}, (1 3)H =
(1 2 3)H = {(1 3), (1 2 3)}, (2 3)H = (1 3 2)H = {(2 3), (1 3 2)}.
Умножая H справа на каждый из элементов группы G, получаем:

He = H,

H(1 2) = {(1 2), e} = H,

H(1 3) = {(1 3), (1 3 2)} ,
H(2 3) = {(2 3), (1 2 3)} ,
H(1 2 3) = {(1 2 3), (2 3)} = H(2 3),

H(1 3 2) = {(1 3 2), (1 3)} = H(1 3).

Таким образом, получили 3 правых смежных класса: H = H(1 2) = {e, (1 2)}, H(1 3) =
H(1 3 2) = {(1 3), (1 3 2)}, H(2 3) = H(1 2 3) = {(2 3), (1 2 3)}.

5) Элементы, составляющие один левый смежный класс, — все вращения, переводящие за-
данную вершину в какую-либо другую. Элементы, составляющие один правый смежный
класс, — все вращения, переводящие какую-либо вершину в заданную. Всего n левых и n
правых смежных класса, где n — число вершин многогранника. См. также №38.

6) Решение: Матрицы A и B из GL(R, n) принадлежат одному и тому же левому смежному
классу тогда и только тогда, когда A−1B ∈ SL(R, n), что эквивалентно det(A−1B) = 1.
Преобразуя левую часть последнего равенства, получаем

(detA)−1 detB = 1,
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т. е. detA = detB.
Матрицы A и B принадлежат одному и тому же правому смежному классу тогда и только
тогда, когда AB−1 ∈ SL(R, n), т. е. det(AB−1) = 1, откуда снова легко получить равносиль-
ное условие detA = detB.
Ответ: Разбиение на левые смежные классы совпадает с разбиением на правые смежные
классы. Смежные классы — множества матриц с фиксированным определителем.

111. 1) Все подгруппы четверной группы Клейна V4 (они перечислены в ответе к №105 (1)) явля-
ются нормальными делителями.

2) {e}, {e, (1 2 3), (1 3 2)}, S3.
3) {e}, V4, A4.
4) {e}, V4, A4, S4.

112. Не всегда. Например, G′ = A4, G = V4, H = {e, (1 2)(3 4)}.
119. Указание: Воспользоваться №118.
120. Пусть H — подгруппа, индекс p которой есть наименьший простой делитель порядка группы

G. Согласно №119 построим нормальный делитель N группы G, такой, что p!
... |G/N | и N ⊆

H, следовательно, |G/N | ≥ p. Докажем, что N = H. Так как |G| ... |G/N | и p — минимальный
простой делитель числа |G|, то |G/N | также не может иметь простых делителей, меньших p.
Однако все простые делители, кроме одного, числа p! меньше p, поэтому, в силу p!

... |G/N |,
получаем |G/N | = p, откуда |G/N | = |G/H|, следовательно, |N | = |H|. Так как N ⊆ H,
то N = H, поэтому H — нормальный делитель. Возможно доказательство, использующее
действие групп. См. решение к №183.

122. Пусть H — циклическая подгруппа, порожденная элементом g. По теореме Лагранжа порядок
k подгруппы H делит n. Тогда gn = (gk)n/k = en/k = e. Для абелевой группы можно дать
доказательство, не использующее теорему Лагранжа. Пусть G = {a1, a2, . . . , an}. Тогда aG =
G и, рассмотрев произведение всех элементов группы, получаем

an
n
∏

i=1

ai =

n
∏

i=1

ai,

откуда an = e.
123. Если a ≡ 0 (mod p), то утверждение очевидно. Иначе исходное сравнение эквивалентно ap−1 ≡

1 (mod p), что выражает тот факт, что степень элемента a в мультипликативной группе Z∗
p

является делителем порядка этой группы.
127. 1) Если x ∈ Z∗

N , то

g(f(x)) = (xa mod)b mod N = xab mod N = x1+kn mod N = xmod N = x

для некоторого целого k.
2) Достаточно доказать, что если c ≡ 1 (mod n), то xc ≡ x (mod N). Так как n делит c− 1, то

q − 1 делит c− 1, поэтому

pc−1 ≡ 1 (mod q) ⇒ pc ≡ p (mod q) ⇒ pc ≡ p (mod pq).

Аналогично,
qc ≡ q (mod pq).

Так как p и q взаимно простые, то произвольный целый x можно представить в виде
x = kq +mp для некоторых целых k и m, откуда xc ≡ x (mod pq).

128. Указание: Воспользуйтесь №122.
129. Например, A4 не имеет подгруппы 6-го порядка (см. №105 (3)).
139. Гомоморфизм однозначно определяется образом порождающего элемента.

1) ϕa может быть равен любому элементу группы. Число гомоморфизмов равно n.
2) ϕa = ak для любого k, не превосходящего n и взаимно простого с ним.
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3) Пусть d = НОД {n,m}, тогда ϕa = bmk/d (k = 0, 1, . . . , d− 1). Число гомоморфизмов равно
d.

4) Если n не кратно m, то сюръективного гомоморфизма нет. Иначе ϕa = bk для любого k,
не превосходящего m и взаимно простого с ним.

140. Множество H всех квадратов группы G является подгруппой. Фактор-группа G/H — цик-
лическая, порядка не менее 2. Пусть cH — ее порождающий элемент. Так как, по опреде-
лению H, c2 ∈ H, то (cH)2 = c2H = H. Следовательно, G/H — группа второго порядка и
ab ∈ aH · bH = H, т. е. ab есть квадрат.

141. Докажем, что HK ⊆ KH. Рассмотрим произвольный элемент hk ∈ HK, где h ∈ H, k ∈ K.
Поскольку H — нормальный делитель, то k−1hk = h′ ∈ H, поэтому hk = kh′ ∈ KH и
HK ⊆ KH. Обратное включение KH ⊆ HK доказывается аналогично. Согласно №68 HK
является подгруппой в G.

142. Рассмотрев произведение (hk)(kh)−1 = (hkh−1)k−1 = h(kh−1k−1) ∈ H ∩K = {e}, получаем,
что hk = kh.

143. 1) K1 = (2 3 4)H, где H = {ε, (1 4)}.
2) K2 не является смежным классом.
3) K3 является подгруппой.
4) K4 не является смежным классом.
5) K5 = (1 2)H, где H = {ε, (1 5) (3 4)}.

145. Предположим противное: некоторый смежный класс aZ(G) является порождающим элемен-
том фактор-группы G/Z(G). Рассмотрим два произвольных элемента g и g ′ из группы G.
Пусть gZ(G) = (aZ(G))k = akZ(G), g′Z(G) = (aZ(G))s = asZ(G). Тогда g = akz, g′ = asz′

для некоторых z, z′ ∈ Z(G). Поскольку gg′ = akzasz′ = zk+szz′ = g′g, то группа G абелева,
что противоречит условию.

147. Гомоморфизм однозначно определяется образом порождающего элемента. Пусть a — порож-
дающий элемент группы G, а b — порождающий элемент группы G′.
1) Один гомоморфизм, образом которого является единичный элемент группы G′.
2) Существует ровно n гомоморфизмов: ϕ(b) = ak, 0 ≤ k < n.

148. Множество представителей различных левых смежных классов:

{(

0 1

1 0

)

,

(

1 0

t 1

)

, t ∈ Q

}

.

Действительно, если a 6= 0, то

(

a b

c d

)

=







1 0

c

a
1






·







a b

0
ad− bc

a






.

Если a = 0, то
(

0 b

c d

)

=

(

0 1

1 0

)

·
(

c d

0 b

)

.

Осталось доказать, что различные элементы из предъявленного множества порождают раз-
личные левые смежные классы. Пусть A,B — два таких элемента и AH = BH. Тогда
A−1B ∈ H. Если A и B нижние унитреугольные, то матрица A−1B тоже нижняя унитре-
угольная. Но в подгруппе H единственной унитреугольной матрицей является единичная,

следовательно, A = B. Если одной из матриц A или B является

(

0 1

1 0

)

, то ни A−1B, ни

B−1A не являются верхними треугольными.
149. Например, группа Q8 кватернионных единиц (см. №45).
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151. Пусть G — конечная подгруппа в GL(Z, n). Тогда утверждение эквивалентно тому, что G ∩
Kerϕ = {E}. Предположим, что A = E + prB ∈ G∩Kerϕ, B ∈ Zn×n, r ≥ 1, Am = E, и не все
элементы матрицы B делятся на p. По формуле бинома

Am − E = (E + prB)m − E = mprB +

m
∑

k=2

(

m

k

)

prkBk = 0.

Но элементарное арифметическое рассуждение показывает, что при p > 2 все числа под
знаком суммы делятся на большую степень p, чем mpr.

152. Знакопеременная группа An.
153. SL(R, 2).
154. В некоммутативной группе централизатор элемента может не быть подгруппой. Например,

централизатором цикла (123) в S3 является множество {e, (123)}, которое не является под-
группой.

155. 1) Централизатором матрицы A является множество невырожденных диагональных матриц.
Централизатором матрицы B является множество матриц вида

(

a b

0 a

)

,

где a 6= 0.
2) Централизатором матрицы C является множество матриц вида









a 0 0

b c 0

d e a









,

где ac 6= 0.
160. Указание: Используйте №№145, 158.
161. То, что группа автоморфизмов циклической группы абелева, очевидно. Ясно, что цикличе-

ская группа G, порядок которой больше 2, содержит элемент g такой, что g2 6= e (например,
таким элементом является любой порождающий элемент группы). При этом отображение
ϕ(x) = x−1, x ∈ G является автоморфизмом группы G, отличным от тождественного. Более
того, автоморфизм ϕ2 является тождественным и порождает подгруппу второго порядка в
группе AutG. Следовательно, порядок группы AutG является четным числом.

163. 1) 2; 2) ϕ(n) (функция Эйлера).
164. 1) Zp−1; 2) Z2; 3) V4; 4) Z6; 5) S3; 6) S3; 7) D4; 8) S4.
165. 1.
167. 2) Указание: Рассмотреть отображение из Gx в множество левых смежных классов, заданное

правилом: g ∗ x 7→ g StG(x), и доказать, что оно является биекцией.
3) Поскольку орбиты точек либо совпадают, либо не пересекаются и каждая точка x ∈ X

содержится в некоторой орбите (например, в орбите Gx), то

|X| =
r
∑

i=1

|Gxi| =
r
∑

i=1

|G|
StG(xi)

.

169. Две орбиты: {0} и Rn\{0}.
170. 1) G — единственная орбита, все стабилизаторы единичные;

2) G — единственная орбита, все стабилизаторы единичные;
3) орбиты — левые (соответственно правые) смежные классы группы G по подгруппе H, все

стабилизаторы единичные.
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172. Подсчитаем мощность множества M = {(g, x) | g ∗ x = x} двумя способами. С одной сто-
роны, |M | =

∑

g∈G

|Fix(g)|, с другой стороны, |M | =
∑

x∈X

|StG(x)|, поэтому
∑

g∈G

|Fix(g)| =

∑

x∈X

|StG(x)| =
∑

x∈X

|G|
|Gx| . Разделив это равенство на |G|, получим

1

|G|
∑

g∈G

|Fix(g)| = ∑

x∈X

1

|Gx| .
Поскольку точки из одной орбиты дают одинаковый вклад в последнюю сумму, то эта сумма
равна числу орбит.

173. Указание: Рассмотреть действия группы G вращений n-угольника на множестве X всех его
qn раскрасок, если под g∗x понимается раскраска, получаемая из x вращением g. Необходимо
найти число орбит.
1) При q = 2 без учета вращений имеем |X| = 23 = 8 раскрасок. С учетом вращений для

рассматриваемых значений n = 3, q = 2 раскраска однозначно восстанавливается по ко-
личеству ребер, окрашенных в 1-й цвет (остальные ребра окрашены во 2-й цвет). Таким
образом, имеем 4 раскраски. Теперь решим задачу с помощью леммы Бёрнсайда. Группа
вращений треугольника состоит из |G| = 3 элементов. Для каждого из них найдем количе-
ство неподвижных точек. Для тождественного преобразования, очевидно, все 8 раскрасок
из X являются неподвижными точками. Для вращения на угол ±2π/3 неподвижными точ-
ками являются только две «тождественные» раскраски: все ребра раскрашены в 1–й цвет
и все ребра раскрашены во 2-й цвет. По лемме Бёрнсайда получаем rG(X) = 1

3 (8+2 ·2) = 4
орбиты. Эти рассуждения можно повторить для произвольного q: в общем случае имеем
1
3 (q

3 + 2q) орбит.
2) Без учета вращений имеем |X| = q4 раскрасок. Группа вращений квадрата состоит из

|G| = 4 элементов. Для тождественного преобразования все q4 раскраски являются непо-
движными точками. При вращении на угол π противоположные ребра меняются местами,
поэтому имеем q2 неподвижные точки. Для вращения на угол ±π/2 неподвижными явля-
ются только q «тождественных» раскрасок. По лемме Бёрнсайда получаем 1

4 (q
4+q2+2 ·q)

орбит.
3) 1

5 (q
5 + 4q).

4) 1
6 (q

6 + q3 + 2q2 + 2q).
175. Указание: Рассмотреть действие группы диэдра при n = 6 на множестве всех q6 раскрасок

правильного 6-угольника. Ответ: 1
12 (q

6 + 3q4 + 4q3 + 2q2 + 2q) раскрасок с точностью до
вращений и отражений. В частности, при q = 2 имеем 13 раскрасок с точностью до вращений
и отражений и, согласно №173 (4), 14 раскрасок с точностью до вращений без отражений.

176. 1) Рассмотрим действия группы G вращений куба на множестве X всех его раскрасок в q
цветов, |X| = q6. Группа вращений куба описана в ответе к №39 (2). В частности, |G| = 24.
Рассмотрим каждое из преобразований. Все они разбиваются на 5 типов: (a) тождественное
преобразование, для него неподвижными являются все q6 раскрасок; (b) 3 вращения на
угол π вокруг прямых, соединяющих центры противоположных граней: для каждого из
них имеем q4 неподвижных раскрасок; (c) 6 вращений на угол π/2 вокруг тех же прямых:
для каждого из них имеем q3 неподвижных раскрасок; (d) 6 вращений на угол π вокруг
прямых, соединяющих середины противоположных ребер: для каждого из них имеем q3

неподвижных раскрасок; (e) 8 вращений на угол 2π/3 вокруг диагоналей куба: для каждого
из них имеем q2 неподвижных раскрасок. По лемме Бёрнсайда получаем 1

24 (q
6+3q4+12q3+

8q2) различных с точностью до вращений раскраски.
2) 1

24 (q
12 + 6q7 + 3q6 + 8q4 + 6q3).

3) 1
24 (q

8 + 17q4 + 6q2).
177. Рассмотрим действия группы G вращений куба на множестве X допустимых раскрасок его

граней (раскраску назовем допустимой, если каждая грань окрашена в свой цвет), |X| = 6!.
Группа вращений куба описана в ответе к №39 (2). В частности, |G| = 24. Для тождествен-
ного преобразования, очевидно, все 6! раскрасок из X являются неподвижными точками.
Остальные преобразования, легко видеть, неподвижных точек не имеют. По лемме Бёрнсайда
получаем 6!/24 = 30 различных с точностью до вращений раскраски.
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178. Согласно №167 порядок группы G равен сумме индексов стабилизаторов элементов, представ-
ляющих различные орбиты. Ясно, что каждая орбита длины 1 содержит элемент из центра
группы.

179. Применим индукцию по порядку n группы G. Для n = 2 теорема верна, поскольку G —
циклическая группа второго порядка. Пусть теорема верна для всех групп, порядок которых
меньше n, и G — группа порядка n. Пусть сначала G абелева. Рассмотрим произвольный
элемент a ∈ G, отличный от единицы e. Его порядок k > 1. Если k

... p, k = ps, то элемент as

имеет порядок p. Если k не делится на p, то порядок фактор-группы G/H, где H = (a), равен
n
k < n и делится на p. По предположению индукции G/H содержит элемент bH порядка p, то
есть (bH)p = H. Следовательно, bp ∈ H и bp = at для некоторого t, откуда bpk = atk = e. Если
bk = e, то (bH)k = H и k делится на порядок p элемента bH, что невозможно. Значит, bkp = e,
но bk 6= e, то есть элемент bk имеет порядок p. Пусть теперь G неабелева. Если существует
подгруппа H 6= G, индекс которой не делится на p, то порядок H меньше n и делится на p. По
предположению индукции H содержит элемент порядка p. Если же индексы всех подгрупп
группы G, отличных от G, делятся на p, то число элементов, сопряженных любому элементу
группы G, не входящему в ее центр Z(G), делится на p (см. №167). Так как |G| = n делится
на p, то |Z(G)| делится на p согласно №178 и |Z(G)| < n, в силу некоммутативности G. По
предположению индукции Z(G) содержит элемент порядка p.

180. Указание: Используйте №178.
181. Согласно №180 центр группы G неединичен. Предположим, что группа G неабелева. Тогда

|Z(G)| = p и |G/Z(G)| = p. Следовательно, фактор-группа G/Z(G) циклическая, что про-
тиворечит №145. Если G циклическая, то она изоморфна группе вычетов Zp2 . В противном
случае группа G содержит по крайней мере два элемента a и b порядка p, порождающие
различные циклические подгруппы. Докажем, что группа G порождается этими элементами,
т. е. G = {aibj | 0 ≤ i, j < p}. Для этого достаточно показать, что все элементы aibj различны.
Действительно, если akbs = atbl, причем k 6= t или s 6= l, то ak−t = bl−s. Пусть для опреде-
ленности k 6= t. Тогда элементы a и ak−t порождают одну и ту же циклическую подгруппу
порядка p. Следовательно, bl−s порождает ту же подгруппу. Но тогда s 6= l и подгруппы,
порожденные элементами a и b совпадают, что противоречит выбору этих элементов. Итак,
G = {aibj | 0 ≤ i, j < p}. Ясно, что эта группа изоморфна Zp ⊕ Zp.

182. Указание: Используйте №№180, 145.
183. Пусть подгруппа H группы G имеет индекс p, который является наименьшим простым дели-

телем порядка n группы G. Рассмотрим левое действие подгруппы H на множестве смежных
классов {gH : g ∈ G}, которое элементу h ∈ H и смежному классу gH ставит в соответствие
смежный класс (hg)H. Поскольку |G| = p · |H| и длина орбиты является делителем порядка
группы H, то длина орбиты любого смежного класса либо равна 1, либо больше или равна p.
Но длина орбиты смежного класса eH равна 1, а сумма длин всех орбит равна p (мощности
множества смежных классов, на котором действует группа H), поэтому все орбиты имеют
длину 1. Таким образом, (hg)H = gH для всех h ∈ H и g ∈ G, следовательно, g−1hg ∈ H и
H является нормальным делителем в G.

184. Доказательство проведем индукцией по порядку G. Если порядок простой, то утверждение
очевидно. Пусть теорема доказана для всех групп, порядок которых меньше |G|. Если в G
имеется подгруппа H, индекс которой взаимно прост с p, то по предположению индукции H
содержит силовскую p-подгруппу, которая является таковой и в G. Поэтому предположим,
что у всякой собственной подгруппы индекс делится на p. Тогда согласно формуле классов
(см. №178) |Z(G)| делится на p. Согласно №179 группа Z(G) содержит циклическую под-
группу H порядка p. Так как H ⊂ Z(G), то согласно №144 подгруппа H нормальна в G.
Пусть f : G → G/H каноническое отображение. Поскольку pn — наибольшая степень p,
делящая |G|, то pn−1 делит |G/H|. Пусть K ′ — силовская p-подгруппа в G/H, существующая
по предположению индукции, и пусть K = f−1(K ′). Тогда H ⊂ K и f отображает K на K ′.
Следовательно, имеет место изоморфизм K/H ∼= K ′ и |K| = |K ′| · |H| = pn−1p = pn. Таким
образом, K — силовская p-подгруппа в G.
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185. Пусть S ⊂ G — силовская p-подгруппа и S1 — какая-либо p-подгруппа. Рассмотрим действие
S1 на множестве смежных классов {gS : g ∈ G}, которое элементу s ∈ S1 и смежному
классу gH ставит в соответствие смежный класс (sg)H. Так как длина любой нетривиальной
S1-орбиты делится на p, а мощность множества смежных классов, на котором действует S1,
не делится на p, то существуют одноэлементные орбиты. Пусть gS — неподвижная точка
(орбита ее содержит только gS). Тогда для всех s1 ∈ S1 имеем s1gS = gS, т. е. g−1s1g ∈ S или
s1 ∈ gSg−1. Таким образом, S1 ⊂ gSg−1, что доказывает первую часть утверждения. Если S1

— силовская p-подгруппа, то |S1| = |S| = |gSg−1|, следовательно, S1 = gSg−1, что доказывает
вторую часть утверждения.

186. 1) Пусть S ⊂ G — силовская p-подгруппа и C(S) — класс подгрупп, сопряженных S. Согласно
№185 это и есть совокупность всех силовских p-подгрупп. При действии G на C(S) сопря-
жениями стабилизатором любой подгруппы S ′ ∈ C(S) является ее нормализатор N(S ′).
Ограничим это действие на S. Тогда множество C(S) как-то разобьется на S-орбиты, ко-
торые либо одноэлементны, либо их длина делится на p.

2) Докажем, что единственной одноэлементной орбитой будет подгруппа S, откуда и будет
следовать, что |C(S)| ≡ 1 (mod p). Пусть S ′ — одноэлементная орбита. Это означает, что
sS′s−1 = S′ для всех s ∈ S, т. е. S ⊂ N(S′). Тогда S и S′ — силовские p-подгруппы в
N(S′) и, значит, сопряжены в ней. Но S ′ — нормальный делитель в N(S ′). Следовательно,
S = S′.

3) Докажем, что |C(S)| равно индексу N(S) в G. Действительно, отображение, ставящее
в соответствие смежному классу gN(S) подгруппу gSg−1, является биекцией. Поэтому
pnm = |G| = |N(S)| · |C(S)|. Поскольку S является подгруппой в N(S), то |N(S)| ... p

n = |S|,
следовательно, |C(S)| является делителем m — индекса силовской p-подгруппы S.

187. Если H — единственная силовская p-подгруппа группы G, то согласно №185 имеем gHg−1 =
H для всех g ∈ G, т. е. gH = Hg, следовательно, H — нормальный делитель в G.

188. Пусть Np, Nq — число силовских p-подгрупп и q-подгрупп соответственно. Тогда согласно
№186 имеем Np ≡ 1 (mod p), Nq ≡ 1 (mod q), q

... Np, p
... Nq. Откуда следует, что Nq =

1 и поскольку q − 1 не делится на p, то Np = 1. Пусть Gp — силовская p-подгруппа, а
Gq — силовская q-подгруппа, которые являются циклическими. Согласно №187 Gp и Gq

являются нормальными делителями в G. Ясно, что Gp ∩ Gq = {e}, поэтому согласно №70
|GpGq| = |Gp| · |Gq| = pq. Следовательно, G = GpGq. Далее, согласно №142 имеем ab = ba
для всех a ∈ Gp, b ∈ Gq. Рассмотрев произвольные элементы g1 = a1b1, g2 = a2b2 ∈ G,
имеем g1g2 = (a1b1)(a2b2) = a1(b1a2)b2 = a1(a2b1)b2 =(a1a2)(b1b2)= (a2a1)(b2b1)= a2(a1b2)b1 =
a2(b2a1)b1= g2g1. Таким образом, G — абелева группа. Если x, y — порождающие элементы
подгрупп Gp и Gq соответственно, то xy — порождающий элемент группы G. Это следует,
например, из №95.

189. Указание: Воспользуйтесь №186 и докажите, что G = G3G5, где G3 — силовская 3-подгруппа
порядка 9, G5 — силовская 5-подгруппа и используйте тот факт, что группа порядка 9 абелева
(№181).

190. 1) Неассоциативное кольцо (кольцо Ли).

2) Кольцо (коммутативное, если K коммутативно).

3) В общем случае кольцом не является, так как не имеет место дистрибутивность a(b+ c) =
ab+ ac (но справедливо, что (a+ b)c = ac+ bc).

4) Кольцо (коммутативное, если K коммутативно).

5) Кольцо (в общем случае некоммутативное, даже если K — коммутативное).

6) Кольцо Ли (в общем случае неассоциативное).

7) Коммутативное кольцо, в общем случае неассоциативное.

191.
1

a+ bi+ cj + dk
=

1

a2 + b2 + c2 + d2
· (a− bi− cj − dk).

192. 1) Полем не является.
2) Делители нуля — числа вида dy, где y ∈ R, и только они.
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3)

f ′(x) =
(x+ dy)n − f(x)

dy
=

xn + nxn−1dy +
n
∑

k=2

(

n
k

)

xn−kdkyk − xn

dy
= nxn−1.

193. 1) Полем не является.
2) Делители нуля — числа вида x+ xj, где x ∈ R, и только они.

194. 6) Тело кватернионов является линейной алгеброй (размерности 4) над полем R. Над полем
C алгеброй не является.

195. 1) Не является кольцом; 2) является полем.
199. Указание: См. №9.
200. Нет, так как в Z2 все элементы являются квадратами.
202. p2.
203. 1) Не является кольцом, так как 2X относительно операции объединения не есть группа.

2) Кольцо. Является полем, если и только если |X| = 1.
205. Является полукольцом. Кольцом не является (если |X| 6= 1), так как X относительно опера-

ции ↓ не является группой.
208. В кольце матриц вида

(

a b

0 0

)

,

где a, b ∈ R, левыми единицами являются все матрицы

(

1 c

0 0

)

,

где c ∈ R.
220. 1) D = 0;

2) f(x)D, f(x) ∈ Z[x], где D — обычное дифференцирование;

3)
n
∑

i=1

fiDi, fi ∈ Z[x1, x2, . . . , xn], где Di — частное дифференцирование по переменной xi.

221. Обозначим через X множество правых обратных к элементу x. Рассмотрим отображение
ϕy : X → X, задаваемое правилом ϕy(z) = y + zx − 1, где y — некоторый фиксированный
элемент из X. Поскольку x не имеет левых обратных, то y /∈ ϕy(X). С другой стороны,
отображение ϕy инъективно, так как равенство ϕy(a) = ϕy(b) влечет ax = bx, откуда вытекает
a = b. Таким образом, отображение ϕy инъективно, но не сюръективно, что возможно только
в случае, когда множество X бесконечно.

222. Если xy = 1 и yx 6= 1, то элемент y + yx− 1 6= y является правым обратным для x.
226. 1) Для произвольного a ∈ K рассмотрим множество aK = {ax : x ∈ K}. Поскольку

K конечно и не содержит делителей нуля, то aK = K и найдется такой элемент x, что
ax = a. Докажем, что x — правая единица. Поскольку Ka = K, то для произвольного
b ∈ K найдется такой y, что b = ya. Тогда bx = (ya)x = y(ax) = ya = b. Аналогично
доказывается, что K содержит левую единицу.

2) Элемент a, обратимый справа, не является правым делителем нуля, поэтому Ka = K,
следовательно, существует элемент x такой, что xa = 1, т. е. a обратим и слева.

3) Пусть a — левый делитель нуля, т. е. ab = 0 для некоторого b 6= 0. Предположив, что a
не является правым делителем нуля, имеем Ka = K и xa = 1 для некоторого x ∈ K. Но
тогда b = (xa)b = 0 — противоречие.

227. Если xy = 1, то (yx− 1)y = 0, следовательно, yx = 1.
228. 2) См. №227.

4) (1 + xy)−1 = 1− x(1 + yx)−1y.
233. Указание: Используйте №231.
234. Вторая строка равна первой, умноженной на 11.
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234. 1.
235. 1) x = 1, y = 0, z = 0.

2) x = 1 + t, y = t, z = t, где t ∈ Z5.
236. 1) x = 0, y = 3, z = 1.

2) Система не совместна.
237. 1) x2 + 1.

2) 1.
238. 1) 1.

2) x+ 1.
3) 1.

239. 1) x2 + 2x.
2) x3 + x+ 3.
3) x3 + 2x+ 4.
4) x− 1.

240. pm(p− 1).
241. 1) x2, x2 + 1 = (x+ 1)2, x2 + x = x(x+ 1), x2 + x+ 1 — неприводимый.

2) x3, x3+1 = (x+1)(x2+x+1), x3+x = x(x+1)2, x3+x+1 неприводим, x3+x2 = x2(x+1),
x3 + x2 + 1 неприводим, x3 + x2 + x = x(x2 + x+ 1), x3 + x2 + x+ 1 = (x+ 1)3.

242. 1) x2 + 1, x2 + x+ 2, x2 + 2x+ 2.
2) x3+2x+1, x3+2x+2, x3+x2+2, x3+2x2+1, x3+x2+x+2, x3+x2+2x+1, x3+2x2+x+1,

x3 + 2x2 + 2x+ 2.
243. 1) (x+ 1)3(x2 + x+ 1).

2) (x2 + 1)(x3 + 2x2 + 2x+ 2).
3) (x+ 1)(x2 + 2x+ 4)(x2 + 4x+ 2).

244. 1) (x+ 1)x2(x2 + 1).
2) (x+ 1)(x2 + 4x+ 2)(x2 + x+ 2).
3) (x+ 1)(x2 + x+ 3)(x2 + 6x+ 3).
4) (x+ 1)(x4 − 2x2 + 9).

245. Над Q многочлен неприводим.
246. 2) Многочлены x и x+ p взаимно просты над Q, но не являются таковыми над Zp.
247. 2) Многочлен px2 + (p + 1)x + 1 = (x + 1)(px + 1) приводим над Q, но над Zp равен x + 1 и,

следовательно, неприводим.
3) Докажем, что x4 + 1 приводим над Zp при любом простом p. Так как

x4 + 1 = x4 − (−1) = (x2 + 1)2 − 2x2 = (x2 − 1)2 − (−2)x2,

то достаточно доказать, что одно из чисел: −1, 2 или −2 — является квадратом в Zp. Од-
нако если ни 2, ни −2 не является квадратом в Zp, то, согласно №140, квадратом является
их произведение 2 · (−2) = 4 · (−1), и, следовательно, квадратом является −1.

248. x4 + x3 + x+ 1.
249. 1) ∅; 2) x1,2 = 1; 3) 3, 6; 4) ∅; 5) 5, 25.
249. 1) 0, 1; 2) ∅; 3) ∅; 4) 7, 21; 5) ∅.
249. 1) 4, 7; 2) нет решений; 3) 3, 4; 4) 10 (двукратный корень); 5) нет решений;

6) 2; 7) все ненулевые элементы (по малой теореме Ферма);
8) при любом a единственное решение.

250. 1) Все элементы поля (малая теорема Ферма); 2) a.
251. 1) Не является подгруппой аддитивной группы;

2) идеал;
3) подкольцо, но не идеал;
4) подкольцо, но не идеал;
5) подгруппа аддитивной группы, но не подкольцо;
6) идеал;
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7) подкольцо, но не идеал;
8) идеал;
9) идеал.

254. Указание: Воспользуйтесь тем, что для ненулевой матрицы X найдутся такие матрицы A
и B, что AXB = E11 + . . . + Err, где Eii — матрица, у которой элемент, находящийся на
пересечении i-й строки и i-го столбца равен единице, а остальные элементы нулевые.

255. Указание: Используя факт, что EiiAEjj = aijEij , вывести, что множество элементов всех
матриц из идеала кольца Kn×n образует идеал в K.

256. Каждый идеал образуют все матрицы вида

(

a1 a2

0 a3

)

, где элементы ak образуют в Z идеал

Ik (k = 1, 2, 3), причем I1 ⊆ I2 и I3 ⊆ I2.
257. Нулевой идеал, всё кольцо, все матрицы с нулевым первым (вторым) столбцом, все матрицы

с одинаковыми столбцами.
259. Указание: Рассмотреть идеал, порожденный элементом a 6= 0. Наличие единицы существенно.

Рассмотрим кольцо с нулевым умножением, аддитивная группа которого является цикличе-
ской простого порядка. Такое кольцо не имеет нетривиальных идеалов, но полем не является.

260. Указание: Доказать, что полные правые делители нуля (т. е. элементы a ∈ K, для которых
Ka = 0) образуют левый идеал и поэтому не могут быть отличными от нуля. Если же ba 6= 0,
то Ka = K. Вывести отсюда, что в K нет делителей нуля и отличные от нуля элементы
кольца образуют группу по умножению.

263. Не является полем.
264. 1) Изоморфно полю Q(

√
2) =

{

a+ b
√
2 : a, b ∈ Q

}

.

2) Изоморфно полю Q(
√
2 +

√
3) =

{

a+ b
√
2 + c

√
3 + d

√
6 : a, b, c, d ∈ Q

}

.
265. 1) Кольцо из 4 элементов. Не является полем.

2) Поле из 9 элементов.
265. Указание: Проверить, что в Z[i]/(n) нет делителей нуля, когда n — простое, не равное сумме

квадратов.
265. 1) Поле из 4 элементов.

2) Кольцо из 4 элементов. Не является полем.
3) Поле из 8 элементов.
4) Поле из 9 элементов.
5) Кольцо из 16 элементов. Не является полем.

269. 1) Фактор-кольцо Z4[x]/I = {(ax + b) + I : a, b ∈ Z4}. Группа обратимых элементов G =
{1 + I, 3 + I, (2x+ 1) + I, (2x+ 3) + I, x+ I, (x+ 2) + I, 3x+ I, (3x+ 2) + I}.

270. 1) ϕn = 0;
2) ϕn = n и ϕn = 0;
3) ϕn = 0;
4) ϕn = nei, где ei — идемпотент в кольце матриц; всего восемь гомоморфизмов, соответ-

ствующих идемпотентам 0, E, E11, E22, E11 + E12, E21 +E22, E11 + E21, E12 + E22.

271. 2ω(n)−ω(n/НОД(m,n)), где ω(a) — число различных простых делителей числа a.
272. Докажем, что Zm

∼= K, где K = Zm1
× Zm2

× . . .Zms
. Для этого рассмотрим гомоморфизм

ϕ : Z → K, определяемый формулой

ϕx = (x mod m1, x mod m2, . . . , x mod ms).

Так как m1,m2, . . . ,ms — попарно взаимно простые, то Kerϕ = nZ.
Покажем теперь, что Imϕ = K. Существуют разные доказательства, например, на основе
принципа ящиков Дирихле. Приведем другое. Рассмотрим произвольный r = (r1, r2, . . . , rs) ∈
K и покажем, что для него найдется x, такой, что ϕx = r. Пусть

αi =

(

m

mi

)ϕ(mj)

(j = 1, 2, . . . , s).
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По теореме Эйлера (см. №124),

αi ≡ 1 (mod pi), αi ≡ 1 (mod pj) (i 6= j),

поэтому в качестве x можно взять

x = α1r1 + α2r2 + · · ·+ αsrs.

Теперь по теореме о гомоморфизме получаем Zm
∼= Imϕ = K.

273. 1) Целостное кольцо;
2) целостное кольцо;
3) целостное тогда и только тогда, когда n = ±1;
4) целостное кольцо;
5) целостное кольцо (вытекает из предыдущего);
6) целостное тогда и только тогда, когда n — простое;
7) не является целостным кольцом.

275. 1) В качестве нормы взять модуль числа.
2) В качестве нормы взять степень многочлена.
3) Указание: В качестве N(a) взять |a|2. Для доказательства возможности деления с остатком

в качестве q взять целое гауссово число, ближайшее к a/b.
276. Указание: Разделить a на ab с остатком.
278. Указание: Использовать алгоритм Евклида.
281. Указание: Использовать №279.
282. Указание: Для доказательства единственности разложения воспользоваться №281 (1).
283. 2 = (1 + i)(1− i) = −i(1 + i)2, 3 — простое, 4 = −(1 + i)4, 5 = (1 + 2i)(1− 2i).
284. 6 = 2 · 3 = (1 + i

√
5)(1− i

√
5).

285. В указанных кольцах есть числа, допускающие по два разложения на простые:
1) 10 = 2 · 5 = (1 + i

√
3)(1− i

√
3).

2) 6 = 2 · 3 = −(4 +
√
10)(4−

√
10).

287. Указание: В идеале I разделить произвольный элемент на минимальный.
288. 1) Является факториальным кольцом согласно теореме Гаусса: если K — факториальное

кольцо, то K[x] также является факториальным кольцом.
2) Не является кольцом главных идеалов. Например, идеал (2, x), состоящий из всех много-

членов с четным свободным членом, не является главным.
3) Не является евклидовым кольцом.

289. Пусть K[x] — кольцо главных идеалов. Для произвольного ненулевого элемента a ∈ K рас-
смотрим идеал I = 〈x, a〉. Поскольку I — главный идеал и a ∈ K, то I = 〈b〉 для некоторого
b ∈ K. Так как x ∈ I, то x = (dx)b для некоторого d ∈ K. Следовательно, bd = 1 и d = b−1 ∈ K,
поэтому по определению идеала 1 = db ∈ I и I = K[x]. Таким образом, 1 = u(x)x + v(x)a,
u(x), v(x) ∈ K[x] и 1 = v(0)a, т. е. элемент a обратим. Следовательно, K — поле.

290. 1) Является факториальным кольцом согласно теореме Гаусса.
2) Не является кольцом главных идеалов. Например, идеал (x, y), состоящий из всех много-

членов без свободного члена, не является главным.
3) Не является евклидовым кольцом.

291. Указание: Доказать, что (a, b) = (d), где d = НОД {a, b}.
295. Степень расширения равна степени многочлена f(x).
297. 1) Указание: Рассмотреть F [x]/

(

p(x)
)

, где p(x) — неприводимый множитель многочлена f(x).

300. 1) Указание: Рассмотреть гомоморфизм ϕ : F [x] → L, заданный формулой ϕ
(

g(x)
)

= g(α).
Доказать, что Imϕ = F (α), и воспользоваться теоремой о гомоморфизме.

303. 1) x4 − 14x2 + 39;
2) x3 − 3x2 − 3x− 1;
3) x6 − 9x4 − 4x3 + 27x2 − 36x− 23.

304. x2 − 6x+ 13.
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305. Очевидно, что элементы поля F алгебраичны над F . Пусть α и β — два алгебраических над
F элемента с минимальными многочленами

f(x) = xm +

m−1
∑

i=0

fix
i и g(x) = xn +

n−1
∑

i=0

gix
i

соответственно. Тогда αm = −
m−1
∑

i=0

fiα
i, βn = −

n−1
∑

i=0

giβ
i. Рассмотрим вектор

v = (1, α, . . . , αm−1, β, αβ, . . . , αm−1β, . . . , βn−1, αβn−1, . . . , αm−1βn−1)>.

Нетрудно видеть, что существуют матрицы A и B с коэффициентами из F такие, что Av = αv,
Bv = βv. Далее (A + B)v = (α + β)v, (AB)v = αβv. Таким образом, элементы α + β и αβ
являются собственными числами матриц A+B и AB соответственно, поэтому они являются
корнями их характеристических многочленов, следовательно, α + β и αβ алгебраичны над
F . Осталось доказать, что α−1 алгебраичен над F , если α 6= 0. Разделив обе части равенства

αm +

m−1
∑

i=0

fiα
i = 0

на f0α
m (f0 6= 0, поскольку f(x) неприводим), получим

f−1
0 +

m−1
∑

i=1

f−1
0 fi(α

−1)m−i + (α−1)m = 0,

что доказывает алгебраичность элемента α−1.
306. Рассмотрим произвольный многочлен, коэффициенты которого — алгебраические числа. Над

полем комплексных чисел он раскладывается на линейные множители и, следовательно, каж-
дый его комплексный корень является алгебраическим числом.

310. 1) 0; 2) p; 3) p.
311. Да. Например, поле частных над кольцом Zp[x] (см. №215).
315. Указание: Рассмотреть мультипликативную группу поля и воспользоваться №122.
317. Указание: Воспользоваться тем, что F является линейным пространством над полем из p

элементов.
319. Указание: Воспользоваться №315.
320. Рассмотрим поле L разложения многочлена f(x) = xq−x ∈ Zp[x]. Так как f ′(x) = −1, то f(x)

и f ′(x) взаимно просты и f(x) не имеет кратных корней. Рассмотрим F = {α1, α2, . . . , αq} ⊆ L
— множество всех корней этого многочлена. Имеем тождества

(a+ b)q = aq + bq, (ab)q = aqbq, (a−1)q = (aq)−1,

справедливые для любых a и b из F (первое равенство следует из №313 (1), так как q = pn,
а характеристика поля L равна p), откуда получаем, что F — поле. Оно содержит q = pn

элементов.
321. Предположим, что F1 и F2 — два поля порядка pn. Для некоторого α ∈ F1 имеем F1 = Zp(α).

Аналогично, для некоторого β ∈ F1 имеем F2 = Zp(β). F1 = Zp(α) и F2 = Zp(β) являются
(минимальными) полями разложения многочлена f(x) = xpn − x, поэтому, согласно №302,
эти поля изоморфны.

322. Приведем два доказательства. 1-е доказательство. Согласно №97, порядок любого элемента
группы G делит m = max

g∈G
|g| = |g0|. Таким образом, gm = e для всех g ∈ G. Поскольку

уравнение xm = e в поле имеет не более m корней, то |G| ≤ m. С другой стороны, m ≤ |G|,
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поскольку порядок любого элемента в группе не превосходит числа элементов группы. По-
этому m = |G| и элемент g0 порядка m — порождающий в G.
2-е доказательство. Пусть |G| = n и g ∈ G, |g| = d, тогда d — делитель числа n и

{

x : xd − 1 = 0
}

=
{

1, g, g2, . . . , gd−1
}

= (g). Но все элементы подгруппы G порядка d удовлетворяют равенству
xd − 1 = 0 и, следовательно, принадлежат (g), поэтому количество элементов порядка d в G
равно ϕ(d). Отсюда получаем, что

∑

d∈A

ϕ(d) = n,

где A = {|a| : a ∈ G}. Но так как любой элемент в A есть делитель числа n и

∑

d|n

ϕ(d) = n,

то A содержит все такие делители, и, в частности, n ∈ A.
324. Для простых чисел вида 8k ± 3 и только для них.
325. Согласно №322 группа Z∗

p циклическая. Пусть a0 — порождающий элемент этой группы.

Поскольку ap
m−1

0 ≡ a0 (mod p), то целое число a = ap
m−1

0 также является порождающим эле-

ментом в Z∗
p. С другой стороны, ap−1 = a

pm−1(p−1)
0 = a

ϕ(pm)
0 ≡ 1 (mod pm). Значит, смежный

класс a = a+ Zpm порождает в Z∗
pm циклическую подгруппу порядка p− 1. Далее,

(1 + p)p =

p
∑

i=0

(

p

i

)

pi = 1 + p2 +
1

2
(p− 1)p3 +

∑

i≥3

(

p

i

)

pi.

Так как p > 2, то (1+p)p ≡ 1+p2 (mod p3). Предположив по индукции, что (1+p)p
j ≡ 1+pj+1

(mod pj+2), мы находим

(1 + p)p
j+1

=
(

1 + (1 + sp)pj+1
)p

=

p
∑

i=0

(

p

i

)

(1 + sp)ip(j+1)i =

= 1 + (1 + sp)pj+2 +
1

2
(p− 1)(1 + sp)2p2(j+1)+1 + . . . ,

откуда

(1 + p)p
j+1 ≡ 1 + pj+2 (mod pj+3).

В частности,

(1 + p)p
m−1 ≡ 1 (mod pm),

но
(1 + p)p

m−2 ≡ 1 + pm−1 (mod pm)

и поэтому (1 + p)p
m−2

не сравнимо с 1 по модулю pm, и, стало быть, смежный класс b =
1+ p+Zpm с представителем b = 1+ p порождает в Z∗

pm циклическую группу порядка pm−1.

Согласно №95 элементы a, b взаимно простых порядков p−1, pm−1 порождают циклическую
группу порядка pm−1(p− 1) = ϕ(pm) = |Z∗

pm |.


