
�ëàâà 1

Öåëûå, ðàöèîíàëüíûå è äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà

1.1. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

1. Êàæäîå èç ÷èñåë ±23, ±4 ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì íà êàæäîå èç ÷èñåë ±5.
2. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà 42.
3. Ñåé÷àñ 13 ÷àñîâ. Êàêîå âðåìÿ ñóòîê áóäåò ÷åðåç 64 ÷àñà?
4. Ñåãîäíÿ ïÿòíèöà. Êàêîé äåíü íåäåëè áóäåò ÷åðåç 24 äíÿ?
5. 1 ÿíâàðÿ íåêîòîðîãî ãîäà ïðèõîäèòñÿ íà ïîíåäåëüíèê. Êàêîé äåíü íåäåëè

áóäåò

1) 31 ÿíâàðÿ ýòîãî ãîäà;

2) 28 �åâðàëÿ ýòîãî ãîäà;

3) 1 ÿíâàðÿ ñëåäóþùåãî ãîäà?

6. Ïóñòü k � öåëîå ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ÷èñåë äåëèòñÿ

íà 6: k(k + 1)(2k + 1), k3 − k, k3 + 17k.
7. Rata Die (RD) � ýòî ïîðÿäêîâûé íîìåð äíÿ íàøåé ýðû ïî ïðîäëåííîìó â

ïðîøëîå ãðèãîðèàíñêîìó êàëåíäàðþ

1

. Äåíü ïåðâûé � ýòî 1 ÿíâàðÿ 1 ã. í. ý.

1) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó Rata Die ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì

(óäîáíûì äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ):

RD = D +

⌊

153m+ 2

5

⌋

+ 365y +
⌊y

4

⌋

−
⌊ y

100

⌋

+
⌊ y

400

⌋

− 306,

ãäå

a =

⌊

14−M

12

⌋

, y = Y − a, m =M + 12a− 3,

Y � ãîä íàøåé ýðû, M � íîìåð ìåñÿöà, D � ïîðÿäêîâûé íîìåð äíÿ â

ìåñÿöå;

1

Rata Die � îò �èêñèðîâàííîé äàòû (ëàò.). Ñîãëàñíî ãðèãîðèàíñêîìó (ò. å. ñîâðåìåííîìó)

êàëåíäàðþ, ãîä y � âèñîêîñíûé ⇔ y mod 4 = 0, íî ïðè ýòîì y mod 100 = 0 è y mod 400 6= 0.
Íàïðèìåð, 2000 ã. � âèñîêîñíûé, à 1900 è 2100 � îáû÷íûå (íå âèñîêîñíûå) ãîäà.
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2) çíàÿ, ÷òî 1 ÿíâàðÿ 1 ã. áûë ïîíåäåëüíèê, îáúÿñíèòå, êàê íàéòè äåíü íåäåëè

äëÿ ïðîèçâîëüíîé äàòû íàøåé ýðû; ïðîâåðüòå ýòîò àëãîðèòì íà äàòàõ, äëÿ

êîòîðûõ âû çíàåòå, íà êàêîé äåíü íåäåëè îíè ïðèõîäèëèñü (íàïðèìåð, äëÿ

ñåãîäíÿøíåé äàòû);

3) ïîêàæèòå, ÷òî îáðàòíûé ïåðåõîä îò RD ê äàòå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî

ñëåäóþùèì �îðìóëàì:

Y = 100c+ y +
⌊m

10

⌋

, M = m+ 3− 12
⌊m

10

⌋

, D = d−
⌊

153m+ 2

5

⌋

+ 1,

ãäå

c =

⌊

4RD+ 1223

146097

⌋

, b = RD + 305−
⌊

146097c

4

⌋

, y =

⌊

4b+ 3

1461

⌋

,

d = b−
⌊

1461y

4

⌋

, m =

⌊

5d+ 2

153

⌋

.

1.2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

8. Íàéäèòå ÍÎÄ(42, 60), ÍÎÄ(220, 273).

9. Àëãîðèòìîì Åâêëèäà íàéäèòå ÍÎÄ è åãî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷èñåë

1) 89, 24; 2) 156, 69; 3) 691, 103.

10. Äîêàçàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû u, v â ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ ua+vb = d,
ãäå d = ÍÎÄ(a, b), ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

|u| < |b|
d
, |v| < |a|

d
.

11. Äîêàæèòå, ÷òî

1) ÍÎÊ(a, b) =
ab

ÍÎÄ(a, b)
;

2) ÍÎÊ(a, b, c) =
abcÍÎÄ(a, b, c)

ÍÎÄ(a, b)ÍÎÄ(a, c)ÍÎÄ(b, c)
.

12. Äîêàæèòå, ÷òî

1) ÍÎÄ(a1, a2, . . . , as) = ÍÎÄ(a1,ÍÎÄ(a2, . . . , as));

2) åñëè d = ÍÎÄ(a1, a2, . . . , as), òî íàéäóòñÿ öåëûå u1, u2, . . . , us, òàêèå, ÷òî
d = u1a1 + u2a2 + · · ·+ usas.

13. (ð) Óðàâíåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñòíûå äîëæíû ïðèíèìàòü òîëüêî öåëûå çíà-

÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ äèî�àíòîâûì. �àññìîòðèì ëèíåéíîå äèî�àíòîâî óðàâíå-

íèå îò äâóõ íåèçâåñòíûõ ax+ by = c, ãäå a, b, c ∈ Z. Îáîçíà÷èì d = ÍÎÄ(a, b).
Äîêàçàòü, ÷òî

1) åñëè óðàâíåíèå ax+ by = c ñîâìåñòíî (â öåëûõ ÷èñëàõ), òî c ..
.

d;
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2) åñëè c ..
.

d, òî îáùåå ðåøåíèå (â öåëûõ ÷èñëàõ) ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x =
uc

d
+
tb

d
, y =

vc

d
− ta

d
(t ∈ Z),

ãäå u, v � ïðîèçâîëüíûå êîý��èöèåíòû Áåçó äëÿ ÷èñåë a è b, ò. å. ïðîèç-
âîëüíûå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ au + bv = d. Îòñþäà òàêæå

ñëåäóåò, ÷òî ïðåæäå ÷åì ðåøàòü óðàâíåíèå èñõîäíîå óðàâíåíèå, ðàçóìíî

åãî ñîêðàòèòü íà d = ÍÎÄ(a, b).

14. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:

1) 7x− 5y = 19; 2) 7x− 13y = 23;

3) 9x− 15y = 57; 4) 89x+ 24y = 3.

15. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèî�àíòîâûõ óðàâíåíèé:

1)

{

x + y − 3z = −1,

x + 2y + 2z = 0;
2)

{

x + y + z = 10,

8x + 3y + z = 13.

16. Çàäà÷à Àëêóèíà èç ¾Propositiones ad A
uendos Juvenes¿. Íåêòî êóïèë 100 ñâè-
íåé çà 100 äåíàðèåâ, ïðè÷åì êàæäîãî õðÿêà ïîêóïàë ïî 10 äåíàðèåâ, ñâèíî-

ìàòêó � ïî 5 äåíàðèåâ, à ïîðîñåíêà � ïî

1/2 äåíàðèÿ. Ñêîëüêî áûëî êóïëåíî

õðÿêîâ, ñâèíîìàòîê è ïîðîñÿò?

17. Çàäà÷à èç ¾Àðè�ìåòèêè¿ Ë.Ô.Ìàãíèöêîãî. Êóïèë íåêòî íà 80 àëòûí ãóñåé,

óòîê è ÷èðêîâ. �óñÿ ïîêóïàë ïî 2 àëòûíà, óòêó � ïî 1 àëòûíó, ÷èðêà æå � ïî

3 äåíüãè2, à âñåõ êóïëåíî 80 ïòèö. È âåäàòåëüíî åñòü, ñêîëüêî êîòîðûõ ïòèö

êóïèë.

18. Çàäà÷à èç ¾Çàíèìàòåëüíîé àëãåáðû¿ ß.È.Ïåðåëüìàíà. Òðåáóåòñÿ íà 1 ðóá.

êóïèòü 40 øòóê ïî÷òîâûõ ìàðîê: êîïåå÷åíûõ, 4-êîïåå÷íûõ è 12-êîïåå÷íûõ.
Ñêîëüêî îêàæåòñÿ ìàðîê êàæäîãî äîñòîèíñòâà?

19. Íà ïëîñêîñòè äàí óãîë â 13◦. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîèòü óãîë

â 1◦.

20. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà ê ÷èñëàì a, b ïîëó÷àåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ q1, q2, . . . , qs+1. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

a

b
= q1 +

1

q2 +
1

q3 +
.

.

.

+
1

qs +
1

qs+1

Äðîáü òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ öåïíîé (èëè íåïðåðûâíîé) äðîáüþ. Åñëè öåïíóþ

21 àëòûí = 3 êîïåéêè = 6 äåíåã.
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äðîáü îáîðâàòü íà k-ì øàãå, ïîëó÷èì k-þ ïîäõîäÿùóþ äðîáü αk ê ÷èñëó

a

b
:

α1 = q1, . . . , αk = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
.

.

.

+
1

qk−1 +
1

qk

, . . . , αs+1 =
a

b
.

21. Óêàçàííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî çàïèñàòü â âèäå öåïíîé äðîáè è íàéòè âñå

ïîäõîäÿùèå äðîáè:

1)

89

24
; 2)

156

69
; 3)

691

103
; 4)

21

13
.

22. Çàïèñàòü èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè-

÷åñêîé öåïíîé äðîáè:

1) 1 +
1

3 +
1

1 +
1

3 +
1

1 +
1

3 + . . .

; 2) 1 +
1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

2 +
1

3 + . . .

.

23. �àçëîæèòü â áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü ñëåäóþùèå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà:

1)

√
2; 2)

1 +
√
5

2
; 3)

1 +
√
2

2
; 4)

1 +
√
3

2
; 5)

2 +
√
10

2
.

24. �àçëîæèòü â áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü:

1)

√
n2 + 1, n ∈ N; 2)

√
n2 − 1, n ∈ N.

25. ×èñëî τ =
1 +

√
5

2
íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ñå÷åíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî k-ÿ ïîäõîäÿ-

ùàÿ äðîáü ê íåìó ðàâíà Fk+1/Fk, ãäå Fk � k-é ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: F0 = 0, F1 = 1, Fk+2 = Fk+1+Fk (k = 0, 1, 2, . . . ). Âû÷èñëèòü
ïåðâûå øåñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñ 5 çíàêàìè ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé.

26. Âûâåñòè �îðìóëû äëÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê ÷èñëó τ−1
, îáðàòíîìó çîëîòîìó

ñå÷åíèþ.
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27. Íà÷àëüíûé �ðàãìåíò ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà π â öåïíóþ äðîáü èìååò âèä:

π = 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1 +
1

292 +
1

1 + . . .

.

Âû÷èñëèòü ïåðâûå 5 ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê ÷èñëó π.
28. Ïóñòü ψ(a, b) � êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äåëåíèÿ â àëãîðèòìå Åâêëèäà, ïðèìå-

íåííîì ê öåëûì ÷èñëàì a, b. Äîêàçàòü, ÷òî
1) ψ(Fk+2, Fk+1) = k, ãäå Fk � k-é ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è;

2) Fk =
1√
5

(

τk − (−τ)−k
)

, ãäå τ =
1 +

√
5

2
� çîëîòîå ñå÷åíèå;

3) åñëè ψ(a, b) = k, a > b > 0, òî a ≥ Fk+2, b ≥ Fk+1;

4) åñëè a > b > 0, òî ψ(a, b) = 1 + logτ b ≈ 5 lg b (òåîðåìà Ëàì�ý).
29. Àëãîðèòì Åâêëèäà � íå åäèíñòâåííûé áûñòðûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ.

Áèíàðíûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ. Ïóñòü a, b íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

1) åñëè a, b ÷åòíû, òî ÍÎÄ(a, b) = 2ÍÎÄ(a/2, b/2);
2) åñëè a ÷åòíî, à b íå÷åòíî, òî ÍÎÄ(a, b) = 2ÍÎÄ(a/2, b);
3) åñëè a, b íå÷åòíû, òî ÍÎÄ(a, b) = 2ÍÎÄ ((a− b)/2, b).

30. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â áèíàðíîì àëãîðèòìå íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ

äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b íå ïðåâîñõîäèò log2 a+ log2 b.
31. Ïðèìåíÿÿ áèíàðíûé àëãîðèòì, äîêàçàòü: ÍÎÄ(2m−1, 2n−1) = 2ÍÎÄ(m,n)−1.
32. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(am − 1, an − 1) = aÍÎÄ(m,n) − 1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî a 6= 1.
33. Ïóñòü a, b, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÍÎÄ(a, b) = 1. Çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ax+ by = n â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ðàçìåíå.

Äîêàçàòü, ÷òî

1) åñëè n ≥ (a− 1)(b− 1), òî óðàâíåíèå ñîâìåñòíî â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñëàõ;

2) åñëè n = (a− 1)(b− 1)− 1 = ab − a− b, òî óðàâíåíèå íå èìååò íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ab− a− b, íàçûâàåìîå ÷èñëîì Ñèëüâåñòðà, � ýòî ìàê-

ñèìàëüíîå çíà÷åíèå n, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå ax + by = n íå ñîâìåñòíî â

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ. Äîêàçàòü, ÷òî

3) åñëè 1 ≤ n < ab è n6 ..
.

a, n6 ..
.

b, òî èç óðàâíåíèé ax+by = n è ax+by = ab−n
èìååò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ðîâíî îäíî;

4) ïðè 1 ≤ n ≤ (a−1)(b−1) óðàâíåíèå ax+by = n ñîâìåñòíî â íåîòðèöàòåëü-

íûõ öåëûõ ÷èñëàõ ðîâíî äëÿ ïîëîâèíû, ò. å.

(a− 1)(b− 1)

2
, âîçìîæíûõ
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çíà÷åíèé n.
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå

a1x1 + a2x2 + · · · + amxm = n íåñîâìåñòíî â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ,

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ôðîáåíèóñà.

1.3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè

34. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñåë:

1) 561; 2) 51480; 3) 562275; 4) 1001; 5) 111111.
35. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÍÎÊ ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
36. Òåîðåìà Ëåæàíäðà. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ n!.
37. Íå ïîëüçóÿñü êîìáèíàòîðíûìè ñîîáðàæåíèÿìè äîêàçàòü, ÷òî áèíîìèàëüíûå

êîý��èöèåíòû

(

n

k

)

=
n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · · · · k
� öåëûå ÷èñëà.

38. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðîñòîì p è íàòóðàëüíîì k < p áèíîìèàëüíûé êîý��èöè-
åíò

(

p

k

)

ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì p. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è

ëþáûõ öåëûõ a è b
(a+ b)p ≡ ap + bp (mod p).

Â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a1, a2, . . . , as

(a1 + a2 + · · ·+ ak)
p ≡ ap1 + ap2 + · · ·+ apk (mod p).

39. Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûâåñòè ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà: äëÿ ëþáîãî öåëîãî a
è ïðîñòîãî p

ap ≡ a (mod p).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè a íå êðàòíî p, òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).

40. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 24171996 ≡ 1856113 (mod 4171997). Ìîæåò ëè ÷èñëî

4171997 áûòü ïðîñòûì?
41. Äîêàæèòå, ÷òî �îðìóëà

f(p/q) =
p2q2

p1p2 . . . ps
,

ãäå p, q � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à p1, p2, . . . , ps � âñå ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà p, çàäàåò áèåêöèþ ìíîæåñòâà âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ.

42. Òðîéêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c íàçûâàåòñÿ ïè�àãîðîâîé, åñëè a2 + b2 = c2.
Ïè�àãîðîâà òðîéêà íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè a, b, c âçàèìíî ïðîñòû.

Ïðîâåðèòü, ÷òî �îðìóëû

a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2,
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ãäå m, n � ïðîèçâîëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíî-

ñòè, m > n, äàþò ïðèìèòèâíóþ ïè�àãîðîâó òðîéêó.

43. Öåëü ýòîé çàäà÷è, äîêàçàòü, ÷òî �îðìóëû èç �42 äàþò âñå ïðèìèòèâíûå

ïè�àãîðîâû òðîéêè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ a è b). Ïóñòü a, b, c �
ïðèìèòèâíàÿ ïè�àãîðîâà òðîéêà. Äîêàçàòü, ÷òî

1) ÷èñëà a, b, c � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå;

2) ðîâíî îäíî èç ÷èñåë a, b, c ÷åòíî;
3) c íå÷åòíî.

Èòàê, â ïè�àãîðîâîé òðîéêå îäíî èç ÷èñåë a, b ÷åòíî, à c íå÷åòíî. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè a ÷åòíî. Äîêàçàòü, ÷òî

4)

c− b

2
è

c+ b

2
� öåëûå è âçàèìíî ïðîñòûå;

5) m2 =
c− b

2
, n2 =

c+ b

2
äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ m è n;

6) âûâåñòè îòñþäà �îðìóëû èç �42;

7) äîêàçàòü, ÷òî m, n âçàèìíî ïðîñòû è èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü.

44. Ïóñòü a, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè an − 1 � ïðîñòîå, òî

a = 2, a n � ïðîñòîå. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà 2p − 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì,

åñëè p � ïðîñòîå. Ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 2p − 1 íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè
Ìåðñåííà.

45. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2n+1 � ïðîñòîå, òî 2 � ñòåïåíü äâîéêè. ×èñëà 22
n

+1 ïðè
n ≥ 0 íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà. Ôåðìà âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî âñå òàêèå

÷èñëà � ïðîñòûå. Îïðîâåðã åå Ýéëåð, ïîêàçàâ, ÷òî 232 + 1 = 4294967297 =
641×6700417 ïðîñòûì íå ÿâëÿåòñÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî íè îäíîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà Ôåðìà, êðîìå ÷èñåë, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè n = 0, 1, 2, 3, 4.
46. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k − 1, ãäå k ∈ N, òî ñðàâíåíèå

x2 ≡ −1 (mod p) íå èìååò ðåøåíèé (ñì. òàêæå �68).

47. Äîêàçàòü, ÷òî

1) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k − 1, ãäå k ∈ N;

2) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1, ãäå k ∈ N.

1.4. Ñðàâíåíèÿ è êëàññû âû÷åòîâ

48. Êàêèå íàáîðû ÷èñåë îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé (âû÷åòîâ) ïî

ìîäóëþ 7:
1) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; 2) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; 3) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6;
4) 0,−1, 2,−3, 4,−5, 6; 5) 14,−6, 2, 10,−3, 5, 13?

49. Ïóñòü (anan−1 . . . a1a0)10 � çàïèñü â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÷èñëà a,
ò. å. a = an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0. Äîêàçàòü, ÷òî
1) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà 3 ðàâåí (a0 + a1 + . . . an−1 + an) mod 3;
2) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà 9 ðàâåí (a0 + a1 + . . . an−1 + an) mod 9;
3) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà 11 ðàâåí

(

a0 − a1 + a2 − · · ·+ (−1)nan
)

mod 11.
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50. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà 99 ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ

íà 99 ñóììû åãî öè�ð â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 100. Íàïðèìåð,
123456789 mod 99 = (1 + 23 + 45 + 67 + 89) mod 99 = 225 mod 99 = 27. Ñ�îð-
ìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî îñòàòêà ïðè äåëåíèè íà 33.

51. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà 37 ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ

íà 37 ñóììû åãî öè�ð â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 1000. Íàïðèìåð,
123456789 mod 37 = (123+456+789) mod 37 = 1368 mod 37 = (1+368) mod 37 =
369 mod 37 = 36.

52. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà 101 ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ íà
101 çíàêîïåðåìåííîé ñóììû åãî öè�ð â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 100,
ïðè÷åì ÷èñëî åäèíèö áåðåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ. Íàïðèìåð, 123456789 mod 101 =
(1−23+45−67+89) mod 101 = 45 mod 101 = 45. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå
ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî äëÿ ñëó÷àÿ äåëåíèÿ íà 7 è 13.

53. 1 ÿíâàðÿ 2000 ã. áûëà ñóááîòà. Íà êàêîé äåíü íåäåëè âûïàäàåò

1) (ð) 1 ÿíâàðÿ 2100 ã.; 2) 1 ÿíâàðÿ 2200 ã.?

54. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

1) 162019 mod 15; 2) 142019 mod 15.
55. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

1) (ð) 191861 mod 23; 2) (12231+22314) mod 35; 3) (1331−3113) mod 45.
56. Íà êàêóþ öè�ðó çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 20172018?
57. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öè�ðû ÷èñëà 12345678.
58. Ïóñòü a, b, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîêàæèòå, êàê íàéòè ab mod n áåç ÿâíîãî

âû÷èñëåíèÿ ab ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå 2⌊log2 b⌋ óìíîæåíèé ïî ìîäóëþ n.
59. Ïîñòðîéòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ

2) ïî ìîäóëþ 2; 3) ïî ìîäóëþ 3; 4) ïî ìîäóëþ 4; 5) ïî ìîäóëþ 5.
60. Êëàññ âû÷åòîâ b ïî ìîäóëþ n íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê êëàññó a, åñëè a · b = 1,

ò. å. ab ≡ 1 (mod n). Îáîçíà÷åíèå: (a)−1 = b. Äëÿ êàæäîãî êëàññà âû÷åòîâ ïî
óêàçàííîìó ìîäóëþ íàéòè îáðàòíûé:

2) ïî ìîäóëþ 2; 3) ïî ìîäóëþ 3; 4) ïî ìîäóëþ 4; 5) ïî ìîäóëþ 5.
61. (ð) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êëàññ a èìååò îáðàòíûé ïî ìîäóëþ n, òî äðóãèõ îá-

ðàòíûõ ó a ïî ìîäóëþ n íåò.

62. (ð) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññ a èìåë îáðàòíûé ïî ìîäóëþ n > 1
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÍÎÄ(a, n) = 1.

63. Íàéòè îáðàòíûé ê êëàññó 18
1) ïî ìîäóëþ 25; 2) ïî ìîäóëþ 27; 3) ïî ìîäóëþ 29; 4) ïî ìîäóëþ 31.

64. �åøèòü ñðàâíåíèÿ:

1) 3x+ 1 ≡ 0 (mod 17); 2) 5x ≡ 9 (mod 18); 3) 7x ≡ 4 (mod 19);
4) 8x ≡ 9 (mod 21).

65. �åøèòü ñðàâíåíèÿ:

1) 8x ≡ 12 (mod 18); 2) 6x ≡ 12 (mod 21); 3) 6x ≡ 21 (mod 30).
66. �åøèòü ñðàâíåíèÿ:

1) x2 ≡ −1 (mod 13); 2) x2 ≡ −1 (mod 19); 3) x2 ≡ 4 (mod 13);
4) x2 ≡ 5 (mod 13); 5) x2 ≡ 10 (mod 13); 6) x2 ≡ 11 (mod 19).
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67. �åøèòü ñðàâíåíèÿ:

1) x2 + 2x+ 13 ≡ 0 (mod 19); 2) x2 + 4x+ 4 ≡ 0 (mod 13);

3) x2 + 3x+ 13 ≡ 0 (mod 23); 4) x2 + 5x+ 5 ≡ 0 (mod 13).

68. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x2 ≡ −1 (mod p), ãäå p � ïðîñòîå, èìååò â êëàññàõ

âû÷åòîâ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè p = 2, äâà ðåøåíèÿ ïðè p = 4k + 1, è íå

èìååò ðåøåíèé ïðè p = 4k − 1, ãäå k ∈ N (ñð.�46).

69. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

1) (ð) Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû, à a è b � ïðîèçâîëü-

íûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ, ïðè÷åì åäèíñòâåííûé, êëàññ

âû÷åòîâ x ïî ìîäóëþ mn, òàêîé, ÷òî x ≡ a (mod m), x ≡ b (mod n).

2) Ïóñòü ÷èñëàm1, m2, . . . , ms ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, à a1, a2, . . . , as � ïðî-

èçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ, ïðè÷åì åäèíñòâåííûé,

êëàññ âû÷åòîâ x ïî ìîäóëþ m1m2 . . . ms, òàêîé, ÷òî x ≡ a1 (mod m1),
x ≡ a2 (mod m2), . . . , x ≡ as (mod ms).

70. Íàéäèòå x èç óñëîâèé:

1) x ≡ 2 (mod 5), x ≡ 1 (mod 6);

2) x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 1 (mod 4), x ≡ 4 (mod 5);

3) x ≡ 2 (mod 7), x ≡ 5 (mod 11), x ≡ 9 (mod 13).

71. Äîêàæèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà (ñì.�39), ïåðåìíîæàÿ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ

íåíóëåâûõ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ íà �èêñèðîâàííûé âû÷åò a.

72. Äîêàæèòå, ÷òî

1) åñëè p � ïðîñòîå, òî (p− 1)! ≡ −1 (mod p) (òåîðåìà Âèëüñîíà);

2) åñëè a � ñîñòàâíîå è a 6= 4, òî (a− 1)! ≡ 0 (mod a).

73. Ïðîòîêîë Äè��è�Õåëëìàíà ãåíåðàöèè îáùåãî êëþ÷à. Àëèñà è Áîá äëÿ òàé-

íîé ïåðåïèñêè õîòÿò ïðèäóìàòü ñåêðåòíûé êëþ÷, êîòîðûé áûë áû èçâåñòåí

òîëüêî èì. Îäíàêî â èõ ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ ëèøü îòêðûòûé êàíàë ñâÿçè.

Êòî-íèáóäü èç íèõ, íàïðèìåð, Àëèñà ïðèäóìûâàåò äâà ÷èñëà: áîëüøîå ïðî-

ñòîå p è íàòóðàëüíîå

3 g � è ïåðåäàåò èõ ïî îòêðûòîìó êàíàëó Áîáó. Òàêæå

Àëèñà ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî a, à Áîá � áîëüøîå ÷èñëî b (ýòî áóäóò

¾ñåêðåòíûå ÷àñòè¿ èõ îáùåãî êëþ÷à), è äåðæàò èõ â òàéíå. Äàëåå Àëèñà è

Áîá âû÷èñëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà A = ga mod p è B = gb mod p è ïåðåäà-
þò èõ ïî îòêðûòîìó êàíàëó äðóã äðóãó. Ïîëó÷èâ äðóã ó äðóãà ýòè çíà÷åíèÿ,

Àëèñà íàõîäèò Ba mod p, à Áîá � Ab mod p.

1) Ïðîâåðèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå Àëèñà è Áîá ïðèäóò ê îäíîìó è òîìó æå

÷èñëó K � ýòî è åñòü èõ îáùèé êëþ÷.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Âëàäèìèð ïåðåõâàòèë p, g, A, B. Ïî÷åìó åìó áóäåò

òðóäíî âîññòàíîâèòü K?

74. EAN (European Arti
le Number) � ýòî åâðîïåéñêèé ñòàíäàðò øòðèõ-êîäà òî-

âàðà. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ øòðèõ-êîä, ñîäåðæàùèé 13 öè�ð:
d13d12 . . . d1. Ïîñëåäíÿÿ öè�ðà d1 � êîíòðîëüíàÿ � âû÷èñëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû

3g äîëæåí áûòü ïåðâîîáðàçíîì êîðíåì ïî ìîäóëþ p. Äëÿ ïîâûøåíèÿ êðèïòîñòîéêîñòè (p−1)/2
òàêæå äîëæíî áûòü ñëó÷àéíûì ïðîñòûì ÷èñëîì. Ìû îïóñêàåì çäåñü ýòè äåòàëè.
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îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 10 âçâåøåííîé ñóììû âñåõ öè�ð ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ âå-

ñàìè 1, 3 ðàâíÿëñÿ 0: d13 + 3d12 + d11 + 3d10 + · · ·+ d3 + 3d2 + d1 ≡ 0 (mod 10).
Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ñîñòàâëåíèÿ êîäîâ:

1) 4606369020350;
2) 6941059602369.

75. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàíäàðò EAN ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü îäèíî÷íûå îøèáêè çà-

ìåíû (îäèíî÷íàÿ öè�ðà ìåíÿåòñÿ íà äðóãóþ). Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþ-

ùèé, ÷òî ïðè ýòîì ìîãóò íå îáíàðóæèâàòüñÿ ïåðåñòàíîâêè ñîñåäíèõ öè�ð.

76. ISBN (International Standard Book Number) � ýòî óíèêàëüíûé íîìåð êíèæ-

íîãî èçäàíèÿ. Ñîãëàñíî ñòàíäàðòó 1970 ã. ýòîò íîìåð ñîäåðæèò 10 öè�ð

4

:

d10d9 . . . d1. Ïîñëåäíÿÿ öè�ðà d1 � êîíòðîëüíàÿ. Îíà âû÷èñëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû

10d10+9d9+8d8+ · · ·+2d2+d1 ≡ 0 (mod 11). Âñå öè�ðû, êðîìå êîíòðîëüíîé,
� äåñÿòè÷íûå. Êîíòðîëüíàÿ öè�ðà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ X, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 10.
Øòðèõ-êîä èçäàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ñïåðåäè ISBN ïðå�èêñà 978 è
çàìåíîé ïîñëåäíåé öè�ðû íà êîíòðîëüíóþ öè�ðó, âû÷èñëåííóþ ïî ñòàíäàðòó

EAN. Ñ 2007 ã. äåéñòâóåò íîâûé ñòàíäàðò ISBN. Ñîãëàñíî åìó ISBN èçäàíèÿ

ñîâïàäàåò ñ åãî øòðèõ-êîäîì. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü ISBN ñîãëàñíî ñòàðîìó

ñòàíäàðòó è êîíâåðòèðîâàòü åãî â íîâûé:

1) 5-85746-837-X;

2) 5-93208-009-4.

77. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàðûé ñòàíäàðò ISBN îáíàðóæèâàåò íå òîëüêî îäèíî÷íûå

îøèáêè çàìåíû, íî è ëþáûå îäèíî÷íûå ïåðåñòàíîâêè äâóõ öè�ð (íå îáÿçà-

òåëüíî ñîñåäíèõ).

78. Ñîãëàñíî ìåòîäó Ëóíà êîíòðîëüíàÿ öè�ðà d1 â íîìåðå áàíêîâñêîé êàðòû

dndn−1 . . . d2d1 äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ òàê, ÷òîáû äëÿ ÷åòíîãî n

(2dn mod 9)+dn−1+(2dn−2 mod 9)+dn−3+· · ·+(2d2 mod 9)+d1 ≡ 0 (mod 10)

è äëÿ íå÷åòíîãî n

dn+(2dn−1 mod 9)+dn−2+(2dn−3 mod 9)+· · ·+(2d2 mod 9)+d1 ≡ 0 (mod 10).

Âîññòàíîâèòå êîíòðîëüíóþ öè�ðó íîìåðà:

1) 548633292137770_; 2) 288267993171138_.
79. Ïðîâåðèòü, ÷òî ìåòîä Ëóíà ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü îäèíî÷íûå îøèáêè çàìå-

íû. Âñå ëè îäèíî÷íûå ïåðåñòàíîâêè ñîñåäíèõ öè�ð îí îáíàðóæèâàåò? Ïðè-

âåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

1.5. �àöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

80. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p1, p2, . . . , ps � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî√
p1p2 . . . ps � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî åñëè íàòóðàëüíîå

4

Ïåðâàÿ (ñòàðøàÿ) öè�ðà (èëè ãðóïïà öè�ð) íåñåò èí�îðìàöèþ î ñòðàíå èëè ãðóïïå ñòðàí,

îáúåäèíåííûõ îáùèì ÿçûêîì (äëÿ �îññèè ýòî 5). Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà � êîä èçäàòåëüñòâà. Äàëåå

èäåò óíèêàëüíûé íîìåð èçäàíèÿ è êîíòðîëüíàÿ öè�ðà.



1.6. ×ÈÑËÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 11

n íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî

√
n � èððàöèîíàëüíî.

81. Äîêàæèòå, ÷òî log2 3 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

82. Çàäàííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé

äðîáè:

1)

125

100
; 2)

1

3
; 3)

1

7
; 4)

1

17
; 5)

17

42
; 6)

321

14
.

83. Äåñÿòè÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü çàïèñàòü â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè:

1) 1,1(9); 2) 0,(123456789); 3) 123,456(789); 4) 1,25(173).
84. ßâëÿåòñÿ ëè ðàöèîíàëüíûì èëè èððàöèîíàëüíûì ÷èñëî 0,123456789101112 . . .

(ïîñëå çàïÿòîé èäóò ïîñëåäîâàòåëüíî äåñÿòè÷íûå çàïèñè âñåõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë)?

1.6. ×èñëîâûå �óíêöèè

85. Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, íå êðàòíûõ íè
îäíîìó èç ÷èñåë: 7, 11, 13.

86. Ôóíêöèåé Ýéëåðà ϕ(n) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì. Â ÷àñòíîñòè,

ϕ(1) = 1, ϕ(p) = p− 1, åñëè p � ïðîñòîå. Äîêàçàòü, ÷òî

1) åñëè p � ïðîñòîå, òî ϕ(pk) = pk − pk−1
;

2) åñëè ÍÎÄ(m,n) = 1, òî ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).
87. Äîêàçàòü, ÷òî

ϕ(n) = n

(

1− 1

p1

)(

1− 1

p2

)

. . .

(

1− 1

ps

)

,

ãäå p1, p2, . . . , ps � âñå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n.
88. Äîêàçàòü, ÷òî

n =
∑

d|n

ϕ(d),

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì íàòóðàëüíûì äåëèòåëÿì d ÷èñëà n.
89. Ôóíêöèåé Ì¼áèóñà µ(n) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n íàçûâàåòñÿ

µ(n) =















1, åñëè n = 1,

(−1)s, åñëè k1 = k2 = · · · = ks = 1,

0 èíà÷å,

ãäå n = pk11 p
k2
2 . . . pkss � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæè-

òåëè, pi 6= pj ïðè i 6= j. Äîêàçàòü, ÷òî

∑

d|n

µ(d) =

{

1, åñëè n = 1,

0, åñëè n ≥ 2.
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90. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà. Ïóñòü f(n) è g(n) � �óíêöèè íàòóðàëüíîãî

àðãóìåíòà n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

f(n) =
∑

d|n

g(d), òî g(n) =
∑

d|n

µ(d) f
(n

d

)

.

91. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n

ϕ(n)

n
=

∑

d|n

µ(d)

d
.



Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ

1. 23 div 5 = 4, 23 mod 5 = 3; (−23) div 5 = −5, (−23) mod 5 = 2; 4 div 5 = 0, 4 mod 5 = 4;
(−4) div 5 = −1, (−4) mod 5 = 1; 23 div (−5) = −4, 23 mod (−5) = 3; (−23) div (−5) = 5,
(−23) mod (−5) = 2; 4 div (−5) = 0, 4 mod (−5) = 4; (−4) div (−5) = 1, (−4) mod (−5) = 1.

2. 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42.

3. (13 + 64) mod 24 = 5 ÷àñîâ.

4. (5 + 24) mod 7 = 1, ò. å. ïîíåäåëüíèê.

5. 1) Ñðåäà, òàê êàê 31 mod 7 = 3;

2) ñðåäà, òàê êàê (31 + 28) mod 7 = 3;

3) âòîðíèê, åñëè ãîä îáû÷íûé (äåíü íåäåëè îòñòîèò íà 365 mod 7 = 1 äåíü), è ñðåäà, åñëè ãîä
âèñîêîñíûé (äåíü íåäåëè îòñòîèò íà 366 mod 7 = 2 äíÿ).

7. 1) Óêàçàíèå. Íóìåðîâàòü ìåñÿöû óäîáíåå ñ 0, ïðèñâàèâàÿ ýòîò íîìåð ìàðòó. ßíâàðü è �åâðàëü
ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ 10-ì è 11-ì ìåñÿöàìè ïðåäûäóùåãî ãîäà. Ôóíêöèÿ ⌊(153m+ 2)/5⌋
âîçâðàùàåò êîëè÷åñòâî äíåé, ïðîøåäøèõ â ãîäó ê íà÷àëó m-ãî ìåñÿöà.

3) Óêàçàíèå. 146097 � êîëè÷åñòâî äíåé â 400-ëåòèè; 1461 � êîëè÷åñòâî äíåé çà 4 ãîäà; �îð-

ìóëó äëÿ c ìîæíî çàïèñàòü êàê c =

⌊

4(RD+ 305) + 3

146097

⌋

.

8. ÍÎÄ(42, 60) = 6, ÍÎÄ(220, 273) = 1.

9. 1) 1 = −7× 89 + 26× 24;

2) 3 = 4× 156− 9× 69;

3) 1 = 24× 691− 161× 103.

13. 1) Ïóñòü c 6 ..
.

d, òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ax + by = c äåëèòñÿ íà d, à ïðàâàÿ íå äåëèòñÿ.
Ïðîòèâîðå÷èå.

2) Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïàðà x =
uc

d
+

tb

d
, y =

vc

d
− ta

d
ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ax+ by = c. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå x, y óäîâëåòâîðÿåò
ýòèì �îðìóëàì. Âû÷òåì èç ðàâåíñòâà ax+by = c ðàâåíñòâî au+bv = d, óìíîæåííîå íà c/d.

Ïîëó÷èì a

(

x− uc

d

)

+b

(

y − vc

d

)

= 0, îòêóäà y− vc

d
=

a(xd− uc)

bd
. Òàê êàê ÍÎÄ

(

a

d
, b

)

=

1, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû y áûë öåëûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (xd − uc)
.

.

.

b, ò. å.

xd − uc = bt, ãäå t ∈ Z, îòêóäà x =
uc

d
+

tb

d
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â èñõîäíîå

óðàâíåíèå, íàõîäèì y =
vc

d
− ta

d
.

14. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî âîçìîæíû ðàçíûå (ýêâèâàëåíòíûå) �îðìû çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ.

1) x = 2 + 5t, y = −1− 5t, t ∈ Z;

2) x = 7 + 13t, y = 2− 7t, t ∈ Z;

3) x = 8 + 5t, y = 1 + 3t, t ∈ Z;

4) x = −21 + 24t, y = 78− 89t, t ∈ Z.

15. 1) x = −2 + 8t, y = 1− 5t, z = t, t ∈ Z;

2) x = 1 + 2t, y = −2− 7t, z = 11 + 5t, t ∈ Z.

13
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16. �åøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ (íå ïðîñòî öåëûõ) ðåøåíèé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé











x + y + z = 100,

10x + 5y +
1

2
z = 100.

Îáùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ: x = 1 − 9t, y = 9 + 19t, z = 90 − 10t (t ∈ Z). Èç óñëîâèé

1− 9t ≥ 0, 9+ 19t ≥ 0, 90− 10t ≥ 0, ïîëó÷àåì −8/19 ≤ t ≤ 1/9 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t ∈ Z, ïîëó÷àåì

t = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ åäèíñòâåííî: 1 õðÿê, 9 ñâèíîìàòîê, 90
ïîðîñÿò.

17. �åøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé











x + y + z = 80,

2x + y +
1

2
z = 80.

Îáùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ: x = 15 + t, y = 35 − 3t, z = 30 + 2t (t ∈ Z). Òàê êàê íàñ

èíòåðåñóþò òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ, òî 15 + t ≥ 0, 35 − 3t ≥ 0, 30 + 2t ≥ 0,
îòêóäà −15 ≤ t ≤ 35

3 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t ∈ Z, ïîëó÷àåì −15 ≤ t ≤ 11. Â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñëàõ çàäà÷à èìååò 27 ðåøåíèé. Çàìåòèì, ÷òî Ìàãíèöêèé ïðèâîäèò ëèøü îäíî: x = 15,
y = 35, z = 30.

18. �åøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{

x + 4y + 12z = 100,

x + y + z = 40.

Îáùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ: x = 20 + 8t, y = 20 − 11t, z = 3t (t ∈ Z). Òàê êàê íàñ

èíòåðåñóþò òîëüêî öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ, òî ïîëó÷àåì ãðàíèöû äëÿ t: 0 ≤ t ≤ 20
11 ,

ò. å. âîçìîæíû ëèøü 2 öåëûõ çíà÷åíèÿ: t = 0, 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ x, y, z òàêîâû:

t x y z

0 20 20 0

1 28 9 3

Èòàê, ïîêóïêà ìàðîê ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

21. 1) 3 +
1

1 +
1

2 +
1

2 +
1

3

, 3, 4,
11

3
,

26

7
,

89

24
;

2) 2 +
1

3 +
1

1 +
1

5

, 2,
7

3
,

9

4
,

52

23
=

156

69
;

3) 6 +
1

1 +
1

2 +
1

2 +
1

3 +
1

4

, 6, 7,
20

3
,

47

7
,

161

24
,

691

103
;



1.6. ×ÈÑËÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 15

4) 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

2

, 1, 2,
3

2
,

5

3
,

8

5
,

13

8
,

21

13
.

22. 1)

3 +
√
21

6
. Óêàçàíèå. èñêîìàÿ èððàöèîíàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x = 1+

1

3 +
1

x

.

2)

4 +
√
37

7
.

23. 1)

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + . . .

;

2)

1 +
√
5

2
= 1 +

1

1 +
1

1 +
1

1 + . . .

;

3)

1 +
√
2

2
= 1 +

1

4 +
1

1 +
1

4 +
1

1 +
1

4 + . . .

;

4)

1 +
√
3

2
= 1 +

1

2 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

2 + . . .

;

5)

2 +
√
10

2
= 2 +

1

1 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 + . . .

.

24. 1)

√
n2 + 1 = n+

1

2n+
1

2n+
1

2n+ . . .

;
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2)

√
n2 − 1 = n− 1 +

1

1 +
1

2(n− 1) +
1

1 +
1

2(n− 1) +
1

1 + . . .

ïðè n > 1.

27. 3,
22

7
= 3,142857 . . . ,

333

106
= 3,141509 . . . ,

355

113
= 3,14159292 . . . ,

103993

33102
= 3,14159265301 . . . .

33. 1) 1-é ñïîñîá. Ñîãëàñíî �13 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ by = n â öåëûõ ÷èñëàõ âûðàæà-

åòñÿ �îðìóëàìè x = x0 + tb, y = y0 − ta (t ∈ Z), ãäå x0, y0 � íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Òàê êàê a > 0, b > 0, òî ñóùåñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî x0 ≥ 0. Âûáåðåì
÷àñòíîå ðåøåíèå ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì íåîòðèöàòåëüíûì x0. Òîãäà x0 ≤ b − 1 (èíà-

÷å ïðè t = −1 èìååì 0 ≤ x < x0 è x0 íå ìèíèìàëüíûé). Òàê êàê n ≥ (a − 1)(b − 1), òî
by0 = n− ax0 ≥ (a − 1)(b − 1)− a(b − 1) = 1 − b > −b, îòêóäà y0 > −1. Òàê êàê y0 ∈ Z, òî

y0 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, (x0, y0) � íåîòðèöàòåëüíîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå.

2-é ñïîñîá. Ìîæíî äàòü ¾ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå¿ çàäà÷è (Â.È.Àðíîëüä). �àññìîòðèì

ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ax + by = n ïðè âñåâîçìîæíûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ

n. �àññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè öåëî÷èñëåííûìè òî÷êàìè íà êàæäîé òàêîé ïðÿìîé ðàâíî
L =

√
a2 + b2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ

êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ðàâíî

√

(n/a)2 + (n/b)2. Ïðè n ≥ ab ýòî ðàññòîÿíèå áóäåò íå ìåíüøå
L, ïîýòîìó íà ýòîé ïðÿìîé îáÿçàòåëüíî áóäåò ëåæàòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà öåëî÷èñëåííàÿ
òî÷êà èç ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ò. å. òî÷êà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëû-

ìè êîîðäèíàòàìè). Òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèëè ðàçðåøèìîñòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

÷èñëàõ óðàâíåíèÿ ax+ by = n ïðè n ≥ ab.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ab − a − b < n < ab. Íà ïðÿìîé ax + by = n ïðè n = ab ëåæàò
äâå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè èç ïåðâîé ÷åòâåðòè: A(b, 0), B(0, a) (ñì. ðèñóíîê; íà íåì a = 5,
b = 7 è èçîáðàæåíû äâå ïðÿìûå ax + by = n ïðè n = ab è n = ab − a − b). Íà ïðÿìîé

ïðè n = ab − a − b â ïåðâîé ÷åòâåðòè öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê íåò. Äåéñòâèòåëüíî, öåëî÷èñ-

ëåííûå òî÷êè A′(b − 1, −1), B′(−1, a− 1) ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé ïî ¾ðàçíûå ñòîðîíû¿ îò

ïåðâîé ÷åòâåðòè. Òàê êàê |A′
B

′| = L, òî ìåæäó A
′
è B

′
íåò äðóãèõ öåëî÷èñëåííûõ òî-

÷åê (òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå èç ï. 2 çàäà÷è). Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ax + by = n ïðè

ab − a − b < n < ab íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè ïðÿìûìè, ñëåäîâàòåëüíî,

ïåðåñåêàåò îáà èç çàøòðèõîâàííûõ êâàäðàòîâ íà ðèñóíêå. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿ-

ìàÿ ïåðåñåêàåò äèàãîíàëè AA′
è BB′

ýòèõ êâàäðàòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äèàãîíàëÿìè ðàâíî L. Íî êâàäðàòû íå ñîäåðæàò âíóòðåííèõ öåëî-

÷èñëåííûõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå òî÷êè îáÿçàòåëüíî ïîÿâÿòñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå

íà êàæäîé èç ïðÿìîé ax+ by = n ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ n â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå.

34. 1) 3 · 11 · 17; 2) 23 · 32 · 5 · 11 · 13; 3) 33 · 52 · 72 · 17; 4) 7 · 11 · 13; 5) 3 · 7 · 11 · 13 · 37.
35.

∏

p⌊logp n⌋
.

36.

∏

p⌊
n
p ⌋+

⌊

n

p2

⌋

+...
.

39. Óêàçàíèå. �àññìîòðåòü (1 + 1 + · · ·+ 1)p.
41. Ïóñòü p = pk1

1 pk2

2 . . . pks
s , q = qℓ11 qℓ22 . . . qℓtt � ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñåë p è q.

Òîãäà

p2q2

p1p2 . . . ps
= p2k1−1

1 p2k2−1
2 . . . p2ks−1

s q2ℓ11 q2ℓ22 . . . q2ℓtt .

Â òàêîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

43. 3) Ïóñòü c ÷åòíî, a, b íå÷åòíû, òîãäà a = 2k + 1, îòêóäà a2 = 4k2 + 4k + 1 ≡ 1 (mod 4),
àíàëîãè÷íî b2 ≡ 1 (mod 4), òîãäà a2 + b2 ≡ 2 (mod 4), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî c2 ≡ 0
(mod 4).



1.6. ×ÈÑËÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ 17

x

y

O

n = ab

n = ab− a− b

b
A(b, 0)

b

A′(b− 1,−1)

b B(0, a)

b

B′(−1, a− 1)

bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc bc bc bc

bc bc bc bc bc bc bc bc

4) Òàê êàê c è b íå÷åòíûå, òî c− b è c+ b ÷åòíûå, ïîýòîìó c−b
2 è

c+b
2 � öåëûå. Åñëè êàæäûé

èç íèõ äåëèòñÿ íà îäíî è òî æå ïðîñòîå p, òî êàæäîå èç ÷èñåë c = c+b
2 + c−b

2 , b = c+b
2 − c−b

2
òàêæå äåëèòñÿ íà ýòî p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âçàèìíîé ïðîñòîòå b è c.

5) Òàê êàê a ÷åòíî, òî a = 2ℓ äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ℓ. Òîãäà a2 = 4ℓ2 = c2− b2 = (c− b)(c+ b),
îòêóäà

ℓ2 =
c− b

2
· c+ b

2
.

Ïóñòü ℓ2 = p2k1

1 p2k2

2 . . . p2ks
s � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ℓ2 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òàê êàê

c−b
2 è

c+b
2 âçàèìíî ïðîñòûå, òî äëÿ ëþáîãî j èìååì àëüòåðíàòèâó:

c−b
2

.

.

.

p
2kj

j èëè

c+b
2

.

.

.

p
2kj

j ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

c−b
2 è

c+b
2 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè öåëûõ ÷èñåë.

45. Åñëè ó n = qd è q íå÷åòíî, òî 2n + 1 = (2q + 1)(2m−q − 2m−2q + · · · − 2q + 1).

46. Ïóñòü x2 ≡ −1 (mod p), ãäå p = 4k− 1. Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà (ñì.�39) xp−1 ≡ 1 (mod p),
ïîýòîìó 1 ≡ xp−1 ≡ x4k−2 ≡ x2(2k−1) ≡ (−1)2k−1 = −1 (mod p). Ïîëó÷àåì 1 ≡ −1 (mod p) �
ïðîòèâîðå÷èå.

47. 1) Óêàçàíèå. Ïóñòü p1, p2, . . . , ps � âñå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4k − 1. �àññìîòðåòü ÷èñëî a =
4p1p2 . . . ps− 1. �åøåíèå. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, òàê êàê èìååò âèä 4k− 1, íî åãî íåò
â ñïèñêå ïðîñòûõ ÷èñåë òàêîãî âèäà. Òàê êàê a íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë

âèäà 4k− 1 è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, òî îíî äîëæíî ðàñêëàäûâàòüñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ
÷èñåë âèäà 4k+1. Íî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âèäà 4k+1 ñàìî èìååò òàêîé âèä. Ïðîòèâîðå÷èå.

2) Óêàçàíèå. Ïóñòü p1, p2, . . . , ps � âñå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4k + 1. �àññìîòðåòü ÷èñëî a =
4(p1p2 . . . ps)

2 + 1. �åøåíèå. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, òàê êàê èìååò âèä 4k + 1, íî
åãî íåò â ñïèñêå ïðîñòûõ ÷èñåë òàêîãî âèäà. Òàê êàê a íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ

÷èñåë âèäà 4k + 1 è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, òî îíî äîëæíî ðàñêëàäûâàòüñÿ â ïðîèçâåäåíèå

ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k − 1. Ïóñòü p � îäíî èç òàêèõ ÷èñåë. Ïîëó÷àåì x2 + 1 ≡ 0 (mod p),
ãäå x = 2p1p2 . . . ps, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò �46.

48. 1) Äà; 2) íåò; 3) äà; 4) íåò; 5) äà.

53. 1) Ñ 1 ÿíâàðÿ 2000 ã. ïî 1 ÿíâàðÿ 2100 ã. ïðîøëî 100 ëåò. �îäà 2000, 2004, 2008, 2012, . . . , 2092,

2096 � âèñîêîñíûå. Âñåãî 100/4 = 25 âèñîêîñíûõ ëåò. Èòàê, â XXI ñòîëåòèè

5 75 × 365 +
25×366 äíåé. Òàê êàê (75×365+25×366) mod 7 = (75×1+25×2) mod 7 = 125 mod 7 = 6,

5

Òî÷íåå, íå â XXI ñòîëåòèè, à ñ 2000-é ïî 2099-é ãîä âêëþ÷èòåëüíî. XXI âåê íà÷àëñÿ 1 ÿíâàðÿ

2001 ã. è çàêîí÷èòñÿ 31 äåêàáðÿ 2100 ã.
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òî äåíü íåäåëè 1 ÿíâàðÿ 2100 ã. áóäåò îòñòîÿòü îò äíÿ íåäåëè 1 ÿíâàðÿ 2000 ã. íà 6 äíåé,
ò. å. òàê êàê 1 ÿíâàðÿ 2000 ã. áûëà ñóááîòà, òî 1 ÿíâàðÿ 2100 ã. áóäåò ïÿòíèöà.

2) Ñðåäà (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî 2100 ã. � îáû÷íûé, íå âèñîêîñíûé, ãîä).

54. 1) 1;

2) −1 ≡ 14 (mod 15).

55. 1) Ïðèâåäåì îäèí èç ñïîñîáîâ, êàê ìîæíî âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò ìîäóëÿðíîãî âîçâåäåíèÿ â

áîëüøóþ ñòåïåíü áåç ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ñàìîé ñòåïåíè. Âíà÷àëå ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñ-

ëèì:

192 = 361 ≡ 16

194 ≡ 162 = 256 ≡ 3

198 ≡ 32 = 9 ≡ 9

1916 ≡ 92 = 81 ≡ 12

1932 ≡ 122 = 144 ≡ 6

1964 ≡ 62 = 36 ≡ 13

19128 ≡ 132 = 169 ≡ 8

19256 ≡ 82 = 64 ≡ 18

19512 ≡ 182 = 324 ≡ 2

191024 ≡ 22 = 4 ≡ 4

(mod 23)

Òàê êàê 1861 = 1 + 4 + 64 + 256 + 512 + 1024, òî ïîëó÷àåì:

191861 = 19× 194 × 1964 × 19256 × 19512 × 191024 ≡ 19× 3× 13× 18× 2× 4 ≡ 7 (mod 23).

2) 7;

3) 36.

56. 9.

57. 96.

59. 2)

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

× 0 1

0 0 0

1 0 1

3)

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

× 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

4)

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

× 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1
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5)

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 6

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

× 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

60. Íè äëÿ êàêîãî öåëîãî ìîäóëÿ n > 1 íå ñóùåñòâóåò 0
−1
.

2) 1
−1

= 1;

3) 1
−1

= 1, 2
−1

= 2;

4) 1
−1

= 1, 3
−1

= 3; íå ñóùåñòâóåò 2
−1
;

5) 1
−1

= 1, 2
−1

= 3, 3
−1

= 2, 4
−1

= 4.
61. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ a íàøëîñü äâà îáðàòíûõ: b è c, òîãäà ab ≡ ac ≡ 1 (mod n), îòêóäà

b ≡ b · 1 ≡ b(ac) ≡ (ba)c ≡ 1 · c ≡ c (mod n), ò. å. b = c.
62. Åñëè d = ÍÎÄ(a, n) > 1, òî ðàâåíñòâî ab = 1 + kn íåâîçìîæíî íè ïðè êàêèõ öåëûõ b è

k, òàê êàê ëåâàÿ åãî ÷àñòü äåëèòñÿ íàöåëî íà d, à ïðàâàÿ ïðè äåëåíèè íà d äàåò îñòàòîê 1.
Ïîýòîìó ab 6≡ 1 (mod n) íè ïðè êàêèõ b. Åñëè d = ÍÎÄ(a, n) = 1, òî íàéäóòñÿ òàêèå u è v,
÷òî ua+ vn = 1, îòêóäà au ≡ 1 (mod n), ò. å. a−1 = u.

63. 1) 7; 2) íå ñóùåñòâóåò 18
−1
; 3) 21; 4) 19.

64. 1) x ≡ 11 (mod 17); 2) x ≡ 9 (mod 18); 3) x ≡ 6 (mod 19); 4) x ≡ 9 (mod 21).
65. Óêàçàíèå. Ëèíåéíîå ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod n) ñâîäèòñÿ ê äèî�àíòîâîìó óðàâíåíèþ ax =

b+ yn.
1) x1 ≡ 6 (mod 18), x2 ≡ 15 (mod 18);
2) x1 ≡ 2 (mod 21), x2 ≡ 9 (mod 21), x3 ≡ 16 (mod 21);
3) íåò ðåøåíèé.

66. 1) x1 ≡ 5 (mod 13), x2 ≡ 8 (mod 13); 2) íåò ðåøåíèé;
3) x1 ≡ 2 (mod 13), x2 ≡ −2 ≡ 11 (mod 13); 4) íåò ðåøåíèé;
5) x1 ≡ 6 (mod 13), x2 ≡ 7 (mod 13); 6) x1 ≡ 7 (mod 19), x2 ≡ 12 (mod 19).

67. 1) x1 ≡ 7 (mod 19), x2 ≡ 10 (mod 19); 2) x1,2 ≡ 11 (mod 13);
3) x1 ≡ 2 (mod 23), x2 ≡ 10 (mod 23); 4) íåò ðåøåíèé.

68. Óêàçàíèå. Ïðè p > 2 íà ìíîæåñòâå âñåõ íåíóëåâûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ââåñòè îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè, îòîæäåñòâëÿÿ âû÷åò ñ åãî ïðîòèâîïîëîæíûì (ïî ñëîæåíèþ), îáðàòíûì (ïî

óìíîæåíèþ) è ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàòíîìó.

�åøåíèå. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ââåäåííîìó îòíîøåíèþ áóäåò ñîäåðæàòü 4 âû-
÷åòà, êðîìå ñëó÷àåâ: à) x ≡ −x (mod p), ÷òî íåâîçìîæíî ïðè p > 2; á) x ≡ x−1 (mod p), ÷òî
ýêâèâàëåíòíî x2 ≡ 1 (mod p), îòêóäà 2 ðåøåíèÿ: ±1; â) x ≡ −x−1 (mod p), ÷òî ýêâèâàëåíòíî
ñðàâíåíèþ x2 ≡ −1 (mod p), êîòîðîå ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, ëèáî èìååò äâà ðåøåíèÿ ±x0.

Åñëè p = 4k + 1, òî ñëó÷àé â) ðåàëèçóåòñÿ, à åñëè p = 4k − 1 � íåò.

69. 1) Ïðåäñòàâèì x â âèäå x = vm + u, îòêóäà u ≡ a (mod m). Ñðàâíåíèå vm + a ≡ b (mod n)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v, îòêóäà x ≡ vm+a (mod mn). Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñêîìûé

êëàññ âû÷åòîâ ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåíåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî x ≡
vm+ a (mod mn) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò êàæäîìó èç äâóõ çàäàííûõ ñðàâíåíèé.

70. 1) x ≡ 17 (mod 30); 2) x ≡ 29 (mod 60); 3) x ≡ 555 (mod 1001).
71. Ïóñòü a � íåíóëåâîé âû÷åò ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p. Òîãäà ìíîæåñòâî 1a, 2a, . . . , (p − 1)a èñ-

÷åðïûâàåò ìíîæåñòâî âñåõ âû÷åòîâ ïî ýòîìó ìîäóëþ, ïîýòîìó

1a · 2a · 3a · · · · · (p− 1)a ≡ 1 · 2 · 3 · · · · · (p− 1) (mod p).

Ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè íà (p− 1)!, ïîëó÷àåì ap−1 ≡ 1 (mod p).
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72. 1) Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïðè p > 2 âñå âû÷åòû, êðîìå 1 è p − 1, ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ.

2) Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ëåæàíäðà (ñì.�36).

73. 2) Âëàäèìèðó ïðèäåòñÿ íàõîäèòü a è b èç óðàâíåíèé A = ga mod p è B = gb mod p. �åøå-
íèå òàêèõ óðàâíåíèé � ýòî çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ, ïî-âèäèìîìó,

ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé (õîòÿ ýòî íå äîêàçàíî).

74. 1) Êîä ñîñòàâëåí âåðíî; 2) êîä ñîäåðæèò îøèáêó.

76. 1) 978-5-85746-837-1; 2) 978-5-93208-009-2.

78. 1) 0; 2) 6.
82. 1) Äîïóñêàåò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ: 1,250000 · · ·= 1,25(0) è 1,249999 · · ·= 1,24(9);

2) 0,3333 · · · = 0,(3); 3) 0,(142857); 4) 0,(0588235294117647); 5) 0,4(047619); 6) 22,9(285714).

83. 1)

6

5
; 2)

13717421

111111111
; 3)

41111111

333000
; 4)

31262

24975
.

85. 720. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé.
86. 2) Ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ (ñì.�69), äëÿ ëþáûõ a, b, òàêèõ, ÷òî 0 ≤ a < m,

0 ≤ b < n, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå c, òàêîå, ÷òî c ≡ a (mod m), c ≡ b (mod n), 0 ≤ c < mn.
ßñíî, ÷òî ÍÎÄ(a,m) = ÍÎÄ(c,mn) è ÍÎÄ(b, n) = ÍÎÄ(c,mn). Â ÷àñòíîñòè, ÍÎÄ(a,m) =
1 è ÍÎÄ(b, n) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(,mn) = 1.

87. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé èëè �86.

88. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1

n
,
2

n
,
3

n
, . . . ,

n

n
çàìåíèì êàæäóþ äðîáü íà ðàâíóþ åé íåñîêðàòèìóþ. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ äðîáè, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà n. Êîëè÷å-
ñòâî äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì d ðàâíî ϕ(d).

89. Ïðè n ≥ 2

∑

d|n

µ(d) =
∑

d|p1p2...ps

µ(d) = 1−
(

s

1

)

+

(

s

2

)

−
(

s

3

)

+ · · ·+ (−1)s = 0

(÷èñëî p1p2 . . . ps èìååò
(

s
k

)

äåëèòåëåé, ñîñòàâëåííûõ èç k ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé).

90. Ïîäñòàâèì â �îðìóëó äëÿ g(n) âûðàæåíèå äëÿ f(n) è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:

∑

d|n

µ(d) f
(n

d

)

=
∑

d|n

µ(d)
∑

δ|n
d

g(δ) =
∑

d|n

∑

δ|n
d

µ(d)g(δ) =
∑

δ|n

∑

d|n
δ

µ(d)g(δ) =
∑

δ|n

g(δ)
∑

d|n
δ

µ(d) = g(n).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç �89.


