
�ëàâà 16

Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

16.1. Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà

Îñíîâíûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà � ýòî ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà. Õàðàêòåðèñòèêè

ýòèõ êðèâûõ ñîáðàíû â òàáëèöå 16.1.

Ýòè êðèâûå ìîæíî îïðåäåëèòü, çàäàâ èõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëè-

öû 16.1), íî åñòü è äðóãèå àëüòåðíàòèâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Íàïðèìåð, êàæäóþ èç ýòèõ êðèâûõ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî (ãåîìåòðè÷åñêîå

ìåñòî) òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî çàäàííîé òî÷êè (íàçûâàåìîé

�îêóñîì) ê ðàññòîÿíèþ äî çàäàííîé ïðÿìîé (íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé) åñòü âåëè÷èíà ïîñòî-

ÿííàÿ (íàçûâàåìàÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ε). Äëÿ ýëëèïñà 0 ≤ ε < 1, äëÿ ïàðàáîëû ε = 1, äëÿ
ãèïåðáîëû ε > 1. Ýòî òàê íàçûâàåìîå �îêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî (èëè �îêàëüíî-

äèðåêòîðèàëüíîå îïðåäåëåíèå) äàííûõ êðèâûõ (ñì. óòâåðæäåíèÿ 16.4, 16.13, 16.19).

Ìîæíî äàòü äðóãîå ¾ãåîìåòðè÷åñêîå¿ îïðåäåëåíèå ýëëèïñà è ãèïåðáîëû. Ýëëèïñ � ýòî

ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê (íàçû-

âàåìûõ �îêóñàìè) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ (ñì. óòâåðæäåíèÿ 16.2). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ

ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëû, åñëè ñëîâî ¾ñóììà¿ çàìåíèì íà ¾ðàçíîñòü¿ (ñì. óòâåð-

æäåíèÿ 16.11).

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îñíîâíûõ êðèâûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà.

16.1.1. Ýëëèïñ

Åñëè âçÿòü îêðóæíîñòü ñ óðàâíåíèåì x2+y2 = a2 è ñæàòü åå ïî îñè Oy â a/b ðàç (a ≥ b > 0),
ò. å. ñäåëàòü çàìåíó y 7→ ay/b, òî ïîëó÷èì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0). (16.1)

Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà, êîòîðûé èíîãäà íàçûâàþò ¾ñïëþñíóòîé îêðóæíîñòüþ¿.

Èòàê, êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîì (ñì. ðèñ. 16.1), åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò Oxy, â êîòîðîé åå óðàâíåíèå èìååò âèä (16.1). Ýòî óðàâíåíèå è ñèñòåìà êîîðäèíàò
íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.

Ýëëèïñ âïèñàí â ¾ãàáàðèòíûé¿ ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2a è 2b. Îí ñèììåòðè÷åí îò-
íîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò O, à òàêæå îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç îñåé Ox, Oy. Ïàðàìåòðû a,
b íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà. Òî÷êà O � öåíòð ýëëèïñà,

òî÷êè (±a, 0), (0,±b) � âåðøèíû ýëëèïñà.



Òàáëèöà 16.1. Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà

Õàðàêòåðèñòèêà Ýëëèïñ �èïåðáîëà Ïàðàáîëà

Óðàâíåíèå

x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1 y2 = 2px

(a ≥ b > 0) (a > 0, b > 0) (p > 0)
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√
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Òî÷êè F1 = (c, 0), F2 = (−c, 0), ãäå c =
√
a2 − b2, íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ýëëèïñà (¾ïðàâûì¿

è ¾ëåâûì¿ ñîîòâåòñòâåííî).

Âåëè÷èíà ε =
c

a
íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì. Î÷åâèäíî, ε < 1. Äëÿ îêðóæíîñòè è

òîëüêî äëÿ íåå ε = 0. ×åì áîëüøå ε, òåì ¾ñïëþñíóòåå¿ ýëëèïñ.

Ïðÿìûå x = ±a

ε
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà. Îêðóæíîñòü íå èìååò äèðåêòðèñ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ýëëèïñà îòðåçêè r1 = F1M è r2 = F2M íàçûâàþòñÿ �îêàëü-

íûìè ðàäèóñàìè.

Óòâåðæäåíèå 16.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) ýëëèïñà �îêàëüíûå ðàäèóñû ðàâíû

r1,2 = a± εx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê òî÷êà M ëåæèò íà ýëëèïñå è, ñëåäîâàòåëüíî, åå êîîðäèíàòû óäî-

âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (16.1), òî

r21 = (x− c)2 + y2 = x2 − 2cx+ c2 + b2 − b2

a2
x2 =

c2

a2
x2 − 2cx+ a2 =

(
c

a
x− a

)2

= (a− ex)2.

Òàê êàê |x| < a è ε < 1, òî r1 = a− ex. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî r2 = a + ex.

Òåïåðü ïîëó÷àåì, ÷òî r1 + r2 = 2a, ò. å. äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ýëëèïñå ñóììà �îêàëüíûõ

ðàäèóñîâ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òîëüêî òî÷êè

ýëëèïñà è íèêàêèå äðóãèå.

Óòâåðæäåíèå 16.2 (Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà). Ýëëèïñ åñòü ìíîæåñòâî (ãåîìåòðè÷å-

ñêîå ìåñòî) òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ �èêñèðî-

âàííûõ òî÷åê (�îêóñîâ) ïîñòîÿííà (è ðàâíà 2a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèâåäåííîìó

óñëîâèþ, óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óðàâíåíèþ ýëëèïñà. Ôîêóñû èìåþò êîîðäèíàòû F1(c, 0), F2(−c, 0),
0 < c < a. Óñëîâèå çàïèøåì â âèäå

√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a. (16.2)

Ïåðåíîñèì âòîðîå ñëàãàåìîå èç ëåâîé ÷àñòè â ïðàâóþ è âîçâîäèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â

êâàäðàò:

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2.

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

a2 − xc = a
√

(x− c)2 + y2.

Ïîâòîðíî âîçâîäèì â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

(a2 − xc)2 = a2
(
(x− c)2 + y2

)
,

îòêóäà

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2)
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è

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1, (16.3)

îáîçíà÷àÿ b2 = a2 − c2, ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (16.2) â (16.3) ñîõðàíÿëè èõ ýêâè-

âàëåíòíîñòü (ýòî íåñëîæíî äîêàçàòü), ÷òî äàåò äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî �àêòà, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè íà ýëëèïñå ñóììà �îêàëüíûõ ðàäèóñîâ åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.

Âåëè÷èíà p =
b2

a
íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ïàðàìåòðîì, èëè ïðîñòî ïàðàìåòðîì, ýëëèïñà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �îêàëüíûé ïàðàìåòð ðàâåí äëèíå ïîëóõîðäû

1

, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç �îêóñ

ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox (ò. å. �îêàëüíîìó ðàäèóñó, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó îñè Ox).
�àññòîÿíèå îò òî÷êè M (x, y) íà ýëëèïñå äî äèðåêòðèñû íàçûâàåòñÿ äèðåêòîðèàëüíûì

ðàññòîÿíèåì. Òàê êàê äèðåêòðèñ ó ýëëèïñà äâå, òî è äèðåêòîðèàëüíûõ ðàññòîÿíèé äâà: d1 �
äëÿ ïðàâîé äèðåêòðèñû è d2 � äëÿ ëåâîé. Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 16.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) ýëëèïñà äèðåêòîðèàëüíûå ðàññòîÿ-
íèÿ ðàâíû

d1,2 =
a

ε
∓ x.

Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî

r1
d1

=
r2
d2

= ε,

ò. å. äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ýëëèïñå îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî �îêóñà ê ðàññòîÿíèþ äî îäíî-

èìåííîé äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó. Îêàçûâàåòñÿ ýòîìó

ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî òî÷êè íà çàäàííîì ýëëèïñå (ñì. ðèñ. 16.2).

Óòâåðæäåíèå 16.4 (Ôîêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà). Ýëëèïñ åñòü ìíîæå-

ñòâî (ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî) òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàññòî-

ÿíèÿ äî �èêñèðîâàííîé òî÷êè (�îêóñà) ê ðàññòîÿíèþ äî íåêîòîðîé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû)

åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ìåíüøàÿ 1 (è ðàâíàÿ ε).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

åñëè òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ, òî îíà ëåæèò íà ýëëèïñå).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó â òî÷êå (x0, y0) åñòü

x0x

a2
+

y0y

b2
= 1.

Óòâåðæäåíèå 16.5 (Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà). Câåòîâîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç îäíîãî

�îêóñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñà ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãîé �îêóñ (ñì. ðèñ. 16.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ðàññòîÿíèÿ F1N1, F2N2 îò �îêóñîâ äî êàñàòåëüíîé:

F1N1 =

∣∣∣∣
x0c

a2
− 1

∣∣∣∣
√

x2
0

a4
+

y20
b4

=
|x0ε− a|

a

√
x2
0

a4
+

y20
b4

=
MF1

a

√
x2
0

a4
+

y20
b4

, F2N2 =

∣∣∣∣−
x0c

a2
− 1

∣∣∣∣
√

x2
0

a4
+

y20
b4

=
MF2

a

√
x2
0

a4
+

y20
b4

.

1

Õîðäîé íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà êðèâîé. Ïîëóõîðäà � ïîëîâèíà õîðäû.
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�èñ. 16.2. Ôîêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà
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Èìååì

F1N1

MF1

=
F2N2

MF2

,

ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè MF1N1 è MF2N2 ïîäîáíû è óãëû ïðè âåðøèíå M ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ

ðàâíû.

Óïðàæíåíèå 16.6. Äîêàæèòå, ÷òî ýëëèïñ ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

{
x = a cos t;

y = b sin t
0 ≤ t < 2π.

Óïðàæíåíèå 16.7. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ýëëèïñà ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò ðàâíûå ýêöåí-

òðèñèòåòû.

Óïðàæíåíèå 16.8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå z 7→ 1

2
(z+z−1) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåâîäèò îêðóæ-

íîñòü ðàäèóñà r > 1 ñ öåíòðîì â íóëå â íåêîòîðûé ýëëèïñ. Ôóíêöèÿ f(z) =
1

2
(z + z−1) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé

Æóêîâñêîãî.

Óïðàæíåíèå 16.9. Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ êàñà-

òåëüíûõ ê ýëëèïñó

x2

a2
+

y2

b2
= 1 åñòü îêðóæíîñòü x2 + y2 = a2 + b2.

16.1.2. �èïåðáîëà

Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé (ñì. ðèñ. 16.4), åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êî-

îðäèíàò Oxy, â êîòîðîé åå óðàâíåíèå èìååò âèä

x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0).

Ýòî óðàâíåíèå è ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, ïàðàìåòðû a, b íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû. Òî÷êà O � öåíòð ãèïåðáî-

ëû, òî÷êè (±a, 0) � âåðøèíû ãèïåðáîëû. �èïåðáîëà ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé è ñèììåòðè÷íà

îòíîñèòåëüíî O, à òàêæå îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç îñåé Ox, Oy.

�èïåðáîëà èìååò àñèìïòîòû. Ýòî äâå ïðÿìûå ñ óðàâíåíèÿìè

x

a
± y

b
= 0. Åñëè a = b, òî

àñèìïòîòû ïåðïåíäèêóëÿðíû. Åñëè èõ ïðèíÿòü çà êîîðäèíàòíûå îñè, òî óðàâíåíèå ãèïåðáîëû

çàïèøåòñÿ â âèäå, çíàêîìîì ñî øêîëû: y =
k

x
.

Òî÷êè F1 = (c, 0), F2 = (−c, 0), ãäå c =
√
a2 + b2, íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ãèïåðáîëû (¾ïðà-

âûì¿ è ¾ëåâûì¿ ñîîòâåòñòâåííî).

Âåëè÷èíà ε =
c

a
íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëû ε > 1. Êàê

è äëÿ ýëëèïñà, ÷åì áîëüøå ε, òåì ñïëþñíóòåå ãèïåðáîëà ïî îñè Oy.

Ïðÿìûå x = ±a

ε
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ãèïåðáîëû îòðåçêè r1 = F1M è r2 = F2M íàçûâàþòñÿ �îêàëü-

íûìè ðàäèóñàìè. Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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bb

b

b

x

y

F1(c, 0)F2(−c, 0)

a

b

a

ε
−a

ε

r1
r2

M(x, y)
p

�èñ. 16.4. �èïåðáîëà

Óòâåðæäåíèå 16.10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) ãèïåðáîëû �îêàëüíûå ðàäèóñû ðàâ-

íû

r1,2 = |a∓ εx|.
Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû |r1−r2| =

2a. Îêàçûâàåòñÿ, ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî òî÷êè çàäàííîé ãèïåðáîëû. À èìåííî,

ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 16.11 (Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû). �èïåðáîëà åñòü ìíîæåñòâî (ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ìåñòî) òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿ-

íèé äî �îêóñîâ ïîñòîÿíåí (è ðàâåí 2a).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Âåëè÷èíà p =
b2

a
íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ïàðàìåòðîì ãèïåðáîëû. Êàê è äëÿ ýëëèïñà îí

ðàâåí äëèíå ïîëóõîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç �îêóñ ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox.
�àññòîÿíèå îò òî÷êè M (x, y) íà ãèïåðáîëå äî äèðåêòðèñû íàçûâàåòñÿ äèðåêòîðèàëüíûì

ðàññòîÿíèåì: d1 � ðàññòîÿíèå äî ïðàâîé äèðåêòðèñû, d2 � äî ëåâîé. Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 16.12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) ãèïåðáîëû äèðåêòîðèàëüíûå ðàñ-

ñòîÿíèÿ ðàâíû

d1,2 =
∣∣∣a
ε
∓ x
∣∣∣ .

Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî

r1
d1

=
r2
d2

= ε,

ò. å., êàê è äëÿ ýëëèïñà, äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ãèïåðáîëå îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî �îêóñà ê

ðàññòîÿíèþ äî îäíîèìåííîé äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó
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�èñ. 16.5. Ôîêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû

(òîëüêî äëÿ ýëëèïñà ýêñöåíòðèñèòåò ìåíüøå 1, à äëÿ ãèïåðáîëû � áîëüøå 1). Êàê è äëÿ

ýëëèïñà, ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî òî÷êè íà çàäàííîé ãèïåðáîëå (ñì. ðèñ. 16.5).

Óòâåðæäåíèå 16.13 (Ôîêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû). �èïåðáîëà åñòü ìíî-

æåñòâî (ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî) òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ îòíîøåíèå ðàñ-

ñòîÿíèÿ äî �èêñèðîâàííîé òî÷êè (�îêóñà) ê ðàññòîÿíèþ äî íåêîòîðîé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû)

åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, áîëüøàÿ 1 (ýêñöåíòðèñèòåò).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå â òî÷êå (x0, y0) åñòü

x0x

a2
− y0y

b2
= 1.

Óòâåðæäåíèå 16.14 (Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû). Ñâåòîâîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç îäíîãî

�îêóñà, îòðàæàåòñÿ îò âåòâè ãèïåðáîëû òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî ïðîäîëæåíèå ïðîõîäèò

÷åðåç äðóãîé �îêóñ (ñì. ðèñ. 16.6).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Óïðàæíåíèå 16.15. Äîêàæèòå, ÷òî îäíó âåòâü ãèïåðáîëû ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè: 



x = a ch t = a · e
t + e−t

2
,

y = b sh t = b · e
t − e−t

2
;

t ∈ R.

Óïðàæíåíèå 16.16. Äîêàæèòå, ÷òî äâå ãèïåðáîëû ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò ðàâíûå

ýêöåíòðèñèòåòû.

8



bb

b

b

x

y

F1

F2

M(x0, y0)

O

�èñ. 16.6. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû

16.1.3. Ïàðàáîëà

Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëîé (ñì. ðèñ. 16.7), åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êî-

îðäèíàò Oxy, â êîòîðîé åå óðàâíåíèå èìååò âèä

y2 = 2px (p > 0).

Ýòî óðàâíåíèå è ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, âåëè÷èíà p íàçûâàeòñÿ (�î-

êàëüíûì) ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû, òî÷êà O � âåðøèíà ïàðàáîëû, òî÷êà F =
(p
2
, 0
)
� �îêóñ

ãèïåðáîëû, ïðÿìàÿ x = −p

2
� äèðåêòðèñà. Ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �îêàëüíûé ïàðàìåòð ðàâåí äëèíå ïîëóõîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç �îêóñ

ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox.
Äëÿ ïàðàáîëû ýêñöåíòðèñèòåò ε ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ïàðàáîëû îòðåçîê r = FM íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ðàäèóñîì.

Óòâåðæäåíèå 16.17. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) ïàðàáîëû �îêàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí

r =
p

2
+ x.

�àññòîÿíèå îò òî÷êè íà ïàðàáîëå äî äèðåêòðèñû íàçûâàåòñÿ äèðåêòîðèàëüíûì ðàññòîÿ-

íèåì. Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Óòâåðæäåíèå 16.18. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M (x, y) äèðåêòîðèàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî

d =
p

2
+ x.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè ïàðàáîëû r/d = ε = 1, ò. å. �îêàëüíûé
ðàäèóñ ðàâåí ðàññòîÿíèþ äî äèðåêòðèñû (ñì. ðèñ. 16.7).
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−p
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p

2
, 0
)
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�èñ. 16.7. Ïàðàáîëà è åå �îêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî

Óòâåðæäåíèå 16.19 (Ôîêàëüíî-äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû). Ïàðàáîëà åñòü ìíî-

æåñòâî (ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî) òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò çàäàííîé ïðÿìîé

(äèðåêòðèñû) è íå ëåæàùåé íà íåé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (�îêóñà).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå â òî÷êå (x0, y0) åñòü

y0y = p(x+ x0).

Òåïåðü ðàññìîòðèì îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (ñì. ðèñ. 16.8).

Óòâåðæäåíèå 16.20 (Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû). Ñâåòîâîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç �îêóñà

ïàðàáîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ â íåé èäåò ïàðàëëåëüíî îñè Ox.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè N ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ Ox (ñì. ðèñ.

16.8). Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïîäñòàâèì y = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì x = −x0. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êà N èìååò êîîðäèíàòû (−x0, 0). Òåïåðü ïîëó÷àåì FM = FN =
p

2
+ x0, ò. å.

òðåóãîëüíèê FMN ðàâíîáåäðåííûé è óãëû ïðè âåðøèíàõ M è N ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷

ñâåòà ïîñëå îòðàæåíèÿ â ïàðàáîëå áóäåò èäòè ïàðàëëåëüíî îñè Ox.

Óïðàæíåíèå 16.21. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå ïàðàáîëû ïîäîáíû.

Óïðàæíåíèå 16.22. Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ êàñà-

òåëüíûõ ó ïàðàáîëå ñîâïàäàåò ñ åå äèðåêòðèñîé.
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�èñ. 16.8. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû

Óïðàæíåíèå 16.23. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé èç òðåõ îñíîâíûõ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññòîÿíèå îò

�îêóñà äî (áëèæàéøåé) äèðåêòðèñû ðàâíî

p

ε
.

Óïðàæíåíèå 16.24. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé èç òðåõ îñíîâíûõ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññòîÿíèå îò

�îêóñà äî (áëèæàéøåé) âåðøèíû ðàâíî

p

1− ε
.

16.1.4. Óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

b

b

b

b

b

x
F

M

M′

r

d

ϕ

b

b

p

p

N

N′

Q

�èñ. 16.9. Âûâîä óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïî-

ðÿäêà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïîìåñòèì íà÷àëî ïîëÿðíîé ñèñòåìû êî-

îðäèíàò â îäèí èç ïîëþñîâ: äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè â ïðàâûé � äëÿ ãèïåðáîëû, â ëåâûé

� äëÿ ïàðàáîëû, à ïîëÿðíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ

îñüþ Ox (ñì. ðèñ. 16.9). Èìååì

FM

MN
=

r

d
= ε.

FM′

M′N′
=

p

M′N′
= ε,

îòêóäà M′N′ = p/ε
MN = M′N′ + FQ = p/ε+ r cosϕ

r

p/ε+ r cosϕ
= ε,
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�èñ. 16.10. Êðèâûå ñ âåðøèíîé, ïîìåùåííîé â íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ ðàçíûìè ε è ðàâíûìè p

îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

r =
p

1− ε cosϕ
. (16.4)

Äëÿ ýëëèïñà ïàðàìåòð ϕ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ ϕ < 2π.

Äëÿ ïàðàáîëû ïàðàìåòð ϕ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 < ϕ < 2π.

Äëÿ ãèïåðáîëû ïðè çíà÷åíèÿõ θ < ϕ < 2π − θ, ãäå θ = arccos 1

ε
� óãîë ìåæäó àñèìïòîòîé

è �îêàëüíîé îñüþ, ïîëó÷àåì ïðàâóþ âåòâü ãèïåðáîëû. ×òîáû ïîëó÷èòü ëåâóþ îñü, ìîæíî

ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì −θ < ϕ < θ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå

ïîëÿðíîãî ðàäèóñà r áóäåò ïîëó÷àòüñÿ îòðèöàòåëüíûì, ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

åñòåñòâåííûì îáðàçîì: äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà ϕ îòêëàäûâàåòñÿ îòðåçîê, ðàâíûé |r|, íî
â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Óïðàæíåíèå 16.25. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû äâå òî÷êè A è B. Íàéòè êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ìíîæåñòâî òî÷åê M, òàêèõ, ÷òî óãîë A â òðåóãîëüíèêå ABM â 2 ðàçà áîëüøå óãëà B.

16.1.5. Óðàâíåíèå, îòíåñåííîå ê âåðøèíå

�àçìåùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â âåðøèíå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (äëÿ îïðåäåëåííîñòè äëÿ

ýëëèïñà âîçüìåì ëåâóþ, à äëÿ ãèïåðáîëû � ïðàâóþ âåðøèíó) è îñòàâëÿÿ íàïðàâëåíèå îñè

Ox, âñå òðè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó âèäó:

y2 = 2px+ x2(ε2 − 1) (p > 0, ε ≥ 0). (16.5)

Íà ðèñ. 16.10 èçîáðàæåíû êðèâûå, çàäàâàåìûå òàêèì óðàâíåíèåì ïðè ðàçíûõ ε è îäíîì è

òîì æå çíà÷åíèè p.
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Ïîêàæåì, êàê âûâåñòè óðàâíåíèå (16.5) èç (16.4). Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè, ëåãêî âè-

äåòü, çàäàåòñÿ �îðìóëàìè: 



r cosϕ = x− p

1− ε
,

r sinϕ = y,

(16.6)

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè,

r2 =

(
x− p

1− ε

)2

+ y2. (16.7)

Èç (16.4) ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå r+ εr cosϕ = p. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (16.6) è (16.7),
ïîëó÷àåì √√√√

(
x− p

1− ε

)2

+ y2 + ε

(
x− p

1− ε

)
= p.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (16.5).
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16.2. À��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê

Ïóñòü A = (ai,j) ∈ R
n×n

, a = (a1, a2, . . . , an)
⊤ ∈ R

n
, α ∈ R, ïðè÷åì A⊤ = A 6= 0. Ìíîæåñòâî

ðåøåíèé x = (x1, . . . , xn)
⊤ ∈ R

n
óðàâíåíèÿ

n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj + 2

n∑

i=1

aixi + α = 0, (16.8)

èëè â ìàòðè÷íîé �îðìå

x⊤Ax+ 2a⊤x+ α = 0, (16.9)

íàçûâàåòñÿ êâàäðèêîé.

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (16.8), èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, (16.9), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî-

÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Îáîçíà÷èì åãî F (x):

F (x) ≡ x⊤Ax+ 2a⊤x+ α.

Ìíîãî÷ëåí F (x) ñîñòîèò èç ÷ëåíîâ x⊤Ax, ñîñòàâëÿþùèõ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó; èç ÷ëåíîâ

2a⊤x, ñîñòàâëÿþùèõ ëèíåéíóþ �îðìó; è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà α.
Ïðè n = 2 êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè n = 3 êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ

ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èññëåäóåì, êàê ìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå êâàäðèêè (16.9) ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè

x = q +Qy, (16.10)

ãäå q ∈ R
n
, Q ∈ R

n×n
, y ∈ R

n
è ìàòðèöà Q � íåâûðîæäåíà. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (16.10) â

(16.9). �àñêðûâàÿ ñêîáêè è çàìå÷àÿ, ÷òî

y⊤Q⊤Aq = q⊤AQy,

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y⊤Q⊤AQy + 2(Aq + a)⊤Qy + q⊤Aq + 2a⊤q + α = 0. (16.11)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ 



B = Q⊤AQ,

b = Q⊤(Aq + a),

β = F (q),

(16.12)

òîãäà óðàâíåíèå (16.11) ïðèìåò âèä

y⊤By + 2b⊤y + β = 0. (16.13)

Íàðÿäó ñ îñíîâíûìè ìàòðèöàìè A, B ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûå ìàòðèöû êâàäðèêè:

Â =

(
α a⊤

a A

)
, B̂ =

(
β b⊤

b B

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (16.9, 16.13) ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

x̂⊤Âx̂ = 0, ŷ⊤B̂ŷ = 0,
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ãäå

x̂ =

(
1

x

)
, ŷ =

(
1

y

)
.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

Q̂ =

(
1 0

q Q

)
,

òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (16.10, 16.12) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ìàò-

ðè÷íîé �îðìå:

x̂ = Q̂ŷ, B̂ = Q̂⊤ÂQ̂. (16.14)

Ñëåäñòâèå 16.26. Ìàòðèöû A è B êîíãðóýíòíû. Ìàòðèöû Â è B̂ êîíãðóýíòíû.

Èòàê, ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè îñíîâíàÿ ìàòðèöà êâàäðèêè ïåðåõîäèò â êîíãðóýíò-

íóþ, ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà êâàäðèêè òàêæå ïåðåõîäèò â êîíãðóýíòíóþ.

Îáîçíà÷èì:

t+(A) � ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ ìàòðèöû A;
t−(A) � îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ ìàòðèöû A;
r(A) = t+(A) + t−(A) � ðàíã ìàòðèöû A;
σ(A) = t+(A)− t−(A) � ñèãíàòóðà ìàòðèöû A.

Ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ êâàäðèêè (16.8), íå ìåíÿþùèåñÿ ïðè

à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè, íàçûâàþòñÿ à��èííûìè èíâàðèàíòàìè.

Ñëåäñòâèå 16.27. Ñëåäóþùèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ à��èííûìè èíâàðèàíòàìè:

t+ = t+(A), t− = t−(A), r = r(A), σ = σ(A),

t̂+ = t+(Â), t̂− = t−(Â), r̂ = r(Â), σ̂ = σ(Â).

Òåîðåìà 16.28. Óðàâíåíèå (16.9) ñ ïîìîùüþ à��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïåðåíîñà íåêîòî-

ðûõ ÷ëåíîâ â ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç âèäîâ:

t∑

j=1

y2j −
r∑

j=t+1

y2j =

{
β,

2yr+1,
(16.15)

ãäå t = t+(A), r = r(A), β ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = Qz � íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäÿùåå êâàäðàòè÷-

íóþ �îðìó x⊤Ax ê íîðìàëüíîìó âèäó. Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êî âñåìó óðàâíåíèþ

ïîëó÷àåì:

t∑

j=1

z2j −
r∑

j=t+1

z2j + 2

n∑

j=1

bjzj + α = 0.

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

t∑

j=1

(z2j + 2zjbj + b2j)−
r∑

j=t+1

(z2j − 2zjbj + b2j ) + 2
n∑

j=r+1

bjzj −
t∑

j=1

b2j +
r∑

j=t+1

b2j + α = 0.
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Âûïîëíÿÿ ñäâèã

uj =





zj + bj (j = 1, 2, . . . , t),

zj − bj (j = t+ 1, t+ 2, . . . , r),

zj (j = r + 1, r + 2, . . . , n)

è îáîçíà÷àÿ β =
∑t

j=1
b2j −

∑r

j=t+1
b2j − α, ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó:

t∑

j=1

u2

j −
r∑

j=t+1

u2

j + 2

n∑

j=r+1

bjuj − β = 0.

Åñëè r = n èëè br+1 = · · · = bn = 0, òî ïåðåíîñèì β â ïðàâóþ ÷àñòü è, ïåðåîáîçíà÷èâ

yi = ui (i = 1, 2, . . . , n), ïîëó÷àåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (16.15).

Åñëè bj 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {r + 1, . . . , n}, òî äåëàÿ çàìåíó




yr+1 = −
n∑

j=r+1

bjuj +
β

2
,

yi = ui (i 6= r + 1),

è ïåðåíîñÿ ÷ëåí 2yr+1 â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì âòîðîå èç óðàâíåíèé (16.15).

Òåïåðü íàðÿäó ñ à��èííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîçâîëèì ñåáå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

êâàäðèêè, çàêëþ÷àþùèåñÿ â óìíîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå

÷èñëî. Î÷åâèäíî, ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö êâàäðèêè

íå ìåíÿþòñÿ, òàêæå ñîõðàíÿþòñÿ àáñîëþòíûå âåëè÷èíû èõ ñèãíàòóð.

Òåîðåìà 16.29. Óðàâíåíèå (16.9) ñ ïîìîùüþ à��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, óìíîæåíèÿ îáåèõ

÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâûå ÷èñëà è ïåðåíîñà íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ â ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî

ïðèâåñòè ê îäíîìó èç âèäîâ:

t∑

j=1

z2j −
r∑

j=t+1

z2j =





1,

−1,

0,

2zr+1,

(16.16)

ãäå t ≥ ⌊r/2⌋ (ò. å. 2t ≥ r) è −1 â ïðàâîé ÷àñòè âîçìîæíà ëèøü ïðè t 6= 2r. Óðàâíåíèÿ ðàçíûõ
âèäîâ (ñ ðàçíûìè t èëè/è ðàçíûìè r èëè/è ðàçíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè) íåëüçÿ ïðèâåñòè

òàêèì ñïîñîáîì äðóã ê äðóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå óæå ïðèâåäåíî ê âèäó (16.15).

Åñëè ïîëó÷åíî ïåðâîå èç óðàâíåíèé (16.15) è β 6= 0, òî ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà

β è ñäåëàåì çàìåíó yj =
√
βzj (j = 1, 2, . . . , n). Åñëè t < ⌊r/2⌋ èëè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò −1,

õîòÿ t = 2r, òî äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà −1 è ïåðåíóìåðóåì ïåðåìåííûå.

Åñëè ïîëó÷åíî âòîðîå èç óðàâíåíèé (16.15) è ïðè ýòîì t < ⌊r/2⌋, òî äîìíîæèì îáå ÷àñòè

óðàâíåíèÿ íà −1, çàìåíèì −yr+1 íà zr+1 è ïåðåíóìåðóåì ïåðåìåííûå.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (16.16) ðàçíûõ âèäîâ íåëüçÿ ïðèâåñòè äðóã ê äðóãó ñ

ïîìîùüþ à��èííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåíîñà íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ â ïðàâóþ ÷àñòü è óìíîæå-

íèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè òàêèõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö íå ìåíÿþòñÿ, òàêæå ñîõðàíÿþòñÿ àáñîëþòíûå
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âåëè÷èíû èõ ñèãíàòóð, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ñîñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ à��èííûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ

êàæäîãî èç âèäîâ (16.16). Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà èìååò

ñîîòâåòñòâåííî âèä:



















































−1

1

.

.

.

1

−1

.

.

.

−1

0

.

.

.

0





































































































1

1

.

.

.

1

−1

.

.

.

−1

0

.

.

.

0





































































































0

1

.

.

.

1

−1

.

.

.

−1

0

.

.

.

0





































































































0 −1

1

.

.

.

1

−1

.

.

.

−1

−1 0

.

.

.

0



















































Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ ñîîòâåòñòâåííî èìååì:

r̂ = r + 1, t̂ = t;
r̂ = r + 1, t̂ = t+ 1;
r̂ = r, t̂ = t;
r̂ = r + 2, t̂ = t+ 1.

Çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ ðàçëè÷íû.

Äëÿ n = 2 èç òåîðåìû 16.29 ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 16.30 (À��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé åå óðàâíåíèå

èìååò îäèí èç 9 âèäîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöå 16.2.

Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà íàìè óæå îñíîâàòåëüíî èçó÷åíû. Óðàâíåíèå x2 − y2 = 0
çàäàåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ x = ±y. Óðàâíåíèå x2 = 1 çàäàåò ïàðó ïàðàëëåëüíûõ

ïðÿìûõ x = ±1, à x2 = 0 � ïàðó ¾ñëèïøèõñÿ¿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ x = 0. Óðàâíåíèÿ
ìíèìîãî ýëëèïñà è ïàðû ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îïèñûâàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî

òî÷åê � ïóñòîå. Óðàâíåíèþ x2 + y2 = 0 óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà (0, 0).
Äëÿ n = 3 èç òåîðåìû 16.29 ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 16.31 (À��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà). Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé åå

óðàâíåíèå èìååò îäèí èç 17 âèäîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöàõ 16.3 è 16.4.
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Òàáëèöà 16.2. À��èííàÿ êëàññè�èêàöèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

Íàçâàíèå Óðàâíåíèå Â r t r̂ t̂

Ýëëèïñ x2 + y2 = 1 diag(−1, 1, 1) 2 2 3 2

Ìíèìûé ýëëèïñ x2 + y2 = −1 diag(1, 1, 1) 2 2 3 3

Ïàðà ìíèìûõ

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2 + y2 = 0 diag(0, 1, 1) 2 2 2 2

�èïåðáîëà x2 − y2 = 1 diag(−1, 1,−1) 2 1 3 1

Ïàðà

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2 − y2 = 0 diag(0, 1,−1) 2 1 2 1

Ïàðàáîëà x2 = 2y






0 0 −1

0 1 0

−1 0 0






1 1 3 2

Ïàðà

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

x2 = 1 diag(−1, 1, 0) 1 1 2 1

Ïàðà ìíèìûõ

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

x2 = −1 diag(1, 1, 0) 1 1 2 2

Äâîéíàÿ ïðÿìàÿ x2 = 0 diag(0, 1, 0) 1 1 1 1

Òàáëèöà 16.3. Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Íàçâàíèå Óðàâíåíèå

Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð x2 + y2 = 1

Ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð x2 + y2 = −1

Ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé x2 + y2 = 0

�èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð x2 − y2 = 1

Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé x2 − y2 = 0

Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð x2 = 2y

Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé x2 = 1

Ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé x2 = −1

Äâîéíàÿ ïëîñêîñòü x2 = 0
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Òàáëèöà 16.4. Íåöèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Íàçâàíèå Óðàâíåíèå Â r t r̂ t̂

Ýëëèïñîèä x2 + y2 + z2 = 1 diag(−1, 1, 1, 1) 3 3 4 3

Ìíèìûé ýëëèïñîèä x2 + y2 + z2 = −1 diag(1, 1, 1, 1) 3 3 4 4

Ìíèìûé êîíóñ x2 + y2 + z2 = 0 diag(0, 1, 1, 1) 3 3 3 3

Îäíîïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä

x2 + y2 − z2 = 1 diag(−1, 1, 1,−1) 3 2 4 2

Äâóïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä

x2 + y2 − z2 = −1 diag(1, 1, 1,−1) 3 2 4 4

Êîíóñ x2 + y2 − z2 = 0 diag(0, 1, 1,−1) 3 2 3 2

Ýëëèïòè÷åñêèé

ïàðàáîëîèä

x2 + y2 = 2z













0 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 1 0

−1 0 0 0













2 2 4 2

�èïåðáîëè÷åñêèé

ïàðàáîëîèä

x2 − y2 = 2z













0 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 −1 0

−1 0 0 0













2 1 4 2

Óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííîé z, ïåðå÷èñëåííûå â òàáëèöå 16.3,

ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè

Oz, ïðè÷åì â ñå÷åíèÿõ ýòèõ öèëèíäðîâ ïëîñêîñòüþ z = const ëåæàò ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå
2-ãî ïîðÿäêà, ïåðå÷èñëåííûå â òàáëèöå 16.2.

×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîâåðõíîñòè èç òàáëèöû 16.4, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé

ïðè¼ì: �èêñèðóÿ ïî î÷åðåäè êàæäóþ èç ïåðåìåííûõ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèâûå, ïîëó÷à-

þùèåñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷åíèÿõ, ÷òî äà¼ò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåðõíîñòè.

�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèåì x2 − y2 = 2z (ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëî-

èä, èëè ¾ñåäëî¿). Åå ïåðåñå÷åíèå ñ ïëîñêîñòüþ x = c ïðîèñõîäèò ïî ïàðàáîëå −c2 − y2 = 2z.
Åñëè c ìåíÿåòñÿ, òî äàííàÿ ïàðàáîëà ïåðåìåùàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, ïðè÷åì åå âåðøèíà ñêîëü-

çèò ïî ïàðàáîëå x2 = 2z, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè y = 0 è ÿâëÿþùåéñÿ ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé

ïëîñêîñòè ñ ïàðàáîëîèäîì (ñì. ðèñ. 16.15).

Êðîìå òîãî, â ñå÷åíèÿõ z = c ïðè c 6= 0 ëåæàò ãèïåðáîëû x2 − y2 = 2c, à ïðè c = 0 � äâå

ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå x2 − y2 = 0.

Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûé àíàëèç îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ, îäíàêî ìû ïîñòóïèì èíà÷å. Áó-

äåì ñíà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî x, y, z � äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû (÷òîáû ïåðåéòè îò

ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îáðàòíî ê à��èííîé äîñòàòî÷íî áóäåò ïðîâåñòè à��èí-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå). Çàìåòèì, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ â òàáëèöå 16.4 ñîäåðæàò â ëåâîé

÷àñòè âûðàæåíèÿ x2 + y2 (è äðóãèì îáðàçîì íè ïåðåìåííàÿ x, íè ïåðåìåííàÿ y â óðàâíåíèå

íå âõîäÿò). Âîîáùå, ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè f(x2 + y2, z) = 0, ÿâëÿþòñÿ ïî-

âåðõíîñòÿìè, ïîëó÷àåìûå âðàùåíèåì êðèâîé f(y2, z) = 0, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè x = 0, âîêðóã
îñè Oz.

Íàïðèìåð, îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä x2+y2− z2 = 1 ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì ãèïåðáîëû

y2 − z2 = 1, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè x = 0, âîêðóã îñè Oz (ñì. ðèñ. 16.11).

Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä x2 + y2 − z2 = −1 � âðàùåíèåì ãèïåðáîëû y2 − z2 = −1
(ñì. ðèñ. 16.12).

Êîíóñ x2+y2−z2 = 0� âðàùåíèåì ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ y2−z2 = 0 (ñì. ðèñ. 16.13).
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x

y

z

�èñ. 16.11. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä x2 + y2 − z2 = 1

x

y

z

�èñ. 16.12. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä x2 + y2 − z2 = −1

Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä x2 + y2 = 2z � âðàùåíèåì ïàðàáîëû y2 = 2z (ñì. ðèñ. 16.14).

16.3. Ïåðåñå÷åíèå êâàäðèêè ñ ïðÿìîé

�àññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé ñ êâàäðèêîé. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé

x = x0 + ℓt, ãäå ℓ 6= o, â óðàâíåíèå êâàäðèêè 16.9. Ïîëó÷àåì

ℓ⊤Aℓ · t2 + 2ℓ⊤(Ax0 + a) · t + F (x0) = 0.

Åñëè ℓ⊤Aℓ 6= 0, òî ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ x = x0+ℓt èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, åñëè ℓ⊤Aℓ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ íåàñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëå-

íèÿ ïåðåñåêàåò êâàäðèêó íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Ïðÿìàÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ

ëèáî öåëèêîì ëåæèò â êâàäðèêå, ëèáî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé â îäíîé òî÷êå, ëèáî íå èìååò ñ íåé

îáùèõ òî÷åê.

Íàéäåì àñèïòîòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ äëÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà:
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x

y

z

�èñ. 16.13. Êîíóñ x2 + y2 − z2 = 0

x

y

z

�èñ. 16.14. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä x2 + y2 = 2z

x

y

z

�èñ. 16.15. �èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä x2 − y2 = 2z
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�èñ. 16.16. Êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ

x2
1 + x2

2 =

{
±1,

0
íåò àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé

x2
1 − x2

2 =

{
1,

0

(
1

−1

)
,

(
1

1

)

x2
1 =





±1,

0,

2x2

(
1

−1

)
,

(
1

1

)

x2
1 + x2

2 + x2
3 =

{
±1,

0
íåò àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé

x2
1 + x2

2 − x2
3 =

{
±1,

0




α

β

1


, ãäå α2 + β2 = 1

x2
1 − x2

2 =





1,

0,

2x3




0

0

1


,




1

1

α


,




1

−1

α




Öåíòðîì êâàäðèêè íàçûâàåòñÿ òî÷êà x0 óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax0 + a = o. Öåíòð êâàäðèêè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì åå ñèììåòðèè. Êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ öåí-

òðàëüíîé, åñëè îíà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí öåíòð. Êâàäðèêà íàçûâàåòñÿ èñòèííî öåí-

òðàëüíîé, åñëè îíà èìååò ðîâíî îäèí öåíòð. Åñëè öåíòðà ó êâàäðèêè íåò, òî îíà íàçûâàåòñÿ

íåöåíòðàëüíîé.

Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

öåíòðàëüíîé íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, èìåþùàÿ åäèíñòâåííûé öåíòð, ò. å. â íàøåé òåðìèíî-

ëîãèè èñòèííî öåíòðàëüíàÿ.
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Óòâåðæäåíèå 16.32. Ïóñòü r è r̂ ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèöû êâàäðèêè K.

1) K � öåíòðàëüíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r̂ = r èëè r̂ = r + 1;

2) K � íåöåíòðàëüíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r̂ = r + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÊâàäðèêàK � öåíòðàëüíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà Ax0+a = o
ñîâìåñòíà, ÷òî ðàâíîñèëüíî (ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè) óñëîâèþ rankA = rank(A, a0).
Ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî r̂ = r èëè r̂ = r + 1.

Èç êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íåöåíòðàëüíîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàáîëà. Èç ïîâåðõíîñòåé

âòîðîãî ïîðÿäêà íåöåíòðàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ: ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð, ýëëèïòè÷åñêèé ïàðà-

áîëîèä, ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

16.3.1. Åäèíñòâåííîñòü óðàâíåíèÿ êâàäðèêè

Åñëè äâà óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, òî îíè, î÷åâèäíî, îïèñûâàþò îäíó è òó æå ïîâåðõ-

íîñòü. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Óðàâíåíèÿ x2
1+1 = 0 è x2

1+x2
2+1 = 0

íå ïðîïîðöèîíàëüíû, íî îíè îïèñûâàþò îäíî è òî æå (ïóñòîå) ìíîæåñòâî òî÷åê.

Òåîðåìà 16.33. Ïóñòü êàæäîå èç óðàâíåíèé

x⊤Ax+ 2a⊤x+ α = 0 è x⊤Bx+ 2b⊤x+ β = 0 (16.17)

îïèñûâàåò îäíó è òó æå êâàäðèêó K, ïðè÷åì K 6= ∅, òîãäà óðàâíåíèÿ (16.17) ïðîïîðöèî-

íàëüíû, ò. å. A = λB, a = λb, α = λβ äëÿ íåêîòîðîãî λ 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Âèåòà. �àññìîòðèì ñëó÷àé

n ≥ 2. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â îäíîé èç

òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ êâàäðèêå. Òîãäà â óðàâíåíèÿõ (16.17) èìååì α = β = 0.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 6= o ðàññìîòðèì ïðÿìóþ t·x, t ∈ R. Òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ êâàäðèêîé

îïðåäåëÿþòñÿ êàæäûì èç óðàâíåíèé

x⊤Ax · t2 + 2a⊤x · t = 0 è x⊤Bx · t2 + 2b⊤x · t = 0,

êîòîðûå ïîýòîìó äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé, à ñëåäîâàòåëüíî, áûòü ïðî-

ïîðöèîíàëüíû (âêëþ÷àÿ ñëó÷àè x⊤Ax = 0 èëè/è a⊤x = 0), ò. å.

x⊤Ax · b⊤x = x⊤Bx · a⊤x. (16.18)

Çàìåòèì, ÷òî (16.18) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ R
n
, âêëþ÷àÿ x = o.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî a è b ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, íå íàðóøàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü a⊤x = x1, b
⊤x = x2, òîãäà óðàâíåíèÿ (16.17) ïðèíèìàþò âèä x⊤Ax+

x1 = 0, x⊤Bx+ x2 = 0, à óñëîâèå (16.18) � âèä

x1x
⊤Bx = x2x

⊤Ax.

Èçó÷àÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò c ∈ R
n
, òàêîé, ÷òî

x⊤Ax = x1c
⊤x è x⊤Bx = x2c

⊤x,

ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (16.17) ïðèíèìàþò âèä

(c⊤x+ 1)x1 = 0 è (c⊤x+ 1)x2 = 0

Àíàëèçèðóÿ ïåðâîå èõ íèõ, ïîëó÷àåì, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü x1 = 0 öåëèêîì ïðèíàäëåæèò êâàä-

ðèêå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó óðàâíåíèþ.

Èòàê, ñóùåñòâóåò λ 6= 0, òàêîå, ÷òî a = λb. Èç (16.18) ïîëó÷àåì, ÷òî A = λB.
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16.4. Îðòîãîíàëüíàÿ êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê

Ïîëüçóÿñü à��èííîé êëàññè�èêàöèåé, ìîæíî ëèøü óñòàíîâèòü, êàêîìó èç êëàññîâ à�-

�èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèíàäëåæèò äàííàÿ êðèâàÿ èëè ïîâåðõíîñòü, íî ïðè òàêîé êëàñ-

ñè�èêàöèè êðèâûå (ïîâåðõíîñòè) âíóòðè êàæäîãî êëàññà ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè ìåæäó

ñîáîé, íàïðèìåð, ýëëèïñ

x2

9
+

y2

4
= 1 à��èííî ýêâèâàëåíòåí îêðóæíîñòè x2+ y2 = 1. Îäíàêî

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî: íàïðèìåð, òå çàäà÷è,

ãäå íàñ èíòåðåñóþò ðàçìåðû ïîëóîñåé ýëëèïñà. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ ââå-

ñòè òàêóþ êëàññè�èêàöèþ, ÷òîáû, êðîìå êëàññà à��èííîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îíà ó÷èòûâàëà

è ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû êðèâîé (ïîâåðõíîñòè). Â îñíîâå òàêîé êëàññè�èêàöèè äîëæíû ëå-

æàòü à��èííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùèå ýòè ïàðàìåòðû íåèçìåííûìè. Ïîñêîëüêó, êàê

íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî èç âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òîëüêî îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ñîõðàíÿþò äëèíû (à ñëåäîâàòåëüíî, è óãëû) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, åñòåñòâåííî

ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïðåîáðàçîâàíèå x = q+Qy, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç R
n×n

, à q � ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð (âåêòîð ñäâèãà) èç R
n
, íàçîâåì èçîìåòðèåé. Åñëè q = o, òî òàêóþ èçîìåòðèþ íàçîâåì

îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì; åñëè Q = E, òî èçîìåòðèþ íàçîâåì ñäâèãîì. Åñëè Q � ïå-

ðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà (ò. å. ïîëó÷åíà èç E ïåðåñòàíîâêîé åå ñòîëáöîâ) è q = o, òî èçîìåòðèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå èçîìåòðèè, åñòü èçîìåòðèÿ. Êðîìå òîãî, ïî-

ñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå èçîìåòðèé åñòü òàêæå èçîìåòðèÿ.

Ïóñòü èçîìåòðèÿ

x = q +Qy (16.19)

ïåðåâîäèò óðàâíåíèå

F (x) ≡ x⊤Ax+ 2a⊤x+ α = 0 (16.20)

â

y⊤By + 2b⊤y + β = 0. (16.21)

Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ýòèõ óðàâíåíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ �îðìóëàìè





B = Q⊤AQ,

b = Q⊤(Aq + a),

β = F (q).

(16.22)

Ìû âèäåëè, ÷òî óðàâíåíèÿ (16.20), (16.21) ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

x̂⊤Âx̂ = 0, ŷ⊤B̂ŷ = 0,

ãäå

x̂ =

(
1

x

)
, ŷ =

(
1

y

)
, Â =

(
α a⊤

a A

)
, B̂ =

(
β b⊤

b B

)
,

à (16.19) è (16.22) � â âèäå

x̂ = Q̂ŷ, B̂ = Q̂⊤ÂQ̂,

ãäå

Q̂ =

(
1 0

q Q

)
.
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Óòâåðæäåíèå 16.34. Ïðè èçîìåòðèè ìàòðèöû A è B îðòîãîíàëüíî ïîäîáíû. Ïðè q = o
(îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå) ìàòðèöû Â è B̂ îðòîãîíàëüíî ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Q îðòîãîíàëüíà è B = Q⊤AQ, òî A è B îðòîãîíàëüíî ïîäîáíû.

Ïðè q = o ìàòðèöà Q̂, ëåãêî âèäåòü, òàêæå îðòîãîíàëüíà, ïîýòîìó Â è B̂ îðòîãîíàëüíî

ïîäîáíû.

Âåëè÷èíû, íå èçìåíÿþùèåñÿ ïðè èçîìåòðèè, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè èíâàðèàíòà-

ìè êâàäðèêè. Âåëè÷èíû, íå ìåíÿþùèåñÿ ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè, íàçûâàþòñÿ åå

îðòîãîíàëüíûìè ïîëóèíâàðèàíòàìè (èëè ñåìèèíâàðèàíòàìè).

Îáîçíà÷èì λk = λk(A) � k-å ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A (k = 1, 2, . . . , n), sk = sk(A)
� ñóììó ãëàâíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ìàòðèöû A (k = 1, 2, . . . , n). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ñîáñòâåííûå ÷èñëà óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî λk 6= 0 (k = 1, 2, . . . , r), λk 6= 0 (k = r+1, . . . , n), ãäå
r � ðàíã ìàòðèöû A.

Ñëåäñòâèå 16.35.

1. Ñëåäóþùèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè èíâàðèàíòàìè êâàäðèêè:

1.1. λk = λk(A) (k = 1, 2, . . . , n),
1.2. sk = sk(A) (k = 1, 2, . . . , n), â ÷àñòíîñòè, s1 = trA, sn = detA,

1.3. ŝn+1 = sn+1(Â) = det Â,

1.4. ŝr+1 = sr+1(Â), åñëè r ≤ r̂ ≤ r + 1 (ò. å. êâàäðèêà öåíòðàëüíàÿ),

ŝr+2 = sr+2(Â), åñëè r̂ = r + 2 (ò. å. êâàäðèêà íåöåíòðàëüíàÿ).

2. Ñëåäóþùèå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîëóèíâàðèàíòàìè êâàäðèêè:

2.1. λ̂k = λk(Â) (k = 1, 2, . . . , n+ 1),

2.2. ŝk = sk(Â) (k = 1, 2, . . . , n+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1.1, 1.2, 1.3. Ó ïîäîáíûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò ñîáñòâåííûå ÷èñëà è õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, îòêóäà ñëåäóåò îðòîãîíàëüíàÿ èíâàðèàíòíîñòü λk è sk. Èíâàðèàíò-
íîñòü det Â âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

det Â = det(Q̂−1ÂQ̂) = (det Q̂)−1 det Â det Q̂ = det Â,

òàê êàê det Q̂ = detQ = 1 (detQ = 1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìàòðèöà Q � îðòîãîíàëüíàÿ).

2.1, 2.2. Åñëè q = o, òî Q̂ îðòîãîíàëüíà, ïîýòîìó Â è B̂ îðòîãîíàëüíî ïîäîáíû, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî λ̂k è ŝk ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîëóèíâàðèàíòàìè.

1.4. Òåïåðü äîêàæåì îðòîãîíàëüíóþ èíâàðèàíòíîñòü ŝr+1 (äëÿ öåíòðàëüíîé êâàäðèêè) è

ŝr+2 (äëÿ íåöåíòðàëüíîé). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì èçîìåòðèþ x = q + Qy â âèäå êîìïîçèöèè

ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

1) îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ u = Sx, ãäå S � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òàêàÿ, ÷òî

S⊤AS = diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) (ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû x⊤Ax ê ãëàâíûì

îñÿì),

2) ñäâèãà v = u+ t, ãäå t = SQ−1q,
3) îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ y = Tv, ãäå T = QS−1

.

Â ñèëó ï. 2.2 îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ u = Sx, y = Tv ñîõðàíÿþò ŝk. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,
÷òî ñäâèã v = u + t ñîõðàíÿåò ŝr+1 (äëÿ öåíòðàëüíîé êâàäðèêè) è ŝr+2 (äëÿ íåöåíòðàëüíîé).

Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ìû ñâåëè çàäà÷ó ê óðàâíåíèþ êâàäðèêè, â êîòîðîì åå ìàòðèöà
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äèàãîíàëüíà. Èòàê, èìååì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó

B̂ =




α b1 . . . br br+1 . . . bn

b1 λ1

.

.

.

.

.

.

br λr

br+1 0
.

.

.

.

.

.

bn 0




.

Â ðåçóëüòàòå ñäâèãà u+ t ïîëó÷èì

Ĉ =




r∑
j=1

λjt
2
j + 2

n∑
j=1

bjtj + α b1 + λ1t1 . . . br + λrtr br+1 . . . bn

b1 + λ1t1 λ1

.

.

.

.

.

.

br + λrtr λr

br+1 0
.

.

.

.

.

.

bn 0




.

Åñëè êâàäðèêà öåíòðàëüíàÿ, òî r ≤ r̂ ≤ r + 1, ïîýòîìó br+1 = · · · = bn = 0 è

sr+1(B̂) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α b1 . . . br

b1 λ1

.

.

.

.

.

.

br λr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r∑
j=1

λjt
2
j + 2

n∑
j=1

bjtj + α b1 + λ1t1 . . . br + λrtr

b1 + λ1t1 λ1

.

.

.

.

.

.

br + λrtr λr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= sr+1(Ĉ),

òàê êàê âòîðîé îïðåäåëèòåëü ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ïåðâîãî ïðèáàâëåíèåì ê âåðõíåé ñòðîêå

îñòàëüíûõ ñòðîê ñ êîý��èöèåíòàìè t1, . . . , tr è àíàëîãè÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñî ñòîëáöà-
ìè.

Åñëè êâàäðèêà íåöåíòðàëüíàÿ, òî

sr+2(B̂) =

n∑

j=r+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α b1 . . . br bj

b1 λ1

.

.

.

.

.

.

br λr

bj 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −λ1 . . . λr

n∑

j=r+1

b2j ,

ãäå êàæäûé îïðåäåëèòåëü â ñóììå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è ïîñëåäíåé ñòðîêå.
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Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåì äëÿ

sr+2(Ĉ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r∑
j=1

λjt
2
j + 2

n∑
j=1

bjtj + α b1 + λ1t1 . . . br + λrtr bj

b1 + λ1t1 λ1

.

.

.

.

.

.

br + λrtr λr

bj 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −λ1 . . . λr

n∑

j=r+1

b2j .

Èòàê, sr+2(B̂) = sr+2(Ĉ).

Òåîðåìà 16.36. Èçîìåòðèåé ëþáîå óðàâíåíèå (16.9) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

r∑

j=1

λjy
2

j =

{
γ, åñëè r ≤ r̂ ≤ r + 1,

2µyr+1, åñëè r̂ = r + 2,

ãäå

γ = − ŝr+1

sr
, µ2 = − ŝr+2

sr
,

λj � íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ýòî óðàâíåíèå (íàçûâàåìîå ïî÷òè êàíîíè÷åñêèì) îïðå-

äåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì x = Qu ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ

�îðìó ê ãëàâíûì îñÿì. Âñå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

r∑

j=1

λju
2

j + 2
n∑

j=1

bjuj + α = 0.

Âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò:

r∑

j=1

λj

(
uj +

bj
λj

)2

+ 2

n∑

j=r+1

bjuj −
r∑

j=1

b2j
λj

+ α = 0.

Ïîñëå çàìåíû (ñäâèãà)





vj = uj +
bj
λj

(j = 1, 2, . . . , r)

vj = uj (j = r + 1, r + 2, . . . , n)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

r∑

j=1

λjv
2

j + 2

n∑

j=r+1

bjvj − γ = 0,

ãäå γ =
r∑

j=1

b2j
λj

− α.

Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

Åñëè bj = 0 (j = r + 1, r + 2, . . . , n), òî óðàâíåíèå ñðàçó ïðèíèìàåò ïåðâûé âèä èç (16.9).
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Åñëè (br+1, br+2, . . . , bn) 6= o, òî îáîçíà÷èì

µ =
√

b2r+1 + b2r+2 + · · ·+ b2n

è ñäåëàåì çàìåíó 



y1 = v1

y2 = v2

. . . . . . . . .

yr = vr

yr+1 = βr+1,r+1vr+1 + . . . + βr+1,nvn − γ

2µ

yr+2 = βr+2,r+1vr+1 + . . . + βr+2,nvn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = βn,r+1vr+1 + . . . + βnnvn

ãäå

βr+1,r+1 = −br+1

µ
vr+1, βr+1,r+2 = −br+2

µ
vr+2, . . . , βr+1,n = −bn

µ
vn.

×òîáû ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áûëî èçîìåòðèåé, âåêòîðû

(βr+2,r+1, βr+2,r+1, . . . , βr+2,n)

(βr+3,r+1, βr+3,r+1, . . . , βr+3,n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(βn,r+1, βr+2,r+1, . . . , βnn)

äîëæíû äîïîëíÿòü âåêòîð (βr+1,r+1, . . . , βr+1,n) äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà
R

n−r
.

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ êâàäðèêè ïîëó÷àåòñÿ ïðè óìíîæåíèè îáåèõ åãî ÷àñòåé

íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ïîëó÷àåì 9 âèäîâ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â òàá-

ëèöå 16.5. Ýòî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òå æå óðàâíåíèÿ çàäàþò

öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íåöèëèíäðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 16.6.

Èòàê, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 16.37. Äëÿ ëþáîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîð-

äèíàò, â êîòîðîé ýòà êðèâàÿ çàäàåòñÿ îäíèì èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ

â òàáëèöå 16.5. Äâå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà îðòîãîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà èõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îäèíàêîâû.

Òåîðåìà 16.38. Äëÿ ëþáîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòå-

ìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé îíà çàäàåòñÿ îäíèì èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïåðå÷èñëåííûõ â

òàáëèöàõ 16.6 è 16.7. Äâå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà îðòîãîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò.
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Òàáëèöà 16.5. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

� Íàçâàíèå Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïðèìå÷àíèå

1. Ýëëèïñ

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a ≥ b > 0

2. Ìíèìûé ýëëèïñ

x2

a2
+

y2

b2
= −1, a ≥ b > 0 Ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê

3.

Ïàðà ìíèìûõ

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2 +
y2

b2
= 0, b ≥ 1 Òî÷êà (0, 0)

4. �èïåðáîëà

x2

a2
− y2

b2
= 1, a > 0, b > 0

5.

Ïàðà

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2 − y2

b2
= 0, b ≥ 1 Äâå ïðÿìûå y = ±bx

6. Ïàðàáîëà x2 = 2py, p > 0

7.

Ïàðà

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

x2

a2
= 1, a > 0 Äâå ïðÿìûå x = ±a

8.

Ïàðà ìíèìûõ

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

x2

a2
= −1, a > 0 Ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê

9. Äâîéíàÿ ïðÿìàÿ x2 = 0 Ïðÿìàÿ x = 0

Òàáëèöà 16.6. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íåöèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà

� Íàçâàíèå Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïðèìå÷àíèå

1. Ýëëèïñîèä

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, a ≥ b ≥ c > 0

2. Ìíèìûé ýëëèïñîèä

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1, a ≥ b ≥ c > 0 Ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê

3. Ìíèìûé êîíóñ

x2

a2
+

y2

b2
+ z2 = 0, a ≥ b ≥ 1 Òî÷êà (0, 0, 0)

4.

Îäíîïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, a ≥ b > 0, c > 0

5.

Äâóïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1, a ≥ b > 0, c > 0

6. Êîíóñ

x2

a2
+

y2

b2
− z2 = 0, a ≥ b ≥ 1

7.

Ýëëèïòè÷åñêèé

ïàðàáîëîèä

x2

a2
+

y2

b2
= 2z, a ≥ b > 0

8.

�èïåðáîëè÷åñêèé

ïàðàáîëîèä

x2

a2
− y2

b2
= 2z, a ≥ b > 0
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Òàáëèöà 16.7. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà

� Íàçâàíèå Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïðèìå÷àíèå

1. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a ≥ b > 0

2.

Ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé

öèëèíäð

x2

a2
+

y2

b2
= −1, a ≥ b > 0 Ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê

3.

Ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïëîñêîñòåé

x2 +
y2

b2
= 0, b ≥ 1 Ïðÿìàÿ x = y = 0

4. �èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

x2

a2
− y2

b2
= 1, a > 0, b > 0

5.

Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïëîñêîñòåé

x2 − y2

b2
= 0, b ≥ 1 Äâå ïëîñêîñòè y = ±bx

6. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð x2 = 2py, p > 0

7.

Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ

ïëîñêîñòåé

x2

a2
= 1, a > 0 Äâå ïëîñêîñòè x = ±a

8.

Ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ

ïëîñêîñòåé

x2

a2
= −1, a > 0 Ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê

9. Äâîéíàÿ ïëîñêîñòü x2 = 0 Ïëîñêîñòü x = 0

Îòâåòû è ðåøåíèÿ

16.25. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì A è ïîëÿðíîé îñüþ, íàïðàâëåííîé â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó

îò AB, êðèâàÿ èìååò óðàâíåíèå r =
|AB|

1− 2 cosϕ
, arccos

1

2
< ϕ < 2π − arccos

1

2
. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñ ïîëþñîì A è îñüþ AB êðèâàÿ èìååò óðàâíåíèå r =
|AB|

1 + 2 cosϕ
, −π + arccos

1

2
< ϕ < π − arccos

1

2
. Ýòî ëåâàÿ

(åñëè òî÷êà A ëåæèò ëåâåå B) âåòâü ãèïåðáîëû ñ �îêóñîì A, ýêñöåíòðèñèòåòîì 2, �îêàëüíûì ïàðàìåòðîì

|AB|, äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ |AB|/3 è ìíèìîé ïîëóîñüþ |AB|/
√
3.
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