Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

I. Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă.

§1. Őŕřěďěńěŋĺě ĺ śćőľśšćă łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ ŋăğżćă¿šś£ ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă

a + bi; (1)

čďě a; b ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă, ă śĺňćőń i őŕřěďěń£ěšś£ řăćěŋśšćőň i^2 = −1 ĺ ŋăğżćăěšś£ ňŋĺňőľ ěďĺŋĺűěľ.

Ůĺšăšěń¿, łőšőřżľ ďő śĺţ ŕőř ŋě ćśšřěůăńś£ ś ¡šĺň ŕőŋ£šĺěň, śřăğş śőőąźăěň: ń¿ąőě łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš łőřŋĺ! Řěÿĺň, ŋăŕřĺňěř, şřăćŋěŋĺě x^2 + x + 1 = 0.

x_{1;2} = −1 ± √ 1 − 4 2 = −1 ± √ 3 · i 2 : Ďćă łőňŕńěłśŋżţ ůĺśńă z_1 = a_1 + b_1i ĺ z_2 = a_2 + b_2i śůĺšă¿šś£ řăćŋżňĺ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a_1 = a_2 ĺ b_1 = b_2.

Ăřĺťňěšĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ŋăď łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ćżřăęěŋĺľ:

z_1 + z_2 = (a_1 + a_2) + (b_1 + b_2)i;

z_1 · z_2 = (a_1a_2 − b_1b_2) + (b_1a_2 + a_1b_2)i;

z_1 z_2 = a_1 + b_1i a_2 + b_2i = (a_1 + b_1i)(a_2 − b_2i) (a_2 + b_2i)(a_2 − b_2i) =

= (a_1a_2 + b_1b_2) + (b_1a_2 − a_1b_2)i a^2 + b^2 : Ćżřăęěŋĺě (1) ŋăğżćăěšś£ ăńčěąřăĺůěśłőľ ťőřňőľ ğăŕĺśĺ łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă, ă ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă a ĺ b ŋăğżćă¿šc£ śőőšćěšśšćěŋŋő ěčő ďěľśšćĺšěńĳŋőľ ĺ ňŋĺňőľ ůăśšĳ¿.

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă a+bi ĺ a−bi ŋăğżćă¿šś£ śőŕř£ęěŋŋżňĺ. Ďń£ ďăŋŋőčő łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă z śőŕř£ęěŋŋőě ůĺśńő őążůŋő őąőğŋăůăěšś£ z. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ ďń£ ůĺśěń z_1 = a_1 + b_1i; z_2 = a_2 + b_2i śŕřăćěďńĺćőśšĳ śńěďş¿źĺţ řăćěŋśšć: z_1 ± z_2 = z_1 ± z_2, z_1 · z_2 = z_1 · z_2, z_1 : z_2 = z_1 : z_2.

A(a,b) r ’ B O

Ŕőďőąŋő šőňş, łăł ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă ĺğőąřăęă- ¿šś£ šőůłăňĺ ůĺśńőćőľ ŕř£ňőľ, łőňŕńěłśŋőňş ůĺśńş z = a + bi ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ šőůłş A ŕńőśłőśšĺ, ŋă łőšőřőľ ććěďěŋă ďěłăřšőćă śĺśšěňă łőőřďĺŋăš. a - ŕěřćă£ łőőřďĺŋăšă šőůłĺ, b - ćšőřă£. Ć šřěşčőńĳŋĺłě OAB ŋăţőďĺň a = r cos ’, b = r sin ’

ĺ ŕőńşůăěň šřĺčőŋőňěšřĺůěśłş¿ ťőřňş ğăŕĺśĺ ůĺśńă z = r(cos’ + i sin’).

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

Ćěńĺůĺŋă r = √ a^2 + b^2 ŋăğżćăěšś£ ňőďşńěň , ă ćěńĺůĺŋă ’ - ăřčşňěŋšőň. Ňőďşńĳ ĺ ăřčşňěŋš ůĺśńă z őąőğŋăůă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő |z| ĺ arg z .

Ĺśŕőńĳğş£ ĺğćěśšŋżě ĺğ ÿłőńĳŋőčő łşřśă ťőřňşńż ďń£ śĺŋşśă ĺ łőśĺŋşśă śşňňż ďćşţ şčńőć, ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ śŕřăćěďńĺćőśšĳ řăćěŋśšć

r_1(cos ’_1 + i sin ’_1) · r_2(cos ’_2 + i sin ’_2) = r_1r_2(cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2))

r_1(cos ’_1 + i sin ’_1) r_2(cos ’_2 + i sin ’_2) = r_1 r_2

(cos(’_1 − ’_2) + i sin(’_1 − ’_2)):

Ĺğ ťőřňşńż ďń£ şňŋőęěŋĺ£ ňěšőďőň ňăšěňăšĺůěśłőľ ĺŋďşłűĺĺ ćżćőďĺšś£ ťőřňşńă Ňşăćřă ćőğćěďěŋĺ£ ć űěńş¿ śšěŕěŋĳ:

r(cos ’ + i sin ’)^n = r(cos n’ + i sin n’):

Ěśńĺ n ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő, šő łőřŋěň śšěŕěŋĺ n ĺğ łőňŕńěłśŋőčő ůĺśńă u ŋăğżćăěšś£ ń¿ąőě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő x, şďőćńěšćőř£¿źěě şřăćŋěŋĺ¿ x^n = u: Śěľůăś ŕőńşůĺň ťőřňşńş ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ćśěţ łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ ğăďăŋŋőčő ůĺśńă u = r(cos ’+sin ’). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő x = æ(cos + sin ). Šőčďă, ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş Ňşăćřă, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćő x = æ^n(cos n + sin n) = r(cos ’ + sin ’) ĺ, ďăńěě, æ =^n √ r; n = ’ + 2ßk; k - űěńőě. Ĺšăł, n √ r(cos ’ + i sin ’) =^n √ r(cos

’ + 2ßk n + i sin

’ + 2ßk n ): Šăł łăł ŕěřĺőď śĺŋşśă ĺ łőśĺŋşśă řăćěŋ 2ß, šő ćśě ćőğňőęŋżě ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ŕřĺ k = 0; 1; ::; n − 1:

II. Ňŋőčőůńěŋż.

§1. Őŕěřăűĺĺ ŋăď ňŋőčőůńěŋăňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćżřăęěŋĺě f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + ::: + a_n ŋăğżćăěšś£ ňŋőčőůńěŋőň őš x c łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ a_0; a_1; :::; a_n:

Ěśńĺ a_0 ≠ 0, šő n ŋăğżćăěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ňŋőčőůńěŋă, a_0x^n ŋăğżćăěšś£ śšăřÿĺň ůńěŋőň. Ůĺśńő a_n ŋăğżćăěšś£ śćőąőďŋżň ůńěŋőň. Śšěŕěŋĳ őąőğŋăůăěšś£ deg f(x): Řěğşńĳšăšż śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋőć ŋăţőď£šś£ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ăńčěąřăĺůěśłĺţ ćżřăęěŋĺľ. Ś ďěńěŋĺěň ňŋőčőůńěŋă ŋă ňŋőčőůńěŋă ďěńő őąśšőĺš ŋěňŋőčő śńőęŋěě. Čőćőř£š, ůšő ňŋőčőůńěŋ f(x) ďěńĺšś£ ŋă ňŋőčőůńěŋ d(x), ěśńĺ śşźěśšćşěš ňŋőčőůńěŋ g(x) šăłőľ, ůšő f(x) = d(x)g(x). Ňŋőčőůńěŋ d(x) ŋăğżćăěšś£ ďěńĺšěńěň f(x). Ŋăŕřĺňěř, ňŋőčőůńěŋ x + 1 £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ňŋőčőůńěŋă x^3 + 1, šăł łăł x^3 +1 = (x+1)(x^2 −x+1), ŋő ŋě £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ňŋőčőůńěŋă x^2 +1. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě, őďŋăłő, ćőğňőęŋő ďěńěŋĺě ś őśšăšłőň. Ŋăŕřĺňěř, x^2 + 1 = (x + 1)(x − 1) + 2. Őąőśŋőćăŋĺě ¡šőľ őŕěřăűĺĺ śőďěřęĺšś£ ć śńěďş¿źěň şšćěřęďěŋĺĺ.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ďń£ ń¿ążţ ňŋőčőůńěŋőć f(x); g(x) śşźěśšćş¿š ňŋőčőůńěŋż d(x); r(x) šăłĺě, ůšő f(x) = d(x)g(x) + r(x), ŕřĺůěň śšěŕěŋĳ r(x) ňěŋĳÿě śšěŕěŋĺ g(x):

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Ňŋőčőůńěŋ d(x) ŋăğżćăěšś£ ůăśšŋżň, ă r(x) - őśšăšłőň. Őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ f ŋă g őąőğŋăůăěšś£ res(f; g).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(x), ŕőńăčă£ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ śšěŕěŋĳ m ňŋőčőůńěŋă g(x). Ěśńĺ deg f(x) ¡ m şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő, šăł łăł f(x) = 0 · g(x) + f(x). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şšćěřęďěŋĺě ďőłăğăŋő ďń£ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ k ĺ ďőłăęěň ěčő ďń£ ňŋőčőůńěŋă f(x) = a_0x^k + a_1x^{k−1} + ::: + a_k śšěŕěŋĺ k. Ŕşśšĳ g(x) = b_0x^m + b_1x^{m−1} + ::: + b_m: Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ f_1(x) = f(x) − (a_0=b_0)x^{k−m}g(x) = = (a_1 − a_0b_1=b_0)x^{k−1} + (a_2 − a_0b_2=b_0)x^{k−2} + ::::

Šăł łăł deg f_1 ¡ k, šő, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, śşźěśšćşěš ŕřěďśšăćńěŋĺě

f_1(x) = d_1(x)g(x) + r_1(x); deg r_1 ¡ deg g:

Śńěďőćăšěńĳŋő, f(x) = [(a_0=b_0)x^{k−m} + d_1(x)]g(x) + r_1(x) ů.š.ď.

Ŕřĺćěďěŋŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő śőďěřęĺš śŕőśőą ŋăţőęďěŋĺ£ ůăśšŋőčő ĺ őśšăšłă, łőšőřżľ ŋăğżćăěšś£ ďěńěŋĺě şčőńłőň. Ŕřĺňěŋĺň ¡šőš śŕőśőą ł ňŋőčőůńěŋăň f(x) = x^4 +x+1 ĺ g(x) = x^2 + x + 1:

(1) x^4 +x +1 x^2 + x + 1 (2) x^4 +x^3 +x^2 x^2 − x - ůăśšŋőě (3) −x^3 −x^2 +x + 1 (4) −x^3 −x^2 −x (5) 2x + 1 - őśšăšőł

Łőňňěŋšăřĺĺ: ć śšřőłě (1) ğăŕĺśăŋż ňŋőčőůńěŋż f(x); g(x);

{ őšŋőÿěŋĺě ĺţ śšăřÿĺţ ůńěŋőć, řăćŋőě x^2, ğăŕĺśżćăěšś£ ć śšřőłě (2) śŕřăćă őš ćěřšĺłăńĳŋőľ ůěřšż, śńěćă őš ćěřšĺłăńĳŋőľ ůěřšż ğăŕĺśăŋő ŕřőĺğćěďěŋĺě x^2 ŋă g(x);

{ ć śšřőłě (3) ğăŕĺśăŋă řăğŋőśšĳ f_1(x) = f(x) − x^2g(x);

{ őšŋőÿěŋĺě śšăřÿĺţ ůńěŋőć ňŋőčőůńěŋőć f_1(x); g(x), řăćŋőě −x, ğăŕĺśżćăěšś£ ć ć śšřőłě (2) śŕřăćă őš ćěřšĺłăńĳŋőľ ůěřšż, ć śšřőłě (4) ğăŕĺśăŋ ňŋőčőůńěŋ −xg(x);

{ ć śšřőłě (5) ğăŕĺśăŋă řăğŋőśšĳ f_1(x) − (−x)g(x), śšěŕěŋĳ ¡šőčő ňŋőčőůńěŋă ňěŋĳÿě śšěŕěŋĺ ďěńĺšěń£, ŕő¡šőňş ŕřőűěśś ďěńěŋĺ£ ğăłőŋůěŋ.

Ďěńěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă f(x) = a_0x^n + ::: + a_n ŋă ňŋőčőůńěŋ x − c śšěŕěŋĺ 1 şďőąŋěě ćżŕőńŋ£šĳ ŕő śţěňě Čőřŋěřă, őŕĺśăŋŋőľ ďăńěě.

Ŕşśšĳ d(x) = d_0x^{n−1} +::+d_{n−1} - ůăśšŋőě, ă r őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£. Řăśłřżćă£ śłőąłĺ ć řăćěŋśšćě f(x) = d(x)(x−c)+r, ĺ ŕřĺřăćŋĺćă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ őďĺŋăłőćżţ śšěŕěŋ£ţ, ŕőńşůăěň a_0 = d_0; a_1 = d_1 − cd_0; :::; a_{n−1} = d_{n−1} − cd_{n−2}; a_n = r − cd_{n−1}.

Ĺğ ¡šĺţ řăćěŋśšć ňőęŋő ćżřăğĺšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ůăśšŋőčő ĺ őśšăšőł, a řěğşńĳšăš şďőąŋő řăśŕőńőęĺšĳ ć ćĺďě šăąńĺűż

a_0 a_1 :::: a_{n−1} a_n c d_0 = a_0 d_1 = cd_0 + a_1 :::: d_{n−1} = cd_{n−2} + a_{n−1} r = cd_{n−1} + a_n

Ŕěřćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋőć f(x) ĺ d(x) řăćŋż, ă ďăńěě śńěďşěň ŕřăćĺńş:

4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

őůěřěďŋőľ ¡ńěňěŋš ćšőřőľ śšřőłĺ řăćěŋ śşňňě ćěřţŋěčő ¡ńěňěŋšă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ŕřěďżďşźěčő ¡ńěňěŋšă ŋă ůĺśńő c.

Şšćěřęďěŋĺě 2. Őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ f(x) ŋă x − c řăćěŋ f(c). Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ d(x); r śőőšćěšśšćěŋŋő ůăśšŋőě ĺ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£. Ŕőńăčă£ x = ś ć řăćěŋśšćě f(x) = d(x)(x − c) + r , ŕőńşůĺň f(c) = r, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Šăł łăł ŕőśńěďŋĺľ ¡ńěňěŋš ćšőřőľ śšřőłĺ šăąńĺűż řăćěŋ f(c), šő śţěňş Čőřŋěřă ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ďń£ ążśšřőčő ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă ć šőůłě.

§2. Ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň ďćşţ ĺńĺ ąőńěě ňŋőčőůńěŋőć ŋăğżćăěšś£ šőš ĺğ ĺţ őąźĺţ ďěńĺšěńěľ, łőšőřżľ ďěńĺšś£ ŋă ń¿ąőľ ďřşčőľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ.

Şšćěřęďěŋĺě 3. Ďń£ šőčő, ůšőąż d(x) ążń őąźĺň ďěńĺšěńěň f_1(x) ĺ f_2(x) ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż d(x) ążń őąźĺň ďěńĺšěńěň f_3 = f_1(x) − g(x)f_2(x) ĺ f_2(x), čďě g(x) ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋěőąţőďĺňőśšĳ. Ěśńĺ f_1(x) = d(x)h_1(x) ĺ f_2(x) = d(x)h_2(x) ďń£ ŋěłőšőřżţ h_1(x); h_2(x), šő f_3 = d(x)[h_1(x) − g(x)h_2(x)]. Śńěďőćăšěńĳŋő, d(x) ďěńĺš f_3(x) ĺ f_2(x).

Ďőśšăšőůŋőśšĳ ďőłăğżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő. Cńěďśšćĺě 3.1.

HOD(f_1(x); f_2(x)) = HOD(f_2(x); f_1(x) − g(x)f_2(x)):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł ňŋőęěśšćă őąźĺţ ďěńĺšěńěľ ş ¡šĺţ ŕăř ňŋőčőůńěŋőć śőćŕăďă¿š, šő śőćŕăďă¿š ĺ ŋăĺąőńĳÿĺě őąźĺě ďěńĺšěńĺ.

Ăńčőřĺšň Ěćłńĺďă ŋăţőęďěŋĺ£ ŊŐD. Ďăŋż ňŋőčőůńěŋż f_1; f_2 šăłĺě, ůšő deg f_1 ≤ deg f_2 ĺ f_1 ≠ 0.

Ěśńĺ f_2 = 0 , šőčďă HOD(f_1; f_2) = f_1. Ěśńĺ f_2 ≠ 0 , šőčďă ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ćżůĺśń£ěň f_3 = res(f_1; f_2), f_4 = res(f_2; f_3)... ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě ŋě ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő f_k = res(f_{k−2}; f_{k−1}) = 0. Ĺśŕőńĳğş£ śńěďśšćĺě 3.1, ĺňěěň

HOD(f_1; f_2) = HOD(f_2; f_3) = ::: = HOD(f_{k−1}; f_k) = f_{k−1}:

§3. Łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć. Řăğńőęěŋĺě ŋă ňŋőęĺšěńĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ůĺśńő c ŋăğżćăěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x), ěśńĺ f(c) = 0. Şšćěřęďěŋĺě 4. (Šěőřěňă Ąěğş) Ůĺśńő c £ćń£ěšś£ łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă f(x) ďěńĺšś£ ŋă x − c.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śň.Şšćěřęďěŋĺě 2.

Ŕşśšĳ c łőřěŋĳ f(x). Ŋăĺąőńĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě k, ŕřĺ łőšőřőň f(x) ďěńĺšś£ ŋă (x−c)^k ŋăğżćăěšś£ łřăšŋőśšĳ¿ łőřŋ£. Ěśńĺ k ≥ 2, šő čőćőř£š, ůšő f(x) ĺňěěš łřăšŋżľ łőřěŋĳ.

Şšćěřęďěŋĺě 5. (Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăńčěąřż) Ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ łőřěŋĳ.

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Cńěďśšćĺě 5.1. Ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ňěšőďőň ňăšěňăšĺůěśłőľ ĺŋďşłűĺĺ. Ďń£ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 1 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ďń£ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ n−1. Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ f(x) śšěŕěŋĺ n. Ŕşśšĳ x_1 ěčő łőřěŋĳ . Ĺğ šěőřěňż Ąěğş śńěďşěš, ůšő f(x) = (x − x_1)f_1(x). Šăł łăł śšěŕěŋĳ f_1(x) řăćŋă n − 1, šő, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ, ćőğňőęŋő řăğńőęěŋĺě f_1(x) = (x − x_2):::(x − x_n): Őšś¿ďă

f(x) = (x − x_1)(x − x_2):::(x − x_n); (1)

ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Śőąĺřă£ ć řăćěŋśšćě (1) őďĺŋăłőćżě śőňŋőęĺšěńĺ, ŕőńşůĺň Cńěďśšćĺě 5.2. Ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ć ćĺďě

f(x) = (x − ff_1)^{k1} (x − ff_2)^{k2} :::(x − ff_s)^{ks} ; (2)

čďě ff_1; :::; ff_s - řăğńĺůŋżě łőřŋĺ f(x):

Cńěďśšćĺě 5.3. Ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ n ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš, ś şůěšőň łřăšŋőśšĺ, n łőňŕńěłśŋżţ łőřŋěľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőůńěŋ cšěŕěŋĺ f(x) ŋăğżćăěšś£ ŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ őŋ ĺňěěš ďěńĺšěńĳ d(x) šăłőľ, ůšő 1 ≤ deg d(x) ≤ deg f(x) − 1: Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ňŋőčőůńěŋ ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň.

Ďń£ ňŋőčőůńěŋă f(x) = a_0x^n + ::: + a_n c ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ĺśŕőńĳğş£ řăğńőęěŋĺě (1) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ řăğńőęěŋĺě ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 1 ĺ 2 ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ćśě łőřŋĺ ćěźěśšćěŋŋż, šő (1) şęě £ćń£ěšś£ ĺśłőňżň řăğńőęěŋĺěň. Ŕşśšĳ x_1 = ff + fii łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ. Šăł łăł 0 = f(x_1) = f(x_1) , šő x_1 šăłęě łőřěŋĳ f(x). Ŕřőĺğćěďěŋĺě (x − x_1)(x − x_1) = x^2 − 2ffx + ff^2 + fi^2 - ňŋőčőůńěŋ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕěřěňŋőęă£ őśšăńĳŋżě śłőąłĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕăřăň łőňŕńěłśŋő śőŕř£ęěŋŋżţ łőřŋěľ, ŕőńşůĺň ĺśłőňőě řăğńőęěŋĺě.

Ţőš£ őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăńčěąřż ĺ şśšăŋăćńĺćăěš ťăłš śşźěśšćőćăŋĺ£ łőřŋěľ ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ňŋőčőůńěŋă, őŋă ŋě śőďěřęĺš şłăğăŋĺľ ŋă šő, łăł ĺţ ĺśłăšĳ. İšő ŋě śńşůăľŋő, őłăğżćăěšś£, ůšő ŋěćőğňőęŋő şłăğăšĳ ťőřňşńż ŕřĺčőďŋżě ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ łőřŋěľ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć. Ŋă ŕřăłšĺłě őążůŋő ŋăţőď£š ŕřĺąńĺęěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ łőřŋěľ, ďń£ ¡šőčő ĺňěěšś£ ŋěňăńő ňěšőďőć.

Śłăğăŋŋőě ŋě ĺśłń¿ůăěš ćőğňőęŋőśšĺ šőůŋőčő ćżůĺśńěŋĺ£ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋőć łăłőčőńĺąő śŕěűĺăńĳŋőčő ćĺďă. Őďĺŋ ĺğ ŕřĺňěřőć šăłőčő řőďă őśŋőćăŋ ŋă śńěďş¿źěň şšćěřęďěŋĺĺ.

Şšćěřęďěŋĺě 6. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋěśőłřăšĺňă£ řăűĺőŋăńĳŋă£ ďřőąĳ p q ążńă łőřŋěň ňŋőčőůńěŋă f(x) = f_0x^n + ::: + f_n ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŋěőąţőďĺňő ůšőąż ćżŕőńŋ£ńĺśĳ şśńőćĺ£:

{ p ďěńĺš f_n;

6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

{ q ďěńĺš f_0;

{ p − mq ďěńĺš f(m) ďń£ ćś£łőčő m ∈ Z: Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł f( p q ) = 0 , šő q^nf( p q ) = 0: Řăśŕĺÿěň ŕőďřőąŋő ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő:

f_0p^n + f_1p^{n−1}q + ::: + f_nq^n = 0:

Ćśě śńăčăěňżě łřőňě ŕěřćőčő ďěń£šś£ ŋă q, śńěďőćăšěńĳŋő, ďěńĺšś£ ŋă q ĺ f_0p^n: Őďŋăłő p ĺ q ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ďěńĺšěńěľ, ŕő¡šőňş f_0 ďěńĺšś£ ŋă q: Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő f_n ďěńĺšś£ ŋă p:

Ŕőďěńĺć f(x) ŋă x − m ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő

f(x) = (x − m)(d_0x^{n−1} + d_1x^{n−2} + ::: + d_{n−1}) + f(m);

čďě d_0; :::; d_{n−1} - űěńżě ůĺśńă. Şňŋőęĺć ěčő ŋă q^n ĺ ŕőďśšăćĺć x = p q , ŕőńşůĺň

0 = (p − mq)(d_0p^{n−1} + d_1p^{n−2}q + ::: + d_{n−1}q^{n−1}) + q^nf(m):

Ŕěřćőě śńăčăěňőě ďěńĺšś£ ŋă p − mq, śńěďőćăšěńĳŋő, ďěńĺšś£ ĺ ćšőřőě. Ŋő q^n ĺ p − mq ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ďěńĺšěńěľ, ŕő¡šőňş f(m) ďěńĺšś£ ŋă p−mq. Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

Šăł łăł łőńĺůěśšćő ďěńĺšěńěľ łőŋěůŋő, šő łőŋěůŋő łőńĺůěśšćő řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń, ć łőšőřżţ śńěďşěš ćżůĺśńĺšĳ ğŋăůěŋĺě ňŋőčőůńěŋă ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăľšĺ ěčő řăűĺőŋăńĳŋżě łőřŋĺ ĺńĺ şąěďĺšĳś£ ć ĺţ őšśşšśšćĺĺ.

§4. Ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ ťşŋłűĺĺ y(x) ĺğćěśšŋă šőńĳłő šăąńĺűă ğŋăůěŋĺľ ć řăğńĺůŋżţ šőůłăţ ůĺśńőćőľ őśĺ

x x_0 x_1 ::: x_n y y_0 y_1 ::: y_n

Ğăďăůă ĺŋšěřŕőń£űĺĺ śőśšőĺš ć ŋăţőęďěŋĺĺ "ŕřăćďőŕőďőąŋőčő" őšćěšă ŋă ćőŕřőś ő ğŋăůěŋĺĺ ťşŋłűĺĺ ŕřĺ ğŋăůěŋĺĺ ăřčşňěŋšă, ŋě śőďěřęăźěňś£ ć šăąńĺűě.

Őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć řěÿěŋĺ£ ĺśŕőńĳğşěš ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ - ňŋőčőůńěŋ f(x) śšěŕěŋĺ n šăłőľ, ůšő f(x_i) = y_i, ŕřĺ i = 0; 1; :::; n:

Ňěšőď Ŋĳ¿šőŋă. Ğăŕĺśăć ĺśłőňżľ ňŋőčőůńěŋ ć ćĺďě

f(x) = a_0 + a_1(x − x_0) + a_2(x − x_0)(x − x_1) + ::: +

+ a_n(x − x_0)(x − x_1):::(x − x_{n−1});

ĺ ŕőďśšăćń££ ğŋăůěŋĺ£ x ĺğ šăąńĺűż, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăţőďĺň

a_0 = y_0; a_1 = y_1 − a_0 x_1 − x_0

; :::;

a_n = y_n − a_0 − a_1(x_n − x_0) − ::: − a_{n−1}(x_n − x_0)(x_n − x_1):::(x_n − x_{n−2}) (x_n − x_0)(x_n − x_1):::(x_n − x_{n−1}) :

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Śşźěśšćş¿š ĺ ďřşčĺě śŕőśőąż ŋăţőęďěŋĺ£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă, ŕřĺćőď£- źĺě ł šőňş ęě řěğşńĳšăšş, ŕőśłőńĳłş ďń£ ğăďăŋŋőľ šăąńĺűż śşźěśšćşěš ć šőůŋőśšĺ őďĺŋ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ąż ďń£ řăğńĺůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć f(x) ĺ g(x) ŕřĺ ćśěţ i ∈ {0; ::; n} ążńĺ ćěřŋż řăćěŋśšćă f(x_i) = g(x_i), šő ňŋőčőůńěŋ d(x) = f(x) − g(x), śšěŕěŋĳ łőšőřőčő ŋě ŕřěćżÿăěš n, ĺňěń ąż n + 1 łőřěŋĳ, ŋő ¡šő ŋěćőğňőęŋő.

Ğŋă£ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ f(x) ďń£ ťşŋłűĺĺ y(x), ňőęŋő ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺĺ ŕřĺ x = ff řăćŋő f(ff):

§5. Ůĺśńő ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă.

Ć ¡šőň ŕăřăčřăťě ąşďěš ŕőłăğăŋő łăł őŕřěďěńĺšĳ ůĺśńő ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă ŋă ğăďăŋŋőň ĺŋšěřćăńě.

Ćŋăůăńě řăśśňăšřĺćăěň šőńĳłő ňŋőčőůńěŋż, ŋě ĺňě¿źĺě łřăšŋżţ łőřŋěľ. Ŋăąőř ňŋőčőůńěŋőć f_0(x); f_1(x); :::; f_k(x) ŋăğżćăěšś£ śĺśšěňőľ Ÿšşřňă ěśńĺ ćżŕőńŋ£- ¿šś£ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă:

1. Śőśěďŋĺě ňŋőčőůńěŋż ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ; 2. Ěśńĺ ff ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ f_i(x), ŕřĺ i ∈ {1; ::; k − 1}, šő f_{i−1}(ff)f_{i+1}(ff) ¡ 0; 3. Ěśńĺ ff ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ f(x), šő f_0(x)f_1(x) ňěŋ£ěš ğŋăł ś ŕń¿śă ŋă ňĺŋşś ŕřĺ ŕěřěţőďě x ůěřěğ ff:

4. f_k(x) ŋě ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ.

Ŕőśšřőĺň śĺśšěňş ňŋőčőůńěŋőć f_0(x); f_1(x); :::. Ŕőńăčăěň f_0(x) = f(x), ć łăůěśšćě f_1(x) ćżąĺřăěň ŕřőĺğćőďŋş¿ őš f(x). Őśšăńĳŋżě ňŋőčőůńěŋż ŋăţőď£šś£ ŕő ťőřňşńě

f_i(x) = −res(f_{i−2}(x); f_{i−1}(x)); i ≥ 2:

Ćżůĺśńěŋĺ£ ğăłăŋůĺćă¿šś£, łőčďă ŕőńşůĺšś£ ňŋőčőůńěŋ, ŋě ĺňě¿źĺľ ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ. Šő, ůšő ¡šő ŕřőĺğőľďěš, ďőłăğżćăěš śńěďş¿źěě řăśśşęďěŋĺě.

Šăł łăł śšěŕěŋĺ ňŋőčőůńěŋőć f_0(x); f_1(x); :::. şňěŋĳÿă¿šś£, šő ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě ŕőńşůĺň ŋşńěćőľ őśšăšőł: res(f_{k−1}(x); f_k(x))=0: Łăł ĺ ć §2, ¡šő őğŋăůăěš, ůšő f_k(x) = ŊŐĎ(f_0(x); f_1(x)): Šăł łăł f(x) ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ, šő ňŋőčőůńěŋż f_0(x) ĺ f_1(x) ćğăĺňŋő ŕřőśšż, śńěďőćăšěńĳŋő, f_k(x) £ćń£ěšś£ łőŋśšăŋšőľ ĺ ŋě ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ.

Ďőłăęěň, ůšő ŕőśšřőěŋă śĺśšěňă Ÿšşřňă.

1. Ĺğ řăćěŋśšćă f_s = d(x)f_{s+1} − f_{s+2} śńěďşěš, ůšő őąźĺľ łőřěŋĳ ff ňŋőčőůńěŋőć f_s ĺ f_{s+1} £ćń£ěšś£ łőřŋěň f_{s+2}. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő ff ěśšĳ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋőć f_{s+3},..., f_k , ŋő f_k ŋě ĺňěěš łőřŋěľ! Šăłĺň őąřăğőň, śőśěďŋĺě ňŋőčőůńěŋż ŋě ĺňě¿š őąźĺţ łőřŋěľ.

2. Ĺğ řăćěŋśšćă f_{i−1}(x) = d(x)f_i(x) − f_{i+1}(x) ŕřĺ x = ff ŕőńşůăěň f_{i−1}(ff) = −f_{i+1}(ff), śńěďőćăšěńĳŋő, f_{i−1}(ff)f_{i+1}(ff) ¡ 0:

3. Ěśńĺ f(x) ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ ňěŋ£ěš ğŋăł ś ŕń¿śă ŋă ňĺŋşś, šő ŕřőĺğćőďŋă£ ŕőńőęĺšěńĳŋă. Ěśńĺ f(x) ć őłřěśšŋőśšĺ łőřŋ£ ňěŋ£ěš ğŋăł ś ŕń¿śă ŋă ňĺŋşś, šő ŕřőĺğćőďŋă£ őšřĺűăšěńĳŋă. Ć őąőĺţ śńşůă£ţ f_0(x)f_1(x) ňěŋ£ěš ğŋăł ś ŕń¿śă ŋă ňĺŋşś ŕřĺ ŕěřěţőďě x ůěřěğ ff:

8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

Ŕşśšĳ ff ∈ R; f(ff) ≠ 0, ćżůěřłŋěň ŋşńĺ ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ f_0(ff); f_1(ff); :::; f_k(ff) ĺ őąőğŋăůĺň W(ff) ůĺśńő ŕěřěňěŋ ğŋăłă ć őśšăćÿěľś£ ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Şšćěřęďěŋĺě 7. (Šěőřěňă Ÿšşřňă.) Ěśńĺ f(ff) ≠ 0; f(fi) ≠ 0, šő ůĺśńő łőřŋěľ ŋă ĺŋšěřćăńě (ff; fi) řăćŋő W(ff) − W(fi):

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőśńěďĺň łăł ĺğňěŋ£ěšś£ W(x) ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ x őš ff ł fi. 1. Ŋă ń¿ąőň ĺŋšěřćăńě, ŋě śőďěřęăźěň łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋőć śĺśšěňż Ÿšşřňă W(x) ŋě ňěŋ£ěšś£.

2. Ŋă ĺŋšěřćăńě, śőďěřęăźěň ńĺÿĳ łőřěŋĳ x_0 ňŋőčőůńěŋă f_j, ŕřĺ 1 ≤ j ≤ k − 1, ŕěřěňěŋă ğŋăłă ŕřőĺśţőďĺš ńĺÿĳ ş f_j. Ś şůěšőň śćőľśšćă 2 ŕőńşůăěň , ůšő ŕřĺ ŕěřěţőďě ůěřěğ x_0 ğŋăłĺ ŋă ťřăčňěŋšě f_{j−1}; f_j; f_{j+1} ňőčşš ňěŋ£šĳś£ ńĺÿĳ őďŋĺň ĺğ śńěďş¿źĺţ śŕőśőąőć:

+ + − → + − −; + − − → + + −; − + + → − − +; − − + → − + +

Ć łăęďőň ĺğ ŕřĺćěďěŋŋżţ śńşůăěć W(x) ŋě ňěŋ£ěšś£.

3. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ůěřěğ łőřěŋĳ f(x), łăł śńěďşěš ĺğ cćőľśšćă 3, šěř£ěšś£ őďŋă ŕěřěňěŋă ğŋăłă. Ďőłăğăšěńĳśšćő ğăłőŋůěŋő.

Ğăňěůăŋĺě. Ěśńĺ ń¿ąőľ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć śĺśšěňż Ÿšşřňă şňŋőęĺšĳ ŋă ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő, šő ŕőńşůĺšś£ šăłęě śĺśšěňă Ÿšşřňă, šăł łăł ćżŕőńŋ£¿šś£ ŕěřěůĺśńěŋŋżě ćżÿě śćőľśšćă.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ňŋőčőůńěŋ f(x) őąńăďă¿źĺľ łřăšŋżňĺ łőřŋ£ňĺ. Őąőğŋăůĺň d(x) ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ f(x) ĺ ěčő ŕřőĺğćőďŋőľ f^′(x): Ŕřěďśšăćĺć f(x) ć ćĺďě (2); ŋăţőďĺň f^′(x) = (x − ff_1)^{k1−1}(x − ff_2)^{k2−1}(x − ff_3)^{k3−1}:::(x − ff_s)^{ks−1}× ×[k_1(x − ff_2)(x − ff_3):::(x − ff_s) + k_2(x − ff_1)(x − ff_3):::(x − ff_s)+ +k_3(x − ff_1)(x − ff_2):::(x − ff_s) + ::: + k_s(x − ff_1)(x − ff_2):::(x − ff_{s−1})]:

Ňŋőčőůńěŋ, śőďěřęăźĺľś£ ćŋşšřĺ łćăďřăšŋżţ śłőąőł ŋě ĺňěěš őąźĺţ ďěńĺšěńěľ ś f(x) šăł łăł ŋě ďěńĺšś£ ŋĺ ŋă őďĺŋ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć x − ff_1; x − ff_2; :::; x − ff_s: Ĺğ ¡šőčő śńěďşěš, ůšő d(x) = (x − ff_1)^{k1−1}(x − ff_2)^{k2−1}:::(x − ff_s)^{ks−1}:

Őŕřěďěńĺň ňŋőčőůńěŋ g(x) = f(x)=d(x) = (x − ff_1)(x − ff_2):::(x − ff_s): Őŋ ĺňěěš šě ęě łőřŋĺ, ůšő ĺ f(x), ŋő ŋě ĺňěěš łřăšŋżţ łőřŋěľ, ŕő¡šőňş ďń£ šőčő ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ůĺśńő ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă f(x) ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ őŕĺśăŋŋżľ ćżÿě ňěšőď ł ňŋőčőůńěŋş g(x):

Ňěšőďőň Ÿšşřňă ňőęŋő řěÿĺšĳ šăłęě ğăďăůş őšďěńěŋĺ£ ćěźěśšćěŋŋżţ łőřŋěľ, š.ě. ŋăľšĺ šăłĺě ĺŋšěřćăńż, łăęďżľ ĺğ łőšőřżţ śőďěřęĺš řőćŋő őďĺŋ łőřěŋĳ. Śőőšćěšśšćş- ¿źĺľ ŕřĺňěř ŕřĺćěďěŋ ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě, ă śěľůăś şśšăŋőćĺň čřăŋĺűż ĺŋšěřćăńă, śőďěřęăźěčő ćśě ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ.

Şšćěřęďěŋĺě 8. Ěśńĺ x_0 ćěźěśšćěŋŋżľ łőřěŋĳ ňŋőčőůńěŋă f(x) = a_0x^n +a_1x^{n−1} + ::: + a_n, ă A - ŋăĺąőńĳÿĺľ ŕő ňőďşń¿ łő¡ťťĺűĺěŋš, šő |x_0| ¡ A=|a_0| + 1:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő t, şďőćńěšćőř£¿- źěě ŋěřăćěŋśšćş |t| ≥ A=|a_0| + 1; ŋě £ćń£ěšś£ łőřŋěň, š.ě. f(t) ≠ 0:

|f(t)| ≥ |a_0t^n| − |a_1t^{n−1} + ::: + a_n| ≥

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

≥ |a_0||t|^n − A(|t|^{n−1} + ::: + 1) = |a_0||t|^n − A

|t|^n − 1 |t| − 1 =

= |a_0|(|t|^n − A |a_0|(|t| − 1)

(|t|^n − 1) ¿ |a_0|(|t|^n − (|t|^n − 1)) ¿ |a_0| ≠ 0:

§6. Řěÿěŋĺě ŕřĺňěřőć.

Ŕřĺňěř 1. Ŕřěďśšăćĺšĳ ć šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőľ ťőřňě łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő z = 4+4i. Řěÿěŋĺě. Ćżůĺśń£ěň ňőďşńĳ ůĺśńă |z| = √ 4^2 + 4^2 = 4 √ 2: Ćżŋőś£ ŋăľďěŋŋőě ůĺśńő ğă śłőąłş, ŕőńşůăěň

z = 4 √ 2( 1 √ 2 + 1 √ 2 i): Şůĺšżćă£ řăćěŋśšćă sin ß 4 = 1 √ 2 ; cos ß 4 = 1 √ 2 ; ćżŕĺśżćăěň šřĺčőŋőňěšřĺůěśłş¿ ťőřňş

z = 4 √ 2(sin ß 4 + i cos ß 4 ):

Ŕřĺňěř 2. Ćżůĺśńĺšĳ z = (4 + 4 i)^{20}.

Řěÿěŋĺě. Ĺśŕőńĳğşěň ťőřňşńş Ňşăćřă ćőğćěďěŋĺ£ ć śšěŕěŋĳ.

z = (4 √ 2(sin ß 4 + i cos ß 4 ))^{20} = 2^{50}(sin 20ß 4 + i cos 20ß 4 ) = −2^{50} i:

Ŕřĺňěř 3. Ćżůĺśńĺšĳ z =^3 √ 4 + 4 i.

Řěÿěŋĺě. Ĺśŕőńĳğşěň řěğşńĳšăš ŕřěďżďşźěčő ŕřĺňěřă ĺ ťőřňşńş Ňşăćřă ďń£ ĺğćńěůěŋĺ£ łőřŋ£. 3√ 4 + 4 i =^3 √ 4 √ 2(sin ß 4 + i cos ß 4 ) =

=^6 √ 32(sin ß=4 + 2ßk 3 + i cos ß=4 + 2ßk 3 ); k = 0; 1; 2:

Šřĺ ğŋăůěŋĺ£ łőřŋ£ šăłőćż:

z_0 =^6 √ 32(sin ß 12 + i cos ß 12 );

z_1 =^6 √ 32(sin 3ß 4 + i cos 3ß 4 );

10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

z_2 =^6 √ 32(sin 17ß 12 + i cos 17ß 12 ): Ŕřĺňěř 4. Ĺğćńěůĳ łőřěŋĳ √ 1 + 2 √ 2i. Řěÿěŋĺě. Ŋăďő ŋăľšĺ ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă x; y, ďń£ łőšőřżţ śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśš- ćő √ 1 + 2 √ 2i = x+iy: Ćőğćěďěň őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă ć łćăďřăš 1+2 √ 2i = x^2 −y^2 +2xyi.

Ŕřĺřăćŋĺćăěň ďěľśšćĺšěńĳŋżě ĺ ňŋĺňżě ůăśšĺ { x^2 − y^2 = 1 xy = √ 2 : Řěÿěŋĺěň śĺśšěňż £ćń£¿šś£ ŋăąőřż (± √ 2; ±1), ŕő¡šőňş łőřěŋĳ ĺňěěš ďćă ğŋăůěŋĺ£: √ 2 + i ĺ − √ 2 − i.

Ŕřĺňěř 5. Ćżřăğĺšĳ sin 5’ ůěřěğ cos ’; sin ’.

Řěÿěŋĺě. Śőčńăśŋő ťőřňşńě Ňşăćřă (cos ’ + i sin ’)^5 = cos 5’ + i sin 5’: C ďřşčőľ śšőřőŋż, ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş ąĺŋőňă Ŋĳ¿šőŋă^1, ŕőńşůăěň (cos ’+i sin’)^5 = cos^5 ’ + 5i cos^4’ sin ’ − 10cos^3’ sin^2’ − 10i cos^2’ sin^3’ + 5cos’ sin^4’ + i sin^5’: Ŕřĺřăćŋĺćă£ ňŋĺňżě ůăśšĺ ¡šĺţ ďćşţ ćżřăęěŋĺľ, ŕőńşůăěň

sin 5’ = 5cos^4’ sin ’ − 10cos^2’ sin^3’ + sin^5’:

Ŕřĺňěř 6. Ćżřăğĺšĳ sin^5 ’ ůěřěğ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ łřăšŋőčő ăřčşňěŋ- šă. Řěÿěŋĺě. Řăśśňőšřĺň ůĺśńő e = cos’ + i sin’. Ŕő ťőřňşńě Ňşăćřă ŋăţőďĺň e^{−1} = cos’ − i sin’. Ďăńěě ĺňěěň

sin^5’ = ( e − e^{−1} 2i )^5 = e^5 − 5e^3 + 10e − 10e−1 + 5e^{−3} − e^{−5} 32i =

= (cos5’ + i sin5’) − 5(cos3’ + i sin3’) + 10(cos’ + i sin’) 32i +

+ −10(cos’ − i sin’) + 5(cos3’ − i sin3’) − (cos5’ − i sin5’) 32i = sin5’ − 5sin3’ + 10sin’ 16 : Ŕřĺňěř 7. Ŕőďěńĺšĳ ś őśšăšłőň f(x) = x^4 + 3x^3 − 4x^2 − 2x − 3 ŋă x − 2 ĺ ŋăľšĺ f(2):

Řěÿěŋĺě. Ćżŕőńŋĺň ďěńěŋĺě, ĺśŕőńĳğş£ śţěňş Čőřŋěřă.

1 3 −4 −2 −3 2 1 2 · 1 + 3 = 5 2 · 5 − 4 = 6 2 · 6 − 2 = 10 2 · 10 − 3 = 17

1 (u + v)^n = n∑ i=0 C^i_nu^{n−i}v^i; ,čďě C^i_n = n ! (n − i) ! i !

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Ĺğ ćšőřőľ śšřőłĺ ŋăţőďĺň łő¡ťťĺűĺěŋšż ůăśšŋőčő d(x) ĺ őśšăšőł šăł, ůšő d(x) = x^3 + 5x^2 + 6x + 10 ĺ f(2) = 17.

Ŕřĺňěř 8. Ŋăľšĺ ŋăĺąőńĳÿĺľ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ňŋőčőůńěŋőć f_1(x) = x^3 +3x^2 +4x+2 ĺ f_2(x) = x^3 + 2x^2 + 2x + 1.

Řěÿěŋĺě. Ŕřĺňěŋ££ ďěńěŋĺě şčőńłőň, ŋăţőďĺň f_3(x) = res(f_1(x); f_2(x)) = x^2 + 2x + 1; f_4(x) = res(f_2(x); f_3(x)) = x + 1; f_5(x) = res(f_3(x); f_4(x)) = 0:

Ŋăĺąőńĳÿĺň őąźĺň ďěńĺšěńěň £ćń£ěšś£ ŕőśńěďŋĺľ ŋěŋşńěćőľ őśšăšőł, šő ěśšĳ x+1: Ŕřĺňěř 9. Řăğńőęĺšĳ x^4 + 1 ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ć ŕőńě łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń.

Řěÿěŋĺě. Ŋăľďěň łőřŋĺ^4 √ −1 =^4 √ cos ß + i sin ß;

x_k = cos ß + 2ßk 4 + sin ß + 2ßk 4 ; k = 0; 1; 2; 3:

x_0 x_1

x_3 x_2

Řăśŕőńăčă£ łőřŋĺ ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ğăňěůăěň, ůšő śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ, ă ğŋăůĺš śőŕř£ęěŋŋżňĺ, £ćń£¿šś£ ŕăřż x_0; x_3 ĺ x_1; x_2. Ŋăţőďĺň ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

(x − (cos ß 4 + i sin ß 4 ))(x − (cos ß 4 − i sin ß 4 )) =

= x^2 − 2 cos ß 4 x + (cos^2 ß 4 + sin^2 ß 4 ) = x^2 − √ 2x + 1:

(x − (cos 3ß 4 + i sin 3ß 4 ))(x − (cos 3ß 4 − i sin 3ß 4 )) =

= x^2 − 2 cos 3ß 4 x + (cos^2 3ß 4 + sin^2 3ß 4 ) = x^2 + √ 2x + 1:

Ĺšăł x^4 + 1 = (x^2 + √ 2x + 1)(x^2 − √ 2x + 1).

Ŕřĺňěř 10. Ŋăľšĺ łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(x) = x^4 + 9x^3 + 22x^2 + 28x + 24:

Řěÿěŋĺě. Šăł łăł ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš űěńżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, šő ňőęŋő ŕőŕżšăšĳś£ ŋăľšĺ řăűĺőŋăńĳŋżľ łőřěŋĳ p q . Ğŋăňěŋăšěńĳ q £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň śšăřÿěčő łő¡ťťĺűĺěŋšă, ŕő¡šőňş q = 1. Ůĺśńĺšěńĳ p, £ćń££śĳ ďěńĺšěńěň śćőąőďŋőčő ůńěŋă, ňőęěš ŕřĺŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺ£ ĺğ śŕĺśłă S = {±1; ±2; ±3; ±4; ±6; ±12; ±24}:

Ŋăľďěň f(−1) ŕő śţěňě Čőřŋěřă

1 9 22 28 24 −1 1 8 14 14 10 = f(−1)

12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

Śőčńăśŋő Şšćěřęďěŋĺ¿ 6 łőřŋ£ňĺ ňőčşš ążšĳ šőńĳłő šăłĺě ůĺśńă p, ďń£ łőšőřżţ p + 1 ďěńĺš f(−1) = 10, šő ĺğ śŕĺśłă S ŋăďő şďăńĺšĳ ćśě ůĺśńă, ŋě őąńăďă¿źĺě šăłĺň śćőľśšćőň. Ŕőńşůĺň ŋőćżľ śŕĺśőł S^′ = {1; −2; −3; 4}: Ŕőśłőńĳłş łő¡ťťĺűĺěŋšż ňŋőčőůńěŋă ŕőńőęĺšěńĳŋż, šő ěčő łőřŋ£ňĺ ňőčşš ążšĳ ńĺÿĳ őšřĺűăšěńĳŋżě ůĺśńă, ŕő¡šőňş őśšăńőśĳ ŕřőćěřĺšĳ šőńĳłő ůĺśńă −2; −3.

1 9 22 28 24 −2 1 7 8 12 0 = f(−2) −3 1 4 −4 0 = f(−3)

Ć ŕőśńěďŋěľ śšřőłě šăąńĺűż ğăŕĺśăŋ řěğşńĳšăš ďěńěŋĺ£ ůăśšŋőčő őš ŕěřćőčő ďěńěŋĺ£ ŋă x + 3: Šăłĺň őąřăğőň, śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő f(x) = (x + 2)(x + 3)(x^2 + 4x − 4) ĺ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ őśšăńĳŋżţ łőřŋěľ ŋăďő řěÿĺšĳ łćăďřăšŋőě şřăćŋěŋĺě x^2 + 4x − 4 = 0: Őšćěš: x_1 = −2; x_2 = −3; x_3 = −2 − √ 8; x_3 = −2 + √ 8: Ŕřĺňěř 11. Ŋăľšĺ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ, ğŋă£ šăąńĺűş ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ

x −1 0 1 2 y 0 1 4 15 : Ŋăţőďĺň ňŋőčőůńěŋ ć ćĺďě

f(x) = a_0 + a_1(x + 1) + a_2(x + 1)x + a_3(x + 1)x(x − 1)

Ŕőďśšăćń££ ğŋăůěŋĺ£ x ĺğ šăąńĺűż, ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ŋăţőďĺň

a_0 = 0; a_1 =

1 − 0 0 + 1

= 1; a_2 =

4 − 0 − 1 · (1 + 1) (1 + 1) · 1

= 1;

a_3 =

15 − 1 · (2 + 1) − 1 · 2 · (2 + 1) 2 · (2 − 1)(2 + 1)

= 1:

Řăśłřżćăěň śłőąłĺ ĺ ŕőńşůăěň őšćěš:

f(x) = (x + 1) + (x + 1)x + (x + 1)x(x − 1) = x^3 + x^2 + x + 1:

Ŕřĺňěř 12. Őšďěńĺšĳ łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋă f(x) = x^4 + 4x^3 + 2x^2 − 3: Řěÿěŋĺě. Ŋăľďěň śĺśšěňş Ÿšşřňă.

f_0(x) = f(x); f_1(x) = 1 4 f^′(x) = x^3 + 3x^2 + x:

Ŋăţőďĺň őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ f_0(x) ŋă f_1(x):

x^4 +4x^3 +2x^2 −3 x^3 + 3x^2 + x x^4 +3x^3 +x^2 x + 1

x^3 +x^2 −3 x^3 +3x^2 +x −2x^2 −x−3

Łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă ĺ ňŋőčőůńěŋż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Ŕőńăčăěň f_2(x) = −res(f_0; f_1) = 2x^2 + x + 3. Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ f_3(x) ŋăďő ŋăľšĺ őśšăšőł őš ďěńěŋĺ£ f_1(x) ŋă f_2(x). Ŕřĺ ďěńěŋĺĺ ŕő£ćń£¿šś£ ďřőąŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ůšő şśńőęŋ£ěš ćżůĺśńěŋĺ£. İšőčő ňőęŋő ĺğąěęăšĳ, ěśńĺ ğăňěšĺšĳ, ůšő ňŋőčőůńěŋż śĺśšěňż Ÿšşřňă ňőęŋő şňŋőęăšĳ ŋă ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă, ŕőńşůă£ ŕřĺ ¡šőň šăłęě śĺśšěňş Ÿšşřňă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕřĺ ďěńěŋĺĺ şčőńłőň ń¿ąőľ ĺğ ŕřőňěęşšőůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ňőęŋő şňŋőęăšĳ ĺńĺ ďěńĺšĳ ŋă ŕőńőęĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Ňŋőčőůńěŋ, ŕőńşůěŋŋżľ şňŋőęěŋĺěň ŋă ůĺśńő, őšďěń£ěň ďćőľŋőľ ńĺŋĺěľ. Šăł, ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ ŕěřćőň ďěńěŋĺĺ şňŋőęăěň f_1(x) ŋă 2, ğăŕĺśżćăěň ŕőď ďćőľŋőľ ńĺŋĺěľ ĺ ďěńĺň ŕőńşůěŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ ŋă f_2(x):

x^3 +3x^2 +x 2x^2 + x + 3 2x^3 +6x^2 +2x x + 5 2x^3 +x^2 +3x

5x^2 −x 10x^2 −2x 10x^2 +5x+15 −7x−15

2x^2 +3x +3 7x + 15 14x^2 +21x +21 2x − 3 14x^2 +30x

−9x +21 −21x+49 −21x−45 94 Ć řěğşńĳšăšě ŕěřćőčő ďěńěŋĺ£ ŋăţőďĺň f_3(x) = 7x + 15, ć řěğşńĳšăšě ćšőřőčő - f_4(x) = −1. Łőřŋĺ f(x) şďőćńěšćőř£¿š ŋěřăćěŋśšćş |x| ¡ 4 1 + 1 = 5: Cőśšăćń£ěň šăąńĺűş, łăęďă£ śšřőłă łőšőřőľ łřőňě ğŋăůěŋĺ£ ff ŕěřěňěŋŋőľ x śőďěřęĺš ğŋăłĺ ňŋőčőůńěŋőć Ÿšşřňă ŕřĺ x = ff ĺ ůĺśńő W(ff) ŕěřěňěŋ ğŋăłă.

ff f_0 f_1 f_2 f_3 f_4 W −5 + − + − − 3 5 + + + + + 1 0 − 0 + + − 2

Ŋă ĺŋšěřćăńě (−5; 5) śőďěřęĺšś£ W(−5) − W(5) = 2 łőřŋ£ ňŋőčőůńěŋă. Ćżąĺřăěň śěřěďĺŋş ĺŋšěřćăńă ĺ śůĺšăěň ůĺśńő ŕěřěňěŋ ğŋăłă ŕřĺ x = 0. Šăł łăł W(−5)−W(0) = 1, šő őďĺŋ łőřěŋĳ řăśŕőńőęěŋ ŋă ĺŋšěřćăńě (−5; 0), ă ďřşčőľ ŋă ĺŋšěřćăńě (0; 5):

Ğăďăůĺ ďń£ śăňőśšő£šěńĳŋőčő řěÿěŋĺ£.

1. Ćżůĺśńĺšĳ: 1) √ 3 + 4i; 2) √ 8 + 6i; 3) √ −3 + 4i; 4) √ −8 + 6i; 5) √ 3 − 4i; 6) √ 8 − 6i; 7) √ −3 − 4i; 8) √ −8 − 6i.

2. Ćżůĺśńĺšĳ:

1) ( √ 3 + i)^{99}; 2) (1 + i √ 3)^{97}; 3) ( √ 3 − i)^{103}; 4) (−1 + i √ 3)^{91};

5) (− √ 3 + i)^{102}; 6) (1 − i √ 3)^{81}; 7) (− √ 3 − i)^{42}; 8) (−1 − i √ 3)^{33}.

3. Ćżřăğĺšĳ ůěřěğ cos x ĺ sin x:

1) cos 3x; 2) sin 3x; 3) sin 4x; 4) cos 4x; 5) sin 5x; 6) cos 5x;

4. Ćżřăğĺšĳ ůěřěğ śĺŋşśż ĺ łőśĺŋşśż łřăšŋżţ şčńőć.

1) cos^3 x; 2) sin^3 x; 3) sin^4 x; 4) cos^4 x; 5) sin^5 x; 6) cos^5 x;

14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ćěśěńőć Ś.Ĺ.

5. Ŋăľšĺ ćśě łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć: 1) x^4 + 5x^3 + 9x^2 + 8x + 4; 3) x^4 + 4x^3 + 7x^2 + 12x + 12; 5) x^4 − 4x^3 + 9x^2 − 10x + 4; 7) x^5 + 5x^4 + 6x^3 − 2x^2 − 10x − 12;

2) x^4 + 6x^3 + 11x^2 + 12x + 18; 4) x^4 + 9x^3 + 18x^2 − 18x + 40; 6) x^4 − 5x^3 + 11x^2 − 16x + 12; 8) x^4 + 11x^3 + 37x^2 + 31x − 20:

6. Ŋăľšĺ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋżľ ňŋőčőůńěŋ, ğŋă£ šăąńĺűş ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺĺ: 1) x −1 0 1 2 y −4 −1 0 5

; 2) x −1 0 1 2 y −2 −1 2 13

; 3) x −1 0 1 2 y 0 −1 −2 1 ;

4) x −1 0 1 2 y −3 −2 1 12

; 5) x −1 0 1 2 y −2 1 2 7

; 6) x −1 0 1 2 y −5 −4 −1 10 . 7. Řăğńőęĺšĳ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ:

1) x^6 + 1; 2) x^5 + 1; 3) x^4 − 2x^2 + 3;

4) x^4 + 4x^2 + 5; 5) x^6 + x^3 + 1; 6) x^6 − x^3 + 1;

8. Ĺğőńĺřőćăšĳ łőřŋĺ ňŋőčőůńěŋőć: 1) x^3 − x^2 + x − 4;

3) x^4 − 4x^3 + 2x^2 − 8x + 4; 5) x^4 − 2x^3 + x^2 − 2x + 1;

2) x^3 + 3x + 1;

4) 4x^3 + 18x^2 + 24x + 9; 6) x^3 − 3x + 1:

9. Řăğńőęĺšĳ ŕő śšěŕěŋ£ň x − 1:

1) x^5 + 3x^4 − x^3 + x^2 + x − 4; 2) x^6 + x^4 − 4x^3 + 2x^2 − x + 1; 3) x^4 − 2x^3 + x^2 − 3x + 4; 4) x^4 + x^3 + x^2 + x + 1:

Řěłőňěŋďşěňżě şůěąŋĺłĺ: 1. Łşřőÿ Ă.Č. " Łşřś ćżśÿěľ ăńčěąřż. " 2. Ťăďďěěć Ď.Ł. " Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě. "