Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

I. Łřĺćżě ĺ ŕőćěřţŋőśšĺ ćšőřőčő ŕőř£ďłă.

Ŕăřăąőńă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ŕăřăąőńőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ďěłăřšőćă śĺśšěňă łőőřďĺŋăš Oxy, ć łőšőřőľ şřăćŋěŋĺě ¡šőľ ńĺŋĺĺ ĺňěěš ćĺď

y^2 = 2px (p ¿ 0): (1)

Şřăćŋěŋĺě ĺ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš ŋăğżćă¿šś£ łăŋőŋĺůěśłĺňĺ. Ůĺśńő p ŋăğżćăěšś£ ťőłăńĳŋżň ŕăřăňěšřőň, šőůłă F = ( p 2 ; 0) - ťőłşśőň, ŕř£ňă£ x = − p 2 - ďĺřěłšřĺśőľ, Ox - őśĳ ŕăřăąőńż, šőůłă O - ćěřÿĺŋă ŕăřăąőńż. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ M ŕăřăąőńż őšřěğőł FM ŋăğżćăěšś£ ťőłăńĳŋżň řăďĺşśőň. Łăśăšěńĳŋă£ ł ŕăřăąőńě ć šőůłě (x_0; y_0) ĺňěěš şřăćŋěŋĺě y_0y = p(x + x_0).

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ŕăřăąőńă £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň šőůěł, řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ťőłşśă ĺ ďĺřěłšřĺśż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şśńőćĺě řăćŋőşďăńěŋŋőśšĺ x + p 2 = √ (x − p 2 )^2 + y^2 ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş (1).

Őŕšĺůěśłőě śćőľśšćő ŕăřăąőńż. Łăśăšěńĳŋă£ ł ŕăřăąőńě ć šőůłě M = (x_0; y_0) ŕěřěśěłăěš őśĳ Ox ć šőůłě N = (−x_0; 0), ŋăţőď£źěľś£ ŋă šőň ęě řăśśšő£ŋĺĺ őš ťőłşśă F, ůšő ĺ šőůłă M. Šřěşčőńĳŋĺł FNM řăćŋőąěďřěŋŋżľ, šő ěśšĳ̸ FNM ≠ FMN. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ć ťőłşś ŕăřăąőńż ŕőňěśšĺšĳ ĺśšőůŋĺł ĺğńşůěŋĺ£, šő őšřăęěŋŋżě őš ŕăřăąőńż ńşůĺ ąşďşš ŕăřăńńěńĳŋż ěě őśĺ.

İńńĺŕś.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ¡ńńĺŕśőň, ěśńĺ śşźěśšćşěš ďěłăřšőćă śĺśšěňă łőőřďĺŋăš Oxy, ć łőšőřőľ şřăćŋěŋĺě ¡šőľ ńĺŋĺĺ ĺňěěš ćĺď

x^2 a^2 + y^2 b^2

= 1 (a ≥ b ¿ 0): (2)

Şřăćŋěŋĺě ĺ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš ŋăğżćă¿šś£ łăŋőŋĺůěśłĺňĺ. a; b - śőőšćěšśšćěŋŋő ąőńĳÿă£ ĺ ňăńă£ ŕőńşőśĺ ¡ńńĺŕśă. Ťőłşśăňĺ ŋăğżćă¿šś£ šőůłĺ F_1 = (−c; 0) ĺ F_2 = (c; 0), čďě c = √ a^2 − b^2. Šőůłă O - űěŋšř ¡ńńĺŕśă;

(±a; 0); (±b; 0) - ćěřÿĺŋż; e = c a - ¡łśűěŋšřĺśĺšěš; ŕř£ňżě x = ± a e - ďĺřěł-

šřĺśż; p = b^2 a - ťőłăńĳŋżľ ŕăřăňěšř, řăćěŋ ďńĺŋě ŕőńşţőřďż, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ťőłşś ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő őśĺ Ox; ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ M őšřěğłĺ r_1 = MF_1 ĺ r_2 = MF_2 ŋăğżćă¿šś£ ťőłăńĳŋżňĺ řăďĺşśăňĺ.

r^2_1 = (x + c)^2 + y^2 = x^2 + 2cx + c^2 + b^2 − b^2 a^2 x^2 = c^2 a^2 x^2 + 2cx + a^2 = ( c a x + a)^2 = (ex+a)^2. Šăł łăł e ¡ 1 ĺ |x| ≤ a, šő r_1 = ex+a. Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğżćăěšś£, ůšő r_2 = a − ex. Ĺğ ¡šĺţ řăćěŋśšć śńěďşěš, ůšő ¡ńńĺŕś ¡šő ňŋőęěśšćő šőůěł,

2 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ďń£ łőšőřżţ őšŋőÿěŋĺě řăśśšő£ŋĺ£ ďő ťőłşśă ł řăśśšő£ŋĺ¿ ďő őďŋőĺňěŋŋőľ ďĺřěłšřĺśż řăćŋő ¡łśűěŋšřĺśĺšěšş.

Šăł łăł r_1 + r_2 = 2a, šő ¡ńńĺŕś ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ šăłęě łăł ňŋőęěśšćő šőůěł, śşňňă řăśśšő£ŋĺľ őš łőšőřżţ ďő ťőłşśőć ŕőśšő£ŋŋă.

Łăśăšěńĳŋă£ ł ¡ńńĺŕśş ć šőůłě M = (x_0; y_0) ĺňěěš şřăćŋěŋĺě x_0x a^2 + y_0y b^2

= 1:

Őŕšĺůěśłőě śćőľśšćő ¡ńńĺŕśă. Ŕşśšĳ šőůłă M = (x_0; y_0) ŕřĺŋăďńěęĺš ¡ńńĺŕśş. Ŋăľďěň řăśśšő£ŋĺ£ d_1; d_2 őš ťőłşśőć F_1; F_2 ďő łăśăšěńĳŋőľ ł ¡ńńĺŕśş, ŕřőćěďěŋŋőľ ć šőůłě M.

d_1 = | − x_0c a^2 − 1| x^2_0

a^4 + y^2_0 b^4 = r_1 a x^2_0 a^4 + y^2_0 b^4

; d_2 = r_2 a x^2_0 a^4 + y^2_0 b^4 .

Őšś¿ďă d_1 r_1 = d_2 r_2

, śńěďőćăšěńĳŋő, őšřěğłĺ F_1M; F_2M őąřăğş¿š őďĺŋăłőćżě şčńż ś łăśăšěńĳŋőľ. İšő őğŋăůăěš, ůšő ńşůĺ őš ĺśšőůŋĺłă śćěšă, ŕőňěźěŋŋőčő ć őďĺŋ ĺğ ťőłşśőć, ŕőśńě őšřăęěŋĺ£ őš ¡ńńĺŕśă śőąĺřă¿šś£ ć ďřşčőň ťőłşśě.

Čĺŕěřąőńă Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ čĺŕěřąőńőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš ďěłăřšőćă śĺśšěňă łőőřďĺŋăš Oxy, ć łőšőřőľ şřăćŋěŋĺě ¡šőľ ńĺŋĺĺ ĺňěěš ćĺď

x^2 a^2 − y^2 b^2

= 1: (3)

Şřăćŋěŋĺě ĺ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš ŋăğżćă¿šś£ łăŋőŋĺůěśłĺňĺ. a; b - śőőšćěšśšćěŋŋő ďěľśšćĺšěńĳŋă£ ĺ ňŋĺňă£ ŕőńşőśĺ ¡ńńĺŕśă. Ťőłşśăňĺ ŋăğżćă¿šś£ šőůłĺ F_1 = (−c; 0) ĺ F_2 = (c; 0), čďě c = √ a^2 + b^2. Šőůłă O - űěŋšř ¡ńńĺŕśă;

(±a; 0) - ćěřÿĺŋż; e = c a - ¡łśűěŋšřĺśĺšěš; ŕř£ňżě x = ± a e - ďĺřěłšřĺśż; p = b^2 a - ťőłăńĳŋżľ ŕăřăňěšř, řăćěŋ ďńĺŋě ŕőńşţőřďż, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ťő-

łşś ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋő őśĺ Ox; y = ± b a x - ăśĺňŕšőšż; ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ šőůłĺ M őšřěğłĺ r_1 = MF_1 ĺ r_2 = MF_2 ŋăğżćă¿šś£ ťőłăńĳŋżňĺ řăďĺşśăňĺ.

Šăł ęě łăł ďń£ ¡ńńĺŕśă ćżćőď£šś£ řăćěŋśšćă r_1 = |ex + a|; r_2 = |a − ex|, ĺğ łőšőřżţ śńěďşěš, ć ůăśšŋőśšĺ, ůšő čĺŕěřąőńă ¡šő ňŋőęěśšćő šőůěł, ďń£ łőšőřżţ őšŋőÿěŋĺě řăśśšő£ŋĺ£ ďő ťőłşśă ł řăśśšő£ŋĺ¿ ďő őďŋőĺňěŋŋőľ ďĺřěłšřĺśż řăćŋő ¡łśűěŋšřĺśĺšěšş.

Šăł łăł ďń£ čĺŕěřąőńż |x| ¿ a; e ¿ 1, šő |ex| ¿ a, śńěďőćăšěńĳŋő,

r_1 = a + ex; ŕřĺ x ¿ 0 −a − ex; ŕřĺ x ≤ 0

; r_2 =

−a + ex; ŕřĺ x ¿ 0 a − ex; ŕřĺ x ≤ 0 : Őšś¿ďă |r_1 − r_2| = 2a, śńěďőćăšěńĳŋő, čĺŕěřąőńă ¡šő ňŋőęěśšćő šőůěł, ďń£ łőšőřżţ ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă řăğŋőśšĺ řăśśšő£ŋĺľ ďő ťőłşśőć ěśšĳ ćěńĺůĺŋă ŕőśšő£ŋŋă£.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Łăśăšěńĳŋă£ ł čĺŕěřąőńě ć šőůłě M = (x_0; y_0) ĺňěěš şřăćŋěŋĺě x_0x a^2 − y_0y b^2

= 1:

Şřăćŋěŋĺ£ ¡ńńĺŕśă, čĺŕěřąőńż ĺ ŕăřăąőńż ć ŕőń£řŋżţ łőőřďĺŋăšăţ.

F ’ r M B N A

Űěŋšř ŕőń£řŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ďń£ ¡ńńĺŕśă ć ńěćőň ťőłşśě, ďń£ čĺŕěřąőńż - ć ŕřăćőň ťőłşśě. Ćżćőď şřăćŋěŋĺ£ ďń£ ¡ńńĺŕśă: r = e|MN| = e|AF + FB| = e( p e + r cos’) → r = p 1 − e cos’

Ăŋăńőčĺůŋő ćżćőďĺšś£ şřăćŋěŋĺě ďń£ ŕřăćőľ ćěšćĺ čĺŕěřąőńż ĺ ďń£ ŕăřăąőńż.

Łřĺćżě ćšőřőčő ŕőř£ďłă ĺ łőŋĺůěśłĺě śěůěŋĺ£.

F M

B h A l ff fi

Ćěřţŋĺľ őćăń ŋă řĺśşŋłě ěśšĳ śěůěŋĺě łőŋşśă ŋěłőšőřőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ß_1; F - šőůłă łăśăŋĺ£ ß_1 ĺ ŋěłőšőřőľ śťěřż, ćŕĺśăŋŋőľ ć łőŋşś; ŋĺęŋĺľ őćăń ¡šő őłřşęŋőśšĳ, ŕő łőšőřőľ śťěřă łăśăěšś£ łőŋşśă; ß_2 - ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ őłřşęŋőśšĳ; M - ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă łőŋĺůěśłőčő śěůěŋĺ£; B - šőůłă ŕěŋěśěůěŋĺ£ őłřşęŋőśšĺ ĺ őąřăğş¿źěľ łőŋşśă, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ M; ff - şčőń ňěęďş ŕńőśłőśš£ňĺ ß_1; ß_2; fi - şčőń ňěęďş MB ĺ ß_2; l - ńĺŋĺ£ ŕěřěśěůěŋĺ£ ß_1; ß_2; h - ďńĺŋă ŕěřŕěŋďĺłşń£řă, őŕşźěŋŋőčő ĺğ M ŋă ß_2.

FM = MB łăł őšřěğłĺ łăśăšěńĳŋżţ ł śťěřě. h = MB sinfi = FM sinfi = AM sinff. Őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő FM AM = sinff sinfi

- ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ M. Śńěďőćăšěńĳŋő, śěůěŋĺě łőŋşśă ŕńőśłőśšĳ¿ ß_1 £ćń£ěšś£ ¡ńńĺŕśőň, őďĺŋ ĺğ ťőłşśőć łőšőřőčő ŋăţőďĺšś£ ć šőůłě F , ŕř£ňă£ l £ćń£ěšś£ ďĺřěłšřĺśőľ ¡ńńĺŕśă.

Ŕřĺňěř 1. Ŋăľšĺ şřăćŋěŋĺě čĺŕěřąőńż, ďń£ łőšőřőľ šőůłă F(−2; 2) śńşęĺš ťőłşśőň , ă ŕř£ňżě 2x − y + 1 = 0; x + 2y − 7 = 0 - ăśĺňŕšőšăňĺ.

Ŕřĺňěř 2. Ŋăľšĺ łăŋőŋĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě ĺ łăŋőŋĺůěśłş¿ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš łřĺćőľ, ğăďăŋŋőľ şřăćŋěŋĺěň 5x^2 + 4xy + 8y^2 − 32x − 56y + 80 = 0.

Ĺśśńěďőćăŋĺě łćăďřĺł.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łćăďřĺłőľ ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő šőůěł x = (x_1; ::; x_n) n - ňěřŋőčő ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şřăćŋěŋĺ¿ ćĺďă ∑ i;j a_{ij}x_ix_j + 2^∑_i b_ix_i + c = 0.

Şřăćŋěŋĺě łćăďřĺłĺ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě: x^TAx + 2(b; x) + c = 0:

Ŕřěőąřăğşěň şřăćŋěŋĺě ňěšőďőň, łőšőřżľ ążń řăğőąřăŋ ŋă ŕřĺňěřě.

4 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Ŋăţőďĺň śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ˘_1; ˘_2; :::˘_n ĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć h_1; h_2; :::h_n ňăšřĺűż A. Ŕřěďŕőńőęĺň, ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ, ůšő ˘_1; :::; ˘_r ≠ 0, čďě r = rg A.

2. Ŕőńăčă£ P = (h_1:::h_n) ďěńăěň ğăňěŋş x = Py. Şřăćŋěŋĺě łćăďřĺłĺ ŕřĺŋĺňăěš ćĺď ˘_1y^2_1 + ::: + ˘_ry^2_r + 2b^′_1y_1 + ::: + 2b^′_ny_n + c = 0.

3. Ďěńăěň ğăňěŋş y_i = z_i − a^′_i ˘_i

(i = 1; ::; r); y_i = z_i(i = r + 1; ::; n). ˘_1z^2_1 + ::: +

˘_rz^2_r + 2b^′_{r+1}z_{r+1} + ::: + 2b^′_nz_n + c^′ = 0.

4. Ŕőńőęĺň ¯ =^√b^{′2}_{r+1} + :: + b^{′2}_n . Ěśńĺ ¯ = 0, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ğăłőŋůěŋż ĺ ć ĺšőčě ŕőńşůĺńĺ şřăćŋěŋĺě

˘_1z^2_1 + ::: + ˘_rz^2_r + c^′ = 0:

Ěśńĺ ¯ ≠ 0, šő řăśśňőšřĺň n - ňěřŋżľ ćěłšőř g_1 = 1 ¯ (0; :::; 0; b^′_{r+1}; :::; b^′_n)^T.

Šăł łăł |g_1| = 1, šő śĺśšěňş e_1; ::; e_r; g_1 ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă e_1; ::; e_r; g_1; :::; g_{n−r} . Ŕőśńě ğăňěŋż z = (e_1; ::; e_r; g_1; :::; g_{n−r})v ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě ˘_1v^2_1 + ::: + ˘_rv^2_r + 2¯v_{r+1} + c^′ = 0.

5. Ćżŕőńŋ£ěň ŕőśńěďŋ¿¿ ğăňěŋş v_{r+1} = w_{r+1} − c^′ 2¯ ; v_i = w_i, ŕřĺ i ≠ r + 1. Ć ĺšőčě ŕőńşůĺńĺ şřăćŋěŋĺě

˘_1w^2_1 + ::: + ˘_rw^2_r + 2¯w_{r+1} = 0:

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě x = Py + q, čďě P - őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, ă q - ćěłšőř, ŋăğżćăěšś£ ĺğőňěšřĺěľ. Ěśńĺ P = E ĺğőňěšřĺ¿ ŋăğżćă¿š śďćĺčőň.

Őůěćĺďŋő, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě őąřăšŋőě ł ĺğőňěšřĺĺ £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ, ĺ ůšő ŕřőĺğćěďěŋĺě ĺğőňěšřĺľ - ĺğőňěšřĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Şřăćŋěŋĺ£ łćăďřĺł ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ őďŋő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ďřşčőčő ć řěğşńĳšăšě ĺğőňěšřĺĺ.

Őŕĺśăŋŋżľ řăŋěě ăńčőřĺšň ŕőğćőń£ěš şšćěřęďăšĳ, ůšő şřăćŋěŋĺě ń¿ąőľ łćăďřĺłĺ őřšőčőŋăńĳŋő ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋőňş ĺğ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă

F(x) = ˘_1x^2_1 + ::: + ˘_rx^2_r + c = 0: (1)

F(x) = ˘_1x^2_1 + ::: + ˘_rx^2_r + 2¯x_{r+1} = 0 (¯ ¿ 0): (2)

Őłăğżćăěšś£, ůšő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕőř£ďłă śńěďőćăŋĺ£ śńăčăěňżţ ć łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňě, šăłőě şřăćŋěŋĺě ć šőůŋőśšĺ őďŋő.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ďőłăęěň ¡šő ŕřěďńőęěŋĺě. Śďěńăěň ŕőďśšăŋőćłş x = Py + q ć şřăćŋěŋĺě łćăďřĺłĺ F(x) = x^TAx + 2a^Tx + c. Ŕőńşůĺň

y^TP^TAPy + 2y^TP^T(Aq + a) + F(q) = 0: (3)

Ěśńĺ P őřšőčőŋăńĳŋă£, šő ňăšřĺűż A ĺ P^TAP ŕőďőąŋż, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă. Ŕő¡šőňş ŕăřă őřšőčőŋăńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şřăćŋěŋĺľ ćĺďă (1); (2) ś šőůŋőśšĳ¿ ďő őąőğŋăůěŋĺľ ŋěĺğćěśšŋżţ ĺňěěš őďĺŋăłőćżě łćăďřăšĺůŋżě ůăśšĺ. Ŕő¡šőňş, ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋăďő ĺśśńěďőćăšĳ ćżřăęěŋĺě 2y^TP^T(Aq + a) + F(q). Řăśśňőšřĺň 3 śńşůă£.

1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şřăćŋěŋĺě (1) ĺğőňěšřĺěľ x = Py + q śćőďĺšś£ ł şřăćŋěŋĺ¿ ˘_1x^2_1 + ::: + ˘_rx^2_r + c^′ = 0: (4)

Ć ŋăÿěň śńşůăě A = diag(˘_1; ::; ˘_r; 0; :::; 0); a = 0. Ĺğ śőŕőśšăćńěŋĺ£ ćżřăęěŋĺľ (1) ĺ (3) śńěďşěš, ůšő F_1(q) = c^′; P^T(Aq + a) = 0. Šăł łăł P ŋěćżřőęďěŋă ĺ a = 0, šő Aq = 0 → q^TAq = 0 → F_1(q) = c ĺ, ğŋăůĺš , (1) ĺ (4) śőćŕăďă¿š.

2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şřăćŋěŋĺě (1) śćőďĺšś£ ł şřăćŋěŋĺ¿

˘_1ş^2_1 + ::: + ˘_rş^2_r + 2ffş_{r+1} = 0 (ff ¿ 0): (5)

Ĺğ (3) śńěďşěš, ůšő P^TAq = ¯e_{r+1}. Ĺğ řăćěŋśšćă P^TAP = A śńěďşěš, ůšő P^TA = AP^{−1} ĺ, ďăńěě, AP^{−1} = ffe_{r+1}. Ćěłšőř śńěćă ĺňěěš ŋşńěćş¿ (r + 1) - ¿ łőňŕőŋěŋšş, śńěďőćăšěńĳŋő, ff = 0 - ŕřőšĺćőřěůĺě.

3. Şřăćŋěŋĺě (2) śćőďĺšś£ ł (5). Ć ¡šőň śńşůăě P^T(Aq + ¯e_{r+1}) = ffe_{r+1}. Ćżůĺśńĺň śłăń£řŋżě łćăďřăšż ńěćőľ ĺ ŕřăćőľ ůăśšěľ ¡šőčő řăćěŋśšćă.

(P^T(Aq + ¯e_{r+1}); P^T(Aq + ¯e_{r+1})) = (Aq + ¯e_{r+1}; Aq + ¯e_{r+1}) = (AC; AC) + ¯^2 - ńěćă£ ůăśšĳ, (ffe_{r+1}; ffe_{r+1}) = ff^2 - ŕřăćă£ ůăśšĳ. Šăł łăł (AC; AC) + ¯^2 = ff^2, šő ¯ ≤ ff. Oďŋăłő, şřăćŋěŋĺě (5) šăłęě śćőďĺšś£ ł şřăćŋěŋĺ¿ (2), ŕő¡šőňş ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ ĺ ŋěřăćěŋśšćő ff ≤ ¯, śńěďőćăšěńĳŋő, şřăćŋěŋĺ£ (2) ĺ (5) śőćŕăďă¿š.

Őřšőčőŋăńĳŋă£ łńăśśĺťĺłăűĺ£ łřĺćżţ ĺ ŕőćěřţŋőśšěľ ćšőřőčő ŕőř£ďłă.

˘_1x^2 + ˘_2y^2 + c = 0 1: ˘1; ˘2 ¿ 0; c ¡ 0− ¡ńńĺŕś; 2: ˘_1; ˘_2 ¿ 0; c ¿ 0− ňŋĺňżľ ¡ńńĺŕś; 3: ˘_1; ˘_2 ¿ 0; c = 0− ňŋĺňżě ŕěřěśěłăźĺěś£ ŕř£ňżě;

4: ˘_1 ¿ 0; ˘_2 ¡ 0; c ¡ 0− čĺŕěřąőńă; 5: ˘_1 ¿ 0; ˘_2 ¡ 0; c = 0− ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕř£ňżě;

6 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

˘x^2 + c = 0 6: ˘ ¿ 0; c ¡ 0 - ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£ňżě; 7: ˘ ¿ 0; c ¿ 0 - ňŋĺňżě ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£- ňżě;

8: c = 0 - śőćŕăďă¿źĺě ŕř£ňżě; ˘x^2 + 2¯y = 0 9: ŕăřăąőńă;

˘_1x^2 + ˘_2y^2 + ˘_3z^2 + c = 0 10: ˘1; ˘2; ˘3 ¿ 0; c ¡ 0− ¡ńńĺŕśőĺď; 11: ˘_1; ˘_2; ˘_3 ¿ 0; c ¿ 0− ňŋĺňżľ ¡ńńĺŕśőĺď; 12: ˘_1; ˘_2 ¿ 0; ˘_3 ¿ 0; c = 0− ňŋĺňżľ łőŋşś; 13: ˘_1; ˘_2 ¿ 0; ˘_3 ¡ 0; c = 0− łőŋşś; 14: ˘_1; ˘_2 ¿ 0; ˘_3 ¡ 0; c ¿ 0− ďćşŕőńőśšŋżľ čĺŕěřąőńőĺď;

15: ˘_1; ˘_2 ¿ 0; ˘_3 ¡ 0; c ¡ 0− őďŋőŕőńőśšŋżľ čĺŕěřąőńőĺď;

˘_1x^2 + ˘_2y^2 + 2¯z = 0 16: ˘1; ˘2 ¿ 0− ¡ńńĺŕšĺůěśłĺľ ŕăřăąőńőĺď; 17: ˘_1 ¿ 0; ˘_2 ¡ 0− čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ ŕăřăąőńőĺď;

Ŕěřěśěůěŋĺě ŕř£ňőľ ĺ łćăďřĺłĺ.

F(x) = x^TAx + 2(b; x) + c = 0 (1)

x = x_0 + lt (2)

l^TAlt^2 + 2l^T(Ax_0 + b)t + F(x_0) = 0 (3)

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěłšőř l ≠ 0 ŋăğżćăěšś£ ăśĺňšőšĺůěśłĺň ďń£ (1), ěśńĺ l^TAl = 0.

Ăśĺňšőšĺůěśłĺľ ćěłšőř ŋăğżćă¿š šăłęě ăśĺňŕšőšĺůěśłĺň ŋăŕřăćńěŋĺěň. Ŕřĺňěř 3. Ş ¡ńńĺŕśă x^2 + y^2 = 1 ŋěš ăśĺňŕšőšĺůěśłĺţ ŋăŕřăćńěŋĺľ; ş čĺŕěřąőńż x^2 − y^2 = 1 ďćă ăśĺŕňšőšĺůěśłĺţ ŋăŕřăćńěŋĺ£: (1,1) ĺ (1.-1); ş ŕăřăąőńż y^2 = 2x - őďŋő: (1,0).

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłă x_0, şďőćńěšćőř£¿źă£ řăćěŋśšćş Ax_0 + b = 0 ŋăğżćăěšś£ űěŋšřőň łćăďřĺłĺ.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕěřěŋőś ŋăůăńă śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ć űěŋšř łćăďřĺłĺ(ěśńĺ őŋ śşźěśšćşěš) ŕőğćőń£ěš ĺğąăćĺšĳś£ őš ńĺŋěľŋőľ ůăśšĺ ć şřăćŋěŋĺĺ łćăďřĺ- łĺ. Ŕőłăęěň, ůšő űěŋšř łćăďřĺłĺ £ćń£ěšś£ ěě űěŋšřőň śĺňňěšřĺĺ. Şšćěřęďěŋĺě 2. Ěśńĺ šőůłă x ŕřĺŋăďńěęĺš łćăďřĺłě ś űěŋšřőň x_0, šő šőůłă x^′ = 2x − x_0 šăłęě ŕřĺŋăďńěęĺš łćăďřĺłě.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ć ŋăÿěň śńşůăě şřăćŋěŋĺě (3) ŕřĺŋĺňăěš ćĺď

l^TAlt^2 + F(x_0) = 0: (4)

Ŕőńőęĺň l = x−x_0. Šăł łăł x = x_0 +1·l , šő şřăćŋěŋĺě (4) ĺňěěš łőřěŋĳ t = 1, śńěďőćăšěńĳŋő, ĺňěěš ĺ łőřěŋĳ t = −1, ŕő¡šőňş šőůłă x_0 − l = x^′ ŕřĺŋăďńěęĺš łćăďřĺłě.

Ŕşśšĳ l ŋěăśĺňŕšőšĺůěśłĺľ ćěłšőř ĺ şřăćŋěŋĺě (3) ĺňěěš ćěźěśšćěŋŋżě łőřŋĺ t_1; t_2. Šőčďă ŕř£ňă£ (2) ŕěřěśěłăěš łćăďřĺłş ć ďćşţ , ćőğňőęŋő śőćŕăďă- ¿źĺţ, šőůłăţ x_1 ĺ x_2. Ćżůĺśńĺň łőőřďĺŋăšş x śěřěďĺŋż ţőřďż, śőěďĺŋ£¿źěľ ¡šĺ šőůłĺ. x = x_1 + x_2 2 = x_0+ t_1 + t_2 2 l = x_0− l^T(Ax_0 + b) l^TAl

, l^Tx = l^Tx_0−l^T(Ax_0+b) = −l^Tb. Őšś¿ďă ŕőńşůăěň şřăćŋěŋĺě

l^T(Ax + b) = 0: (5)

Šăłĺň őąřăğőň śěřěďĺŋă ń¿ąőľ ţőřďż, ŕăřăńńěńĳŋőľ l, ŕřĺŋăďńěęĺš čĺŕěřŕńőśłőśšĺ (5), łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ďĺăňěšřăńĳŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿, śőŕř£ęěŋŋőľ ćěłšőřş l.

Ğăňěůăŋĺě. Ń¿ąőľ űěŋšř łćăďřĺłĺ ŕřĺŋăďńěęĺš ń¿ąőňş ěě ďĺăňěšřş. Ŕřĺňěř 1. Ŋăľšĺ şřăćŋěĺě ďĺăňěšřă ńĺŋĺĺ 5x^2 − 3xy + y^2 − 3x + 2y − 5 = 0, ŕřőţőď£źěčő ůěřěğ śěřěďĺŋş ţőřďż, őšśěłăěňőľ ¡šőľ ńĺŋĺěľ ŋă ŕř£ňőľ x − 2y − 1 = 0. Őšćěš:17x − 4y − 4 = 0.

Ćŋőćĳ řăśśňőšřĺň şřăćŋěŋĺě (3). Ěśńĺ F(x_0) = 0 ĺ l^T(Ax_0 + b) = 0, šő şřăćŋěŋĺě ĺňěěš łőřěŋĳ t = 0 łřăšŋőśšĺ 2 ĺ ŕř£ňă£ (2) £ćń£ěšś£ łăśăšěńĳŋőľ ł łćăďřĺłě. Ěśńĺ Ax_0 + b ≠ 0, šő ćśě łăśăšěńĳŋżě ŕř£ňżě ŕřĺŋăďńěęăš čĺŕěřŕńőśłőśšĺ (Ax_0 + b)(x − x_0) = 0, ŋăğżćăěňőľ łăśăšěńĳŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿. (Ěśńĺ Ax_0 + b = 0 , šő şřăćŋěŋĺě łćăďřĺłĺ ŕőśńě ŕěřěŋőśă śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ŕřĺŋĺňăěš ćĺď x^TAx = 0, š.ě. ¡šő ńĺąő łőŋşś, ńĺąő ŕăřă ŕńőśłőśšěľ. )

Ŕřĺňěř 2. Ŋăľšĺ şřăćŋěŋĺ£ łăśăšěńĳŋżţ ł ńĺŋĺĺ x^2 + xy + y^2 + 2x + 3y − 3 = 0, ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňőľ x + y = 0. Őšćěš: x + y = 1; x + y = −13=3:

Ěśńĺ ć şřăćŋěŋĺĺ (3) ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż řăćŋż ŋşń¿, šő ŕř£ňă£ (2) řăśŕőńőęěŋă ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ (1) ĺ ŋăğżćăěšś£ ěě ŕř£ňőńĺŋěľŋőľ őąřăğş¿źěľ. Őůěćĺďŋżňĺ ŕřĺňěřăňĺ ŕőćěřţŋőśšěľ, őąńăďă¿źĺţ ŕř£ňőńĺŋěľŋżňĺ őąřăğş- ¿źĺňĺ, £ćń£¿šś£ űĺńĺŋďřĺůěśłĺě ŕőćěřţŋőśšĺ ĺ łőŋşś.

Ŕőłăęěň, ůšő ŕř£ňőńĺŋěľŋżě őąřăğş¿źĺě ěśšĳ šăłęě ş őďŋőŕőńőśšŋőčő čĺŕěřąőńőĺďă ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕăřăąőńőĺďă.

Řăśśňőšřĺň čĺŕěřąőńőĺď, ğăďăŋŋżľ şřăćŋěŋĺěň x^2+y^2−z^2 = 1. Ćőğĳňěň ŋă ŋěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş (x_0; y_0; z_0). Šőčďă, ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ŋăŕřăćń£¿źěčő

8 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ćěłšőřă l = (l_1; l_2; l_3) ŋăďő řěÿĺšĳ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ l^2_1 + l^2 − l^2_3 = 0 x_0l_1 + y_0l_2 − z_0l_3 = 0

: (6)

Ŕěřćőě şřăćŋěŋĺě ğăďăěš łőŋşś, ćšőřőě - ŕńőśłőśšĳ, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ćěřÿĺŋş łőŋşśă. Šăł łăł ŕńőśłőśšĳ ŕřőţőďĺš ůěřěğ šőůłş M = (z_0x_0; z_0y_0; z^2_0+1), řăśŕőńőęěŋŋş¿ ćŋşšřĺ łőŋşśă(m^2_1 + m^2 − m^2_3 ¡ 0), šő śĺśšěňă (6) őŕřěďěń£ěš ďćă řăğńĺůŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£. Ĺšăł, ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş őďŋőŕőńőśšŋőčő čĺŕěřąőńőĺďă ŕřőţőďĺš řőćŋő ďćě ŕř£ňőńĺŋěľŋżě őąřăğş¿źĺě.

Řăśśňőšřĺň čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ ŕăřăąőńőĺď x^2 −y^2 = 2z. Śĺśšěňă ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕř£ňőńĺŋěľŋőľ őąřăğş¿źěľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş (x_0; y_0; z_0) ĺňěěš ćĺď l^2_1 − l^2 = 0 x_0l_1 + y_0l_2 − l_3 = 0

: Řěÿěŋĺěň śĺśšěňż £ćń£¿šś£ ćěłšőřż (1; −1; x_0 − y_0);

(1; 1; x_0 + y_0): Śńěďőćăšěńĳŋő, ůěřěğ łăęďş¿ šőůłş čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕăřăąőńőĺďă ŕřőţőďĺš řőćŋő ďćě ŕř£ňőńĺŋěľŋżě őąřăğş¿źĺě.

Ŕř£ňőńĺŋěľŋżě őąřăğş¿źĺě čĺŕěřąőńőĺďă ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ďřşčĺň śŕőśőąőň. Ŕřěőąřăğşěň şřăćŋěŋĺě

x^2 + y^2 − z^2 = 1 → x^2 − z^2 = 1 − y^2 → (x − z)(x + z) = (1 − y)(1 + y): Ĺğ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ćĺďŋő, ůšő čĺŕěřąőńőĺďş ŕřĺŋăďńěęăš ŕř£ňżě ďćşţ śěňěľśšć:

˘(x − z) = ¯(1 − y) ¯(x + z) = ˘(1 + y) ĺ ˘(x + z) = ¯(1 − y) ¯(x − z) = ˘(1 + y)

, čďě ˘^2 + ¯^2 ≠ 0:

Ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ďćă śěňěľśšćă ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ őąřăğş¿źĺţ

čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕăřăąőńőĺďă:

z = ˘(x + y) ˘ = x − y ĺ z = ˘(x − y) ˘ = x + y : II. Čřşŕŕż .

Ŕşśšĳ G - ŋěŕşśšőě ňŋőęěśšćő. Čőćőř£š, ůšő ŋă G őŕřěďěńěŋă ąĺŋăřŋă£ őŕěřăűĺ£^′∗^′, ěśńĺ łăęďőľ ŕăřě g_1; g_2 ∈ G śőőšćěšśšćşěš šřěšĺľ ¡ńěňěŋš g_3 = g_1 ∗ g_2 šőčő ęě ňŋőęěśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋěŕşśšőě ňŋőęěśšćő G ś ąĺŋăřŋőľ őŕěřăűĺěľ^′∗^′ ŋăğżćăěšś£ čřşŕŕőľ, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě ăłśĺőňż:

1. őŕěřăűĺ£ ăśśőűĺăšĺćŋă;

2. ∃e ∈ G = ∀g ∈ G g ∗ e = e ∗ g = g; 3. ∀g ∈ G ∃g^′ = g ∗ g^′ = e:

Ŕřĺňěř 3. Űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă {e; a; a^2; :::; a^{n−1}}:

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďśšăŋőćłőľ n-ľ śšěŕěŋĺ ŋăğżćăěšś£ ćğăĺňŋő- őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě n - ¡ńěňěŋšŋőčő ňŋőęěśšćă ŋă śěą£.

Ďń£ ňŋőęěśšćă M = {m_1; m_2; :::; m_n} ń¿ąş¿ ŕőďśšăŋőćłş ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě m_1

m_{i1}

: : : : : :

m_n m_{in} :

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B śšřőłăţ ŕőďśšăŋőćłĺ ĺŋőčďă şďőąŋěě ğăŕĺśżćăšĳ ŋě ¡ńěňěŋšż ňŋőęěśšćă, ă ĺţ ŋőňěřă. Šăł ďń£ ňŋőęěśšćă M = {a; b; c} ŕőďśšăŋőćłĺ a b b c c a ; 1 2 2 3 3 1 ĺďěŋšĺůŋż.

Řěğşńĳšăš ďěľśšćĺ£ ďćşţ ŕőďśšăŋőćőł ß_1; ß_2 ěśšĳ šřěšĳ£ ŕőďśšăŋőćłă ß, łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺěň.

Šőęďěśšćěŋŋă£ ĺ őąřăšŋă£ ŕőďśšăŋőćłĺ.

Ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£ ńěčłő ŕőłăğăšĳ ś ŕőňőźĳ¿ ďĺăčřăňňż

i_1^{ß1}→ i_2^{ß2}→ i_3^{ß3}→ i_4

[(ß_1ß_2)ß_3](i_1) = ß_3(i_3) = i_4, [ß_1(ß_2ß_3)](i_1) = (ß_2ß_3)(i_2) = i_4:

Šăłĺň őąřăğőň, ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőďśšăŋőćőł n - ľ śšěŕěŋĺ £ćń£ěšś£ čřşŕŕőľ őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£.

Čřăťĺůěśłőě ĺğőąřăęěŋĺě ŕőďśšăŋőćőł. Řăğńőęěŋĺě ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć, ŕřőĺğćěďěŋĺě šřăŋśŕőğĺűĺľ:(i_1::i_k) = (i_1 i_2)::(i_1 i_k).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋěŕşśšőě ŕőďňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż G £ćń£¿źěěś£ čřşŕŕőľ őšŋőśĺšěńĳŋő šőľ ęě őŕěřăűĺĺ, ŋăğżćăěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ.

Śćőľśšćă šăąńĺűż şňŋőęěŋĺ£ čřşŕŕż.

1. Łăęďă£ śšřőłă ĺ śšőńąěű śőďěřęăš łăęďżľ śĺňćőń šőůŋő őďĺŋ řăğ. 2. Śşźěśšćş¿š śšřőłă ĺ śšőńąěű, ŕőňěůěŋŋżě śĺňćőńőň e ĺ šőęďěśšćěŋŋżě ŕěřćőľ śšřőłě ĺ ŕěřćőňş śšőńąűş śőőšćěšśšćěŋŋő.

3. Śĺňćőńż e, řăśŕőńőęěŋŋżě ćżÿě ĺ ŋĺęě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, śĺňňěšřĺů- ŋż. 4. ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ ŕřő£ćń£ěšś£ ć šőň, ůšő ń¿ążě ďćă ¡ńěňěŋšă r; s čřşŕŕż, ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺě u = rs ĺ e őąřăğş¿š ć šăąńĺűě şňŋőęěŋĺ£ śńěďş¿źş¿ łőŋťĺčşřăűĺ¿

x z u s y x r e

Ďřşčĺňĺ śńőćăňĺ, ěśńĺ e őďŋă ĺğ ćěřÿĺŋ ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, er - ćěřšĺłăńĳŋőě, ă es - čőřĺğőŋšăńĳŋőě řěąřő šőčő ęě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă, šő rs - ěčő ŕőśńěďŋ££ ćěřÿĺŋă.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ ĺ řăćěŋśšć r = zx^{−1}; s = xy ŕőńşůăěň rs = (zx^{−1})(xy) = zy = u:

Ěśńĺ šăąńĺűă őąńăďăěš şłăğăŋŋżň ćżÿě śćőľśšćőň, šő ďń£ ń¿ążţ ¡ńěňěŋšőć a; b; c čřşŕŕż šăąńĺűă śőďěřęĺš śńěďş¿źĺľ ťřăčňěŋš

10 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e e bc b a a v ab b^{−1} b^{−1} c e e bc b

İńěňěŋš v, śšő£źĺľ ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ śšőńąűă bc ĺ śšřőłĺ a, śőčńăśŋő ŕřăćĺńş śőśšăćńěŋĺ£ šăąńĺűż řăćěŋ a(bc), ă ŕő śćőľśšćş šăąńĺűż - řăćěŋ (ab)c.

Čőňőňőřťĺğňż čřşŕŕ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ G = {M; ∗} ĺ G^′ = {M^′; ∘} - čřşŕŕż. Őšőąřăęěŋĺě ’ ňŋőęěśšćă M ć ňŋőęěśšćő M^′ ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ g; h ∈ M ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő ’(g ∗ h) = ’(g) ∘ ’(h)( śőţřăŋ£ěšś£ őŕěřăűĺ£).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ĺğőňőřťĺğňőň ŋăğżćăěšś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě, śőţřăŋ£¿źěě őŕěřăűĺ¿.

Ŕřĺňěř 4. Łőŋěůŋă£ űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă ŕőř£ďłă n ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě łőřŋěľ śšěŕěŋĺ n ĺğ 1.

Ŕřĺňěř 5. Ąěśłőŋěůŋă£ űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě űěńżţ ůĺśěń őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£.

Ŕřĺňěř 6. {R_+; ∗}^{ln}→ {R; +}.

Ŕřĺňěř 7. Čřşŕŕż {Q_+; ∗}ĺ{Q; +} ŋě ĺğőňőřťŋż. Şšćěřęďěŋĺě 1. Čőňőňőřťŋżľ őąřăğ čřşŕŕż ěśšĳ čřşŕŕă. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ G čřşŕŕă, e ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš, H = ’(G) čőňőňőřťŋżľ őąřăğ G ,∘ őŕěřăűĺ£ ć H. Ŕřőćěřĺň ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň čřşŕŕż ďń£ H.

1. Śşźěśšćőćăŋĺě ěďĺŋĺůŋőčő ¡ńěňěŋšă. Šăł łăł ďń£ ∀h ∈ H ∃g ∈ G šăłőľ, ůšő h = ’(g),šő h ∘ ’(e) = ’(g) ∘ ’(e) = ’(g ∗ e) = ’(g) = h:

2. Śşźěśšćőćăŋĺě őąřăšŋőčő ¡ńěňěŋšă. h ∘ ’(g^{−1}) = ’(g) ∘ ’(g^{−1}) = ’(g ∗ g^{−1}) = ’(e):

3. Ăśśőűĺăšĺćŋőśšĳ.h_1 ∗(h_2 ∗h_3) = ’(g_1)∗(’(g_2)∗’(g_3)) = ’(g_1)∘’(g_2 ∗g_3) = ’(g_1 ∗ (g_2 ∗ g_3)) = ’((g_1 ∗ g_2) ∗ g_3)) = :::

Šěőřěňă Ł¡ńĺ. Ń¿ąă£ čřşŕŕă łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă n ĺğőňőřťŋă ŋěłőšőřőľ ŕőďčřşŕŕě čřşŕŕż S_n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ G = {g_1; :::; g_n} ŋěłőšőřă£ čřşŕŕă. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě

’(g_i) = g_1 g_1g_i ::: ::: g_n g_ng_i : §śŋő, ůšő ’ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě. Łřőňě šőčő,

’(g_ig_j) = g_1 g_1(g_ig_j) ::: ::: g_n g_n(g_ig_j) = g_1 (g_1g_i)g_j ::: ::: g_n (g_ng_i)g_j =

= g_1 g_1g_i ::: ::: g_n g_ng_i g_1g_i (g_1g_i)g_j ::: ::: g_ng_i (g_ng_i)g_j

= ’(g_i)’(g_j):

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ĺğ ŕřěďżďşźěčő şšćěřęďěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ ěśšĳ čřşŕŕă.

Śňěęŋżě łńăśśż. Ěśńĺ M; N ďćă ŕőďňŋőęěśšćă ŋěłőšőřőľ čřşŕŕż G, šő M ∗ N^{def}= {m ∗ n|m ∈ M; n ∈ N}. Ěśńĺ, ŋăŕřĺňěř, M śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ¡ńěňěŋšă, šőčďă ĺśŕőńĳğşěšś£ ğăŕĺśĳ m ∗ N.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ńěćżňĺ(ŕřăćżňĺ) śňěęŋżňĺ łńăśśăňĺ čřşŕŕż G ŕő ŕőďčřşŕŕě H ŋăğżćă¿šś£ ňŋőęěśšćă ćĺďă g ∗ H(H ∗ g), čďě g ∈ G.

Łăęďżľ ¡ńěňěŋš łńăśśă śůĺšăěšś£ ŕřěďśšăćĺšěńěň ¡šőčő łńăśśă. Şšćěřęďěŋĺě 2. a ∗ H = b ∗ H ↔ a^{−1} ∗ b ∈ H; H ∗ a = H ∗ b ↔ a ∗ b^{−1} ∈ H: Şšćěřęďěŋĺě 3. Ń¿ążě ďćă ńěćżţ łńăśśă ńĺąő śőćŕăďă¿š, ńĺąő ŋě ĺňě- ¿š őąźĺţ ¡ńěňěŋšőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. x ∈ a ∗ H ∩ b ∗ H → a ∗ h_1 = b ∗ h_2 → a^{−1} ∗ b ∈ H → a ∗ H = b ∗ H:

Ŕřĺňěř 1. G = {e; a; a^2; a^3; a^4; a^5}; H = {e; a^3}.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňőźŋőśšĳ ňŋőęěśšćă śňěęŋżţ łńăśśőć ŋăğżćăěšś£ ĺŋďěłśőň ŕőďčřşŕŕż H ć čřşŕŕě G ĺ őąőğŋăůăěšś£ |G : H|.

Šěőřěňă Ńăčřăŋęă. Ěśńĺ H ŕőďčřşŕŕă łőŋěůŋőľ čřşŕŕż G, šő |G| = |H||G : H|. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőř£ďłőň ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż ŋăğżćăěšś£ ŕőř£ďőł ŕőřőęďěŋŋőľ ¡šĺň ¡ńěňěŋšőň űĺłńĺůěśłőľ ŕőďčřşŕŕż.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšă a ¡šő ŋăĺňěŋĳÿěě ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő n šăłőě, ůšő a^n = e.

Cńěďśšćĺě 3.1. Ŕőř£ďőł ¡ńěňěŋšă łőŋěůŋőľ čřşŕŕż £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň ŕőř£ďłă čřşŕŕż.

Ŋěőąţőďĺňő őšňěšĺšĳ, ůšő ĺğ šěőřěňż Ńăčřăŋęă ŋě śńěďşěš, ůšő ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ čřşŕŕě ŕőř£ďłă n śşźěśšćşěš ŕőďčřşŕŕă ŕőř£ďłă l, ěśńĺ l ďěńĺš n. Ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ čřşŕŕş ůěšŋżţ ŕőďśšăŋőćőł 4-ľ śšěŕěŋĺ A_4, ć łőšőřőľ ŋěš ŕőďčřşŕŕż 6-čő ŕőř£ďłă.(Ŕőďśšăŋőćłă ŋăğżćăěšś£ ůěšŋőľ, ěśńĺ őŋă řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ůěšŋőčő ůĺśńă šřăŋśŕőğĺűĺľ.)

Ć űĺłńĺůěśłőľ čřşŕŕě {e; a; a^2; :::; a^{n−1}} ŕőř£ďłă n ďń£ łăęďőčő ďěńĺšěń£ d ůĺśńă n śşźěśšćşěš ŕőďčřşŕŕă ŕőř£ďłă d: {e; a^{nd} ; :::; a^{(d−1)nd} }:

Şŕřăęŋěŋĺě. Ďőłăğăšĳ, ůšő, łřőňě ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ćżÿě, ďřşčĺţ ŕőďčřşŕŕ űĺłńĺůěśłă£ čřşŕŕă ŋě ĺňěěš.

Şšćěřęďěŋĺě 4. Ŕőďňŋőęěśšćő H čřşŕŕż G £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ, ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ ń¿ąőě ĺğ şśńőćĺľ:

1. ∀a; b ∈ H ab^{−1} ∈ H;

2. H- łőŋěůŋő ĺ ∀a; b ∈ H ab ∈ H.

Šěőřěňă Śĺńőćă. Ŕşśšĳ G = {g_1; :::; g_n} - čřşŕŕă ŕőř£ďłă n, p - ŕřőśšőě ůĺśńő. Ďń£ ń¿ąőčő p^s, ďěń£źěčő n ć G śşźěśšćşěš ŕőďčřşŕŕă ŕőř£ďłă p^s.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ |G| = p^rl; HOD(p; l) = 1. Ŕşśšĳ A = {M_1; :::; M_q}

12 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

- ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕőďňŋőęěśšć ňőźŋőśšĺ p^s. Šăł łăł q = C^{prl}_ps = p^{r−s}l

p^s−1∏ j=1 p^rl − j j , šő q ŋě ďěńĺšś£ ŋă p^{r−s+1}.

Ŋăğőćěň őřąĺšőľ ¡ńěňěŋšă M ĺğ A ňŋőęěśšćő MG = {Mg|g ∈ G}: Őřąĺšă ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă Mg^′ ĺğ MG śőćŕăďăěš ś MG, ŕő¡šőňş őřąĺšż ďćşţ ¡ńěňěŋšőć ĺğ A ńĺąő śőćŕăďă¿š ńĺąő ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, šăł, ůšő A řăğąĺćăěšś£ ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ őřąĺšż. Šăł łăł q ŋě ďěńĺšś£ ŋă p^s, šő śşźěśšćşěš őřąĺšă {M_1; :::; M_m}, ňőźŋőśšĳ m łőšőřőľ ŋě ďěńĺšś£ ŋă p^{r−s+1}.

Őąőğŋăůĺň G_i = {g ∈ G|M_1g = M_ig}; i = 1; 2; :::; m: Ŕőłăęěň, ůšő G_1 -ŕőďčřşŕŕă, ă G_i ŕřăćżě śňěęŋżě łńăśśż G=G_1. ∀g_1; g_2 ∈ G_1 ĺňěěň M_1(g_1g_2) = (M_1g_1)g_2 = M_1g_2 = M_1, śńěďőćăšěńĳŋő, G_1 - ŕőďčřşŕŕă.

∀g_1; g_2 ∈ G_i; M_1g_1 = M_1g_2 → M_1g_1g^{−1}_2 = M_1 → g_1g^{−1}_2 ∈ G_1. Šăł łăł m|G_1| = p^rl, šő |G_1| ďěńĺšś£ ŋă p^s, ŕő¡šőňş |G_1| ≥ p^s. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ x ∈ M_1, šő ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ G_1 ĺňěěň xG_1 ⊆ M_1, śńěďőćăšěńĳŋő, |G_1| ≤ |M_1| = p^s.

Čőňőňőřťĺğňż ĺ ŋőřňăńĳŋżě ŕőďčřşŕŕż.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďčřşŕŕă H čřşŕŕż G ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ, ěśńĺ

∀g ∈ G; gH = Hg: (1)

Ŕřĺňěř 1. Ŕőďčřşŕŕă {(1); (1; 2)} ŋě £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ ć S_3. Ŕőłăęěň, ůšő şśńőćĺě (1) ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă şśńőćĺě

∀g ∈ G; gHg^{−1} ⊆ H: (2)

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ (2) śńěďşěš, ůšő ∀g ∈ G H ⊆ g^{−1}Hg ⊆ H. Cńěďőćăšěńĳŋő, g^{−1}Hg = H ĺńĺ, ůšő šő ęě śăňőě, Hg = gH.

Şšćěřęďěŋĺě 5. Ňŋőęěśšćő śňěęŋżţ łńăśśőć čřşŕŕż G ŕő ŋőřňăńĳŋőľ ŕőďčřşŕŕě H őąřăğşěš čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺĺ, ďěľśšćşźěľ ć G. Őŋă ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-čřşŕŕőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£ G=H.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1. Ğăňłŋşšőśšĳ: aH · bH = a(Hb)H = a(bH)H = abH. 2. Ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš - H.

3. Őąřăšŋżľ ¡ńěňěŋš: (aH)^{−1} = a^{−1}H.

Őŕřěďěńěŋĺě. §ďřőň čőňőňőřťĺğňă G^’→ —G ŋăğżćăěšś£ ker ’ = {g ∈ G|’(g) = —e}.

Şšćěřęďěŋĺě 6. Ěśńĺ H - ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă ć G, šő őšőąřăęěŋĺě ’(g) = gH ěśšĳ čőňőňőřťĺğň G ŋă G=H, ŕřĺůěň H = ker ’.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł ’(g_1g_2) = g_1g_2H = g_1H · g_2H = ’(g_1)’(g_2), šő ’ - čőňőňőřťĺğň. Ďăńěě, ďń£ ćś£łőčő g ∈ H ĺňěěň ’(g) = gH = H.

Şšćěřęďěŋĺě 7. Ěśńĺ ’ čőňőňőřťĺğň G → —G, šő: 1. ker ’ - ŋőřňăńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă;

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. G= ker ’ ĺğőňőřťŋă —G.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. 1. ∀g ∈ G ’(g^{−1} ker ’ g) = ’(g^{−1})’(ker ’)’(g) = ’(g^{−1})’(g) = e:

2. Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě F(g ker ’) = ’(g).

a)F(g ker ’ · r ker ’) = F(gr ker ’) = ’(gr) ĺ F(g ker ’)F(r ker ’) = ’(g)’(r) = ’(gr) ,šő ěśšĳ őŕěřăűĺ£ śőţřăŋ£ěšś£.

b) ’(g) = ’(r) ↔ —e = [’(g)]^{−1}’(r) = ’(g^{−1})’(r) = ’(g^{−1}r) ↔ g^{−1}r ∈ ker ’ ↔ g ĺ r ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş łńăśśş, šő ěśšĳ g ker ’ = r ker ’:

Ğăďăůă. Ŋăľšĺ ćśě čőňőňőřťĺğňż čřşŕŕż G = {e; a; a^2; :::; a^{n−1}} ć čřşŕŕş —G = {—e; —a; —a^2; :::; —a^{m−1}}.

Řěÿěŋĺě. Ŕşśšĳ ’ őďĺŋ ĺğ čőňőňőřťĺğňőć. 1. Šăł łăł ’(G) - čřşŕŕă, šő |’(G)| ďěńĺš | —G| = m: 2. Šăł łăł G= ker ’ ĺğőňőřťŋă ’(G) , šő |’(G)| ďěńĺš n: 3. ’(G) ŕőřőęďěŋă ’(a), ŕő¡šőňş čőňőňőřťĺğň ’ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£ ğŋăůěŋĺěň ’(a).

Ŕşśšĳ d = HOD(m; n), šőčďă śşźěśšćşěš d čőňőňőřťĺğňőć: ’_i(a) = —a^{mid} ; i = 0; ::; d − 1:

III. Łőńĳűă ĺ ŕőń£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ŋăğżćăěšś£ łőńĳűőň, ěśńĺ ďń£ ń¿ążţ ŕăřż ěčő ¡ńěňěŋšőć őŕřěďěńěŋż śşňňă ĺ ŕřőĺğćěďěŋĺě,ŕřĺůěň őŋő £ćń£ěšś£ ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£ ĺ ŕőńşčřşŕŕőľ őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£. Łřőňě šőčő, őŕěřăűĺĺ ść£ğăŋż ğăłőŋőň ďĺśšřĺąşšĺćŋőśšĺ.

Ŕřĺňěř 1. Łőńĳűő űěńżţ ůĺśěń, łőńĳűő ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ n. Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋěŋşńěćżě ¡ńěňěŋšż a; b łőńĳűă ŋăğżćă¿šś£ śőőšćěšśšćěŋŋő ńěćżň ĺ ŕřăćżň ďěńĺšěń£ňĺ ŋşń£, ěśńĺ a · b = 0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőńĳűő ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň, ěśńĺ ňŋőęěśšćő ěčő ŋěŋşńěćżţ ¡ńěňěŋšőć őąřăğşěš ăąěńěćş čřşŕŕş őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ŕőńě řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń śőďěřęĺšś£ ć ń¿ąőň ůĺśńőćőň ŕőńě.

Ğăňěůăŋĺě. Ůĺśńőćżţ ŕőńěľ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő: 1. {a + b √ n^2 + 1| a; b ∈ Q}:

2. P_n = {a_0 + a_1^n √ 2 + ::: + a_{n−1}^n √ 2^{n−1}| a_0; ::; a_{n−1} ∈ Q}; P_2 ⊂ P_4 ⊂ P_8::::

Şšćěřęďěŋĺě 2. Łőŋěůŋőě łőńĳűő ąěğ ďěńĺšěńěľ ŋşń£ £ćń£ěšś£ ŕőńěň. Ŕřĺňěř 1. Łőńĳűő ćżůěšőć ŕő ŕřőśšőňş ňőďşń¿.

Şšćěřęďěŋĺě 3. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőďňŋőęěśšćő M łőńĳűă K ążńő łőńĳűőň ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő ůšőąż

1. ∀a; b ∈ M a − b ∈ M; 2. ∀a; b ∈ M ab ∈ M:

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋěŕşśšőě ňŋőęěśšćő I łőńĳűă K ŋăğżćăěšś£ ĺďěăńőň, ěśńĺ

14 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. ∀a; b ∈ I a − b ∈ I; 2. ∀a ∈ I; ∀b ∈ K ab ∈ I:

Ŕřĺňěřż. 1. 2Z - ĺďěăń ć łőńĳűě Z:

2. Ĺďěăń (a), ŕőřőęďěŋŋżľ ¡ńěňěŋšőň a ŋěłőšőřőčő łőńĳűă K, ĺ śőcšő£źĺľ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ ćżřăęěŋĺľ ćĺďă ar + na; r ∈ K; n ∈ Z.

Ń¿ąőľ ĺďěăń I ŋěłőšőřőčő łőńĳűă K, £ćń££śĳ ŕőďčřşŕŕőľ ăďďĺšĺćŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕż, őŕřěďěń£ěš řăğąĺěŋĺě ŋă śňěęŋżě łńăśśż M = {I; a + I; b + I; c + I; ::::}. Ňŋőęěśšćő M £ćń£ěšś£ ăďďĺšĺćŋőľ ăąěńěćőľ čřşŕŕőľ ŕő śńőęěŋĺ¿. Őďŋăłő, ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ łńăśśőć ňőęěš ŋě ążšĳ śňěęŋżň łńăśśőň, ŋăŕřĺňěř, Z řăğąĺćăěšś£ ŋă ďćă łńăśśă 2Z ĺ 2Z + 1, ŕřĺůěň 2Z · 2Z ≠ 2Z ĺ 2Z · 2Z ≠ 2Z + 1. Ěśńĺ ęě őŕřěďěńĺšĳ ŕřăćĺńő şňŋőęěŋĺ£ łńăśśőć śńěďş¿źĺň őąřăğőň: (a + I)(b + I)^{def}= ab + I, šő M śšăŋěš łőńĳűőň, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ ťăłšőř-łőńĳűőň. Śńěďşěš őšňěšĺšĳ, ůšő ććěďěŋŋőě ŕřăćĺńő şňŋőęěŋĺ£ łőřřěłšŋő, šăł łăł ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ŕřěďśšăćĺšěńěľ łńăśśőć: (a + i)(b + j) = ab + (aj + bi + ij) ∈ ab + I:

Őŕřěďěńěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě K^’→ —K łőńĳűă ć łőńĳűő ŋăğżćăěšś£ čőňőňőřťĺğňőň, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£:

1. ∀a; b ∈ K ’(a + b) = ’(a) ⊕ ’(b); 2. ∀a; b ∈ K ’(a · b) = ’(a) ⊙ ’(b):

Čőňőňőřťĺğň łőńěű.

Őŕřěďěńěŋĺě. §ďřőň čőňőňőřťĺğňă ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő ker ’ = {a ∈ K|’(a) = —0}:

Şšćěřęďěŋĺě 4. §ďřő čőňőňőřťĺğňă - ĺďěăń. Şšćěřęďěŋĺě 5. Ěśńĺ ’ čőňőňőřťĺğň K ć —K, šő K= ker ’ ≃ —K. Şšćěřęďěŋĺě 6. Ěśńĺ I ĺďěăń łőńĳűă K, šő ťăłšőř-łőńĳűő K=I £ćń£ěšś£ čőňőňőřťŋżň őąřăğőň łőńĳűă K.

IV. Ŕőńĺŋőňż őš ŋěśłőńĳłĺţ ŋěĺğćěśšŋżţ.

Ńěłśĺłőčřăťĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł. Śĺňňěšřĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň. Ňőŋőčěŋŋżľ ŕőńĺŋőň. Őďŋőřőďŋżľ śĺňňěšřĺůěśłĺľ ŕőńĺŋőň.

Šěőřěňă ő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ŕőńĺŋőňăţ. Őďŋőğŋăůŋőśšĳ ŕřěďśšăćńěŋĺ£.Ťőřňşńż Ćĺěšă. Ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă.

Ŕşśšĳ f(x) ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğ ŋěłőšőřőčő ŕőń£ P. Ŕőńě —P, ć łőšőřőň f(x) řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ňŋőčőůńěŋőć ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ, ŋăğżćăěšś£ ŕőńěň řăğńőęěŋĺ£ ďń£ f(x). Őůěćĺďŋő, ůšő P ⊆ —P.

Ďăńěě ňż şćĺďĺň, ůšő ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ďń£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Řăśśňőšřĺň ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŋăď ŕőńěň P ňŋőčőůńěŋ f(x). Ćŋăůăńě ŕőśšřőĺň ŕőńě P^′ , ć łőšőřőň f(x) ąşďěš őąńăďăšĳ łőřŋěň. İńěňěŋšăňĺ ¡šőčő ŕőń£ £ćń£¿šś£ ćśěćőğňőęŋżě ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă a_0´^{n−1} + ::: + a_{n−1}, čďě a_0; :::; a_{n−1} ∈ P. Ć ůăśšŋőśšĺ, łăęďżľ ¡ńěňěŋš ĺğ P ŕřĺŋăďńěęĺš P^′, ŕő¡šőňş P^′ ŋăğżćăěšś£ řăśÿĺřěŋĺěň ŕőń£ P. Śłńăďżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšż A; B ∈ P^′ šăł ęě łăł ňŋőčőůńěŋż. Ěśńĺ A = a_0´^{n−1} + ::: + a_{n−1}; B = b_0´^{n−1} + ::: + b_{n−1}, šő A + B = (a_0 + b_0)´^{n−1} + ::: + (a_{n−1} + b_{n−1}). Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ AB ŋăţőďĺň őśšăšőł g(x) őš ďěńěŋĺ£ ňŋőčőůńěŋă (a_0x^{n−1} + ::: + a_{n−1})(b_0x^{n−1} + ::: + b_{n−1}) ŋă f(x) ĺ ŕőńăčăěň AB^{def}= g(´): Ŕő šőľ ęě śţěňě őśşźěśšćń£ěšś£ şŕřőźěŋĺě ćżřăęěŋĺľ ćĺďă ff_0´^k + ::: + ff_k; ŕřĺ k ≥ n : ěśńĺ ff_0x^k + ::: + ff_k ≡ v(x)(mod f(x)) , šő ff_0´^k + ::: + ff_k^{def}= v(´): Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő f(´) = 0. Ć ŕőńě P^′; f(x) řăśłńăďżćăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě, ŕő łřăľŋěľ ňěřě, ďćşţ ňŋőčőůńěŋőć ŋěŋşńěćőľ śšěŕěŋĺ. Ěśńĺ ćśě śőňŋőęĺšěńĺ ĺňě¿š śšěŕěŋĳ 1, šő ğăďăůă řěÿěŋă. Ĺŋăůě śńěďşěš śšřőĺšĳ řăśÿĺřěŋĺě ŕőń£ P^′ ĺ š.ď..

Őśŋőćŋă£ šěőřěňă ăńčěąřż. Ćś£łĺľ ňŋőčőůńěŋ ś łőňŕńěłśŋżňĺ łő- ¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺňěěš ţőš£ ąż őďĺŋ łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćŋăůăńě ďőłăęěň šěőřěňş ďń£ ňŋőčőůńěŋőć ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Řăśśňőšřĺň ňŋőčőůńěŋ f(x) śšěŕěŋĺ n. Ŕřěďśšăćĺň n ć ćĺďě n = 2^km, čďě m ŋěůěšŋő. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřőćěďěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő k. Ŕřĺ k = 0 śšěŕěŋĳ ňŋőčőůńěŋă ŋěůěšŋă, ŕő¡šőňş ňőęŋő ćżąřăšĳ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿőě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő ff šăł, ůšőąż ůĺśńă f(ff); f(−ff) ĺňěńĺ řăğŋżě ğŋăłĺ. Ĺğ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺĺ f(x) śńěďşěš, ůšő ŋă ĺŋšěřćăńě (−ff; ff) ŋăľďěšś£ łőřěŋĳ şřăćŋěŋĺ£ f(x) = 0: Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő šěőřěňă śŕřăćěďńĺćă ďń£ ćśěţ ňŋőčőůńěŋőć, śšěŕěŋĳ łőšőřżţ ĺňěěš ćĺď 2^{d−1}m (m - ŋěůěšŋő). Ŕşśšĳ P - ŕőńě řăğńőęěŋĺ£ ďń£ f(x) śšěŕěŋĺ 2^dm ĺ ff_1; ff_2; ::: - łőřŋĺ f(x). Ćżąěřěň ŕřőĺğćőńĳŋőě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő c ĺ řăśśňőšřĺň ŋăąőř ćśěćőğňőęŋżţ ¡ńěňěŋšőć ćĺďă fi^c_{ij} = ff_iff_j + c(ff_i + ff_j) (i ¡ j). Ŕőśšřőĺň ňŋőčőůńěŋ g(x) =^∏_{ij} (x − fi^c_{ij}). Łő¡ť-

ťĺűĺěŋšż ěčő ďěľśšćĺšěńĳŋż, śšěŕěŋĳ řăćŋă

2^dm 2 = 2^{d−1}q, čďě q -ŋěůěšŋőě

ůĺśńő. Ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ g(x) ĺňěěš łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ń¿ąőčő ďěľśšćĺšěńĳŋőčő ůĺśńă c śşźěśšćşěš ŕăřă i; j šăłă£, ůšő fi^c_{ij} - łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő. Šăł łăł ůĺśńő ŕăř őčřăŋĺůěŋő, šő ŋăľďşšś£ ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă c_1; c_2 šăłĺě, ůšő fi^{c1}_{ij} ; fi^{c2}_{ij} - łőňŕńěłśŋżě ůĺśńă.

Šăł łăł ff_iff_j; ff_i + ff_j şďőćńěšćőř£¿š łřăňěřőćśłőľ śĺśšěňě ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ u + c_1v = fi^{c1}_{ij} u + c_2v = fi^{c2}_{ij} ; šő £ćń£¿šś£ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ff_i; ff_j ěśšĳ łőřŋĺ łćăď-

16 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

řăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ t^2 − (ff_i + ff_j)t + ff_iff_j = 0 c łőňŕńěłśŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ğŋăůĺš, £ćń£¿šś£ łőňŕńěłśŋżňĺ ůĺśńăňĺ.

Ŕşśšĳ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš łőňŕńěłśŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ŕřěďśšăćĺň ěčő ć ćĺďě f(x) = u(x) + iv(x) , čďě u(x); v(x) - ňŋőčőůńěŋż ś ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ňŋőčőůńěŋ r(x) = u^2(x) + v^2(x) ĺňěěš łőňŕńěłśŋżľ łőřěŋĳ ff. Šăł łăł r(x) = (u(x) + iv(x))(u(x) − iv(x)) ,šő ńĺąő u(ff) + iv(ff) = 0 ∼ f(ff) = 0, ńĺąő u(ff) − iv(ff) = 0. Ć ŕőśńěďŋěň śńşůăě ĺňěěň u(ff) − iv(ff) = 0 → u(—ff) + iv(—ff) = 0, šő ěśšĳ —ff £ćń£ěšś£ łőřŋěň f(x).

V. Ŕřĺćěďěŋĺě ˘ ňăšřĺű.

Őŕřěďěńěŋĺě. ˘ ňăšřĺűă ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋőľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ, ěśńĺ ěě ¡ńěňěŋšż, řăśŕőńőęěŋŋżě ćŋě čńăćŋőľ ďĺăčőŋăńĺ řăćŋż 0, ă łăęďżľ ĺğ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć, łřőňě ŕěřćőčő, ńĺąő řăćěŋ ŋşń¿, ńĺąő ďěńĺšś£ ŋă ŕřěďżďşźĺľ.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ďń£ ćś£łőľ ˘ ňăšřĺűż A = (a_{ij}) śşźěśšćşěš ¡łćĺćăńěŋšŋă£ ěľ ŋőřňăńĳŋă£ ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřĺňěŋĺň ł ňăšřĺűě śńěďşźş¿ ŕřőűěďşřş. 0. Ěśńĺ ćśě ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż řăćŋż ŋşń¿, šő ŕřőűěďşřă ğăćěřÿăěšś£. 1. Ŋăľšĺ ŋěŋşńećőľ ¡ńěňěŋš ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ĺ ŕěřěśšăŋőćłőľ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕőňěśšĺšĳ ěčő ć ńěćżľ ćěřţŋĺľ şčőń.

2. for i:=2 to n do (i) := (i) − [ a_{i1} a_{11} ] (1); for j:=2 to m do [j] := [j] − [ a_{1j} a_{11} ] [1].

3. Ěśńĺ a_{i1} = 0 & a_{1j} = 0 ∀ i; j ¿ 1, šő ŕěřěľšĺ ŋă 4 ĺŋăůě ŕěřěľšĺ ŋă 1. 4. Ěśńĺ ∃ a_{ij} ,łőšőřżľ ŋě ďěńĺšś£ ŋă a_{11}, šő (1) := (1) + (i) ĺ ŕěřěľšĺ ŋă 1. Ŋă ćżţőďě ŕřőűěďşřż ŕőńşůĺšś£ ňăšřĺűă ćĺďă

a^′_{11} 0 0 :::: 0 0 a^′_{22} a^′_{23} ::: a^′_{2n} :::::::::::::::::::::::::: 0 a^′_{m2} a^′_{m3}::: a^′_{mn} ;

ć łőšőřőľ ćśě ¡ńěňěŋšż ďěń£šś£ ŋă a_{11}. Ďăńěě śńěďşěš ŕřĺňěŋĺšĳ ŕřőűěďşřş ł ŕőďňăšřĺűě, ŋě śőďěřęăźěľ ŕěřćőľ śšřőłĺ ĺ ŕěřćőčő śšőńąűă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőůńěŋż e_i(˘); i = 1; ::; r ŋăğżćă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ňŋőęĺšěń£ňĺ.

Řăśśňőšřĺň řăğńőęěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ňŋőęĺšěńěľ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěŕřĺćőďĺňżţ ňŋőčőůńěŋőć: e_i(˘) = f^{ki1}_{i1} :::f^{kis1}_{is1} ; i = 1; ::; r.

Ňŋőčőůńěŋż f^{ki1}_{i1} ŋăğżćă¿šś£ ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ ďěńĺšěń£ňĺ. Ğŋă£ ŕőř£ďőł, řăŋč ĺ śĺśšěňş ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ěě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ.

Ŕřĺňěř 1. n = 4; r = 3; {˘ + 1; ˘; ˘^2; (˘ − 1)^3; ˘ − 1}.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Şšćěřęďěŋĺě 2. Śĺśšěňă ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż A = diag(f_1(˘); ::; f_n(˘)) řăćŋă őąžěďĺŋěŋĺ¿ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ r = rgA; d(˘) - ŋěŕřĺćőďĺňżľ ňŋőčőůńěŋ ĺ f_i(˘) = d^{si} (˘)g_i(˘), ŕřĺůěň g_i(˘) ŋě ďěń£šś£ ŋă d(˘). Ŋě şňěŋĳÿă£ őąźŋőśšĺ, śůĺšăěň,ůšő s_1 ≤ s_2 ≤ ::: ≤ s_r. Šőčďă D_k(˘) = d^{s1+::+sk} G_k(˘), čďě G_k(˘) ŋě ďěń£šś£ ŋă

d(˘). Őšś¿ďă e_k(˘) = d^{sk}

G_k(˘) G_{k−1}(˘)

, š.ě. d^{sk} (˘) ŕřĺ s_k ≠ 0 £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋšăřŋżň ďěńĺšěńěň.

Şšćěřęďěŋĺě 3. Śĺśšěňă ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż řăćŋă őąžěďĺŋěŋĺ¿ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ ąńőłőć.

Ďěńěŋĺě ˘ ňăšřĺű.

Łăęďă£ ˘ ňăšřĺűă ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš ˘, łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ ňăšřĺűż, ŋăŕřĺňěř, ˘^2 − 1 ˘ 0 ˘ + 1 = 1 0 0 0 ˘^2 + 0 1 0 1 ˘ + −1 0 0 1 : Şšćěřęďěŋĺě 4. Ŕşśšĳ A(˘) = A_0˘^s +A_1˘^{s−1} +:::+A_s; B- ňăšřĺűż őďĺŋăłőćőčő řăğňěřă, ŕřĺůěň B - śłăń£řŋă£. Šőčďă śşźěśšćş¿š P(˘); R; Q(˘); H šăłĺě,ůšő A(˘) = (˘E − B)P(˘) + R = Q(˘)(˘E − B) + H;

ŕřĺůěň R = B^sA_0 + ::: + A_s ĺ H = A_0B^s + ::: + A_s:

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőćěďěň ďőłăğăšěńĳśšćő ĺŋďşłűĺěľ ŕő s. Ŕřĺ s = 0 şšćěřęďěŋĺě őůěćĺďŋő. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şšćěřęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ďń£ ňăšřĺůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ, ůěň s. Řăśśňőšřĺň

A^′(˘) = A(˘) − (˘E − B)A_0˘^{s−1} = (A_1 + BA_0)˘^{s−1} + A_2˘^{s−2} + :: + A_s

śšěŕěŋĳ łőšőřőčő ňěŋĳÿě s , śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăľďşšś£ P^′(˘); R^′ šăłĺě,ůšő A^′(˘) = (˘E − B)P^′(˘) + R^′ . Őšś¿ďă

A(˘) = (˘E − B)(P^′(˘) + A_0˘^{s−1}) + R^′:

Šăłĺň őąřăğőň, P(˘); R ďěľśšćĺšěńĳŋő śşźěśšćş¿š, ŕřĺůěň

R = R^′ = A^′_ń(B) = B^{s−1}(A_1 + BA_0) + B^{s−2}A_2 + :: + A_s:

Őŕřěďěńěŋĺě. ˘ ňăšřĺűă ŋăğżćăěšś£ şŋĺňőďşń£řŋőľ, ěśńĺ őąřăšŋă£ ł ŋěľ šăłęě ˘ ňăšřĺűă.

Şšćěřęďěŋĺě 5. ˘ ňăšřĺűă şŋĺňőďşń£řŋă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ěě őŕřěďěńĺšěńĳ £ćń£ěšś£ őšńĺůŋżň őš ŋşń£ ďěľśšćĺšěńĳŋżň ůĺśńőň.

18 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Şšćěřęďěŋĺě 6. A; B ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă śşźěśšćş¿š şŋĺňőďşń£řŋżě P; Q šăłĺě, ůšő A = PBQ.

Şšćěřęďěŋĺě 7. Ůĺśńőćżě ňăšřĺűż A; B ŕőďőąŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ¡łćĺćăńěŋšŋż ĺţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ňăšřĺűż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ U(A − ˘E)V = B − ˘E Ŕřěďśšăćĺň U; V ć ćĺďě U = (B − ˘E)P + R; V = Q(B − ˘E) + H. Ŕőłăęěň, ůšő RAH = B & R = H^{−1}:

(U − (B − ˘E)P)(A − ˘E)(V − Q(B − ˘E) =

U(A − ˘E)V − (B − ˘E)P(A − ˘E)V − U(A − ˘E)Q(B − ˘E)+

(B − ˘E)P(A − ˘E)Q(B − ˘E) = (B − ˘E)−

(B − ˘E)[PU^{−1} − V^{−1}Q + P(A − ˘E)Q](B − ˘E):

Ŕşśšĳ S˘^k śšăřÿĺľ ůńěŋ ňăšřĺůŋőčő ňŋőčőůńěŋă ć łćăďřăšŋżţ śłőąłăţ. Šőčďă śšăřÿĺľ ůńěŋ ŕřăćőľ ůăśšĺ řăćěŋ S˘^{k+2} , ă śńěćă - ňŋőčőůńěŋ ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ. Řăćěŋśšćő ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ S = 0. Śńěďőćăšěńĳŋő, R(A − ˘E)H = B − ˘E, ĺğ ůěčő ńěčłő ŕőńşůăěšś£ šřěąşěňőě.

Ŕřĺňěř 1. Ďőłăğăšĳ, ůšő A = 2 1 1 2 ĺ B = 2 −1 −1 2 ŕőďőąŋż ĺ ŋăľšĺ

R šăłş¿, ůšő RAR^{−1} = B:

Řěÿěŋĺě. 2 −˘ 1 1 2 −˘ | | | | | 1 0 0 1 → 1 0 2 −˘ (2 − ˘)^2 − 1 | | | | | 0 −1 1 2 −˘ : 2 −˘ −1 −1 2 −˘ | | | | | 1 0 0 1 → 1 0 ˘ − 2 (2 − ˘)^2 − 1 | | | | | 0 1 −1 2 −˘ : Őšś¿ďă U = 0 1 −1 2 −˘ −1 0 −1 1 2 −˘ = −1 0 4 − 2˘ −1 : R = U_ń(B) = −1 0 4 −1 + 2 −1 −1 2 0 0 −2 0 = −1 0 0 1 : Łăŋőŋĺůěśłĺě ťőřňż ňăšřĺű.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ęőřďăŋőćőľ łńěšłőľ řăğňěřă n ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă ćĺďă

G_n(ff) = ff 0 0 : : : 0 0

1 ff 0 : : : 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : ff 0

0 0 0 : : : 1 ff

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Őŕřěďěńěŋĺě. Ęőřďăŋőćőľ ňăšřĺűěľ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă ćĺďă

G = diag(G_{n1}(ff_1); G_{n2} (ff_2); :::; G_{nk} (ff_k)):

Ńěňňă. Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłă£ ňăšřĺűă G_n(ff) − ˘E ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ¡ńěňěŋšăřŋżľ ďěńĺšěńĳ (˘ − ff)^n:

Şšćěřęďěŋĺě 8. Łăęďă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă ŋăď ŕőńěň łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń ŕőďőąŋă ęőřďăŋőćőľ ňăšřĺűě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ (˘ − ˘_1)^{n1} ; (˘ − ˘_2)^{n2} ; :::; (˘ − ˘_k)^{nk} ¡ńěňěŋšăřŋżě ďěńĺšěńĺ ňăšřĺűż A−˘E: Řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş G = diag(G_{n1}(˘_1); G_{n2} (˘_2); :::; G_{nk} (˘_k)) Šăł łăł G − ˘E ĺ A − ˘E ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě řăğňěřż, řăŋčĺ (n = rg = n_1 + ::: + n_k) ĺ śĺśšěňş ¡ńěňěŋšăřŋżţ ďěńĺšěńěľ, šő őŋĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, śńěďőćăšěńĳŋő, A ŕőďőąŋă G.

Ŕřĺňěř 1. Ŋăľšĺ ęőřďăŋőćş ťőřňş 0 1 0 −4 4 0 −2 1 2 Őšćěš: 2 0 0 0 2 1 0 0 2 :

Ŕőśšřőěŋĺě ęőřďăŋőćă ąăğĺśă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ąăğĺś ŋăğżćăěšś£ ęőřďăŋőćżň ďń£ ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, ěśńĺ ňăšřĺűă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ć ¡šőň ąăğĺśě ęőřďăŋőćă.

Ŕşśšĳ ’ ŋěłőšőřőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă V. Łăł şśšăŋőćńěŋő ćżÿě ňăšřĺűă ’ ć ŋěłőšőřőň ąăğĺśě e_1; :::; e_n ĺňěěš ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď

G = diag(`_1(˘_1); `_2(˘_2); :::; `_s(˘_s));

čďě `_i(˘_i) ŕőďňăšřĺűă řăğňěřă k_i, śőďěřęăźă£ ćśě ęőřďăŋőćż łńěšłĺ ś ˘_i ŋă ďĺăčőŋăńĺ. Ś ąńőůŋő - ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ść£ğăŋő řăğńőęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕř£ňş¿ śşňňş V = V_1 ⊕ V_2 ⊕ ::: ⊕ V_s čďě V_i ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ’ dimV_i = k_i, ă śşęěŋĺě ’=V_i ć ąăğĺśě e_{k1+::+ki−1+1}; ::; e_{k1+::+ki} ĺňěěš ňăšřĺűş `(˘_i).

Šăłĺň őąřăğőň, ďőśšăšőůŋő ŋăľšĺ ęőřďăŋőć ąăğĺś ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ’=V_i ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě V_i ďń£ ∀ i ∈ {1; :::; s}. Ŋő ŕřěęďě ŋăďő şňěšĳ ŋăţőďĺšĳ V_i.

Şšćěřęďěŋĺě 9. ∀ i ∃ r ∈ Z | V_i = ker(’ − ˘_iE)^r Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňěšőďőň ňăš.ĺŋďşłűĺĺ ňőęŋő ćżćěśšĺ śńěďş¿źş¿ ťőřňşńş:

G^m_k (ff) = ff^m 0 ::: 0

C^1_mff^{m−1} ff^m ::: 0

::: ::: ::: :::

C^{k−1}_m ff^{m−k+1} C^{k−2}_m ff^{m−k+2} ::: ff^m

(m ≥ k + 1):

20 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ĺğ ŋěě śńěďşěš ďćă ğăňěůăŋĺ£:

1.Ěśńĺ ff ≠ 0, šő ŕřĺ ń¿ąőň m G^m_k (ff) ŋěćżřőęďěŋă; 2.Ěśńĺ ff = 0, šő ŕřĺ m ≥ k G^m_k (ff) = 0.

Šăł łăł ňăšřĺűěľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ’ − ˘_iE ć řăśśňăšřĺćăěňőň ąăğĺśě £ćń£- ěšś£ G−˘_iE = diag(`(˘_1−˘_i):::`(˘_s−˘_i), šő ňăšřĺűěľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ (’−˘_iE)^r ć řăśśňăšřĺćăěňőň ąăğĺśě £ćń£ěšś£ (G − ˘_iE)^r = diag(`^r(˘_1 − ˘_i):::`^r(˘_s − ˘_i). Šăł łăł ŕřĺ r ≥ dimV_i `^r_i (0) = 0, ă `^r_j (˘_1 − ˘_j) (j ≠ i) ŋěćżřőęďěŋż, šő V_i = ker(’ − ˘_iE)^n:

Šěŕěřĳ ćż£śŋĺň łăł ŋăţőďĺšĳ ęőřďăŋőć ąăğĺś ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ś ěďĺŋśšćěŋŋżň śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň. Ćŋăůăńě řăśśňőšřĺň śńěďşźĺľ ŕřĺňěř.

Ŕřĺňěř 1. Ĺğćěśšŋő, ůšő ňăšřĺűă A ŕőďőąŋă ňăšřĺűě

G = ff 0 0 1 ff 0 0 1 ff : Ŋăľšĺ ęőřďăŋőć ąăğĺś.

Őąőğŋăůĺň ćěłšőřż ęőřďăŋőćă ąăğĺśă g_1; g_2; g_3. Śőčńăśŋő őŕřěďěńěŋĺ¿ ňăšřĺűż ńĺŋěľŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă

Gg_1 = ffg_1; Gg_2 = g_1 + ffg_2; Gg_3 = g_2 + ffg_3

Ŕőśłőńĳłş A ňăšřĺűă šőčő ęě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, šő

Ag_1 = ffg_1; Ag_2 = g_1 + ffg_2; Ag_3 = g_2 + ffg_3

Ŕěřěŕĺÿěň ŕőśńěďŋĺě řăćěŋśšćă ć ćĺďě

(A − ffE)g_1 = 0 (A − ffE)g_2 = g_1 (A − ffE)g_3 = g_2 (1)

Řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

H_1 : (A − ffE)x = 0 H_2 : (A − ffE)^2x = 0 H_3 : (A − ffE)^3x = 0

Ĺňě¿š ňěśšő śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£:

H_1 ⊂ H_2 ⊂ H_3; dimH_k = k; g_1 ∈ H_1; g_2 ∈ H_2; g_3 ∈ H_3

Šăł łăł g_1; g_2; g_3 - ąăğĺś, šő

g_2 =∈ H_1; g_3 =∈ H_2

Ĺšăł, ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ęőřďăŋőćă ąăğĺśă ć ďăŋŋőň ŕřĺňěřě śńěďşěš ŋăľšĺ H_1; H_2; H_3, ćżąřăšĳ ćěłšőř g_3 ĺğ H_3 \ H_2 ğăšěň ćżůĺśńĺšĳ g_2 ĺ g_1 ŕő ťőřňşńăň (1)

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ŕřĺňěř 2. Ĺğćěśšŋő, ůšő ňăšřĺűă A ŕőďőąŋă ňăšřĺűě

G = ff 0 0 0 ff 0 0 1 ff : Ŋăľšĺ ęőřďăŋőć ąăğĺś.

Šăłęě łăł ć ŕřěďżďşźěň ŕřĺňěřě řăśśňőšřĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćă

H_1 : (A − ffE)x = 0 H_2 : (A − ffE)^2x = 0 H_3 : (A − ffE)^3x = 0:

Ĺňě¿š ňěśšő śńěďş¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£:

H_1 ⊂ H_2 = H_3; dimH_1 = 2 ; dimH_2 = 3 ; g_1; g_2 ∈ H_1 ; g_3 ∈ H_2:

Šăł łăł g_1; g_2; g_3 - ąăğĺś, šő g_3 =∈ H_1:

Ĺšăł, ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ ęőřďăŋőćă ąăğĺśă ć ďăŋŋőň ŕřĺňěřě śńěďşěš ŋăľšĺ H_1; H_2, ćżąřăšĳ ćěłšőř g_3 ĺğ H_2 \ H_1; ğăšěň ćżůĺśńĺšĳ g_2 ĺ ć łăůěśšćě g_1 ćżąřăšĳ ń¿ąőľ ćěłšőř ĺğ H_1, ŋě ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżľ ćěłšőřş g_2.

Őąźĺľ ňěšőď. Őŕřěďěńĺšĳ śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ˘_1; ::; ˘_s. Ćżąĺřă£ ć łăůěśšćě ff ŕőőůěřěďŋő łăęďőě ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń, ćżŕőńŋĺšĳ śńěďş¿źĺě ďěľśšćĺ£.

Ŋăľšĺ H_i = ker(A − ffE)^i; i = 1; ::; r, čďě r = min{k|H_k = H_{k+1}} Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ff = ˘_i H_r śőćŕăďăěš ś V_i ĺğ šěőřěňż.

Śőśšăćĺšĳ šăąńĺűş ćĺďă

a_1 : : : a_{s1} (A − ffE)a_1

b_1

: : : (A − ffE)a_{s1} b_{s1} b_{s1+1} : : : b_{s2} SP_1 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

(A − ffE)^{r−1}a_1

c_1

: : : (A − ffE)^{r−1}a_{s1} c_{s1}

(A − ffE)^{r−2}b_{s1+1} c_{s1+1}

: : : (A − ffE)^{r−2}b_{s2} c_{s2}

: : : c_{sr} SP_{r−1} čďě ŕěřćă£ śćěřţş śšřőłă śőďěřęĺš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż, ďń£ łőšőřżţ ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő

H_r = H_{r−1} ⊕ L(a_1; :::; a_{s1} ); (1)

ćšőřă£ śšřőłă śőďěřęĺš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż, ďń£ łőšőřżţ

H_{r−1} = H_{r−2} ⊕ L(b_1; :::; b_{s2} ) (2)

ĺ š.ď.. Ŕőśńěďŋ££ śšřőłă śőďěřęĺš ąăğĺś H_1, šăł, ůšő s_r = dimH_1. Śŕĺśłĺ SP_1; :::; SP_{r−1} ňőčşš ążšĳ ŕşśšżňĺ.

Ŕőłăęěň, ůšő ŕőśšřőěŋĺě ¡šőľ šăąńĺűż, čńăćŋőľ őśőąěŋŋőśšĳ¿ łőšőřőľ £ćń£¿šś£ śćőľśšćă (1); (2); ::, ćőğňőęŋő.

22 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Šăł łăł H_{r−1} ⊂ H_r , šő ć ćěřţŋěľ cšřőłě ňőęŋő ćżŕĺśăšĳ ń¿ąőľ ŋăąőř ćěłšőřőć, ďőŕőńŋ£¿źĺţ ąăğĺś H_{r−1} ďő ąăğĺśă H_r:

2. Ćěłšőřż b_1; :::; b_{s1} őŕřěďěń£¿šś£ řăŋěě ćżąřăŋŋżňĺ ćěłšőřăňĺ, ŕő¡- šőňş ťőřňĺřőćăŋĺě ćšőřőľ śšřőłĺ ćőğňőęŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă L(b_1; :::; b_{s1} )∩H_{r−2} = {0}. İšő řăćěŋśšćő śŕřăćěďńĺćő šăł łăł ¯_1b_1+:::+¯_{s1} b_{s1} ∈ H_{r−2} → ¯_1a_1 + ::: + ¯_{s1} a_{s1} ∈ H_{r−1} → ¯_1 = ::: = ¯_{s1} = 0. Šăłĺň őąřăğőň, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ŋăąőř b_1; ::::, ďń£ łőšőřőčő ćżŕőńŋ£ěšś£ şśńőćĺě (2).

Śšřşłšşřă ŕőśńěďş¿źĺţ śšřőł šăąńĺűż šăłă£ ęě łăł ĺ ş ćšőřőľ, ŕő¡šőňş ŕřĺćěďěŋŋőě ć ŕşŋłšě 2 řăśśşęďěŋĺě ŕřĺňěŋĺňő ĺ ďăńěě.(Ňőęŋő ďőłăğăšĳ ŕő ĺŋďşłűĺĺ.)

Šăł łăł H_r = L(a_1; :::; a_{s1} ) ⊕ L(b_1; :::; b_{s2} )::: ⊕ L(c_1; :::; c_{sm} );

šő ćěłšőřż šăąńĺűż őąřăğş¿š ąăğĺś H_r:

Ďń£ šőčő,ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ĺňěŋŋő ęőřďăŋőć ąăğĺś, ŋăďő řăśŕőńőęĺšĳ ĺţ ć śńěďş¿źěň ŕőř£ďłě: c_1; ::b_1; a_1;

c_2; ::; b_2; a_2; :::::, šő ěśšĳ, őąţőď£ śšőńąűż šăąńĺűż śńěćă ŋăŕřăćő , ă łăęďżľ śšőńąěű - śŋĺğş ććěřţ.

Ŕřĺ ¡šőň ćżąőř ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ śšőńąűőć ŋě ĺňěěš ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£, ŋő ć łăęďőň ĺğ ŋĺţ ćěłšőřż śńěďşěš ŋşňěřőćăšĳ śšřőčő śŋĺğş ććěřţ.

Ęőřďăŋőćă ťőřňă śőďěřęĺš s_1 łńěšőł řăğňěřă r, s_2 −s_1 łńěšőł řăğňěřă r−1 ĺ š.ď.

Ťřőąěŋĺşśőćă ťőřňă ňăšřĺűż.

Ťřőąěŋĺşśőćőľ łńěšłőľ ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă ćĺďă

F(a_1; ::; a_n) = a_1 1 0 : : : 0 a_2 0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : :

a_{n−1} 0 0 : : : 1 a_n 0 0 : : : 0 :

F − ˘E ĺňěěš śńěďş¿źĺě ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ: e_1 = :: = e_{n−1}; e_n = ˘^n − a_1˘^{n−1} − :: − a_n.

Şšćěřęďěŋĺě 10. Ŕşśšĳ A łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă, e_i(˘) = ˘^{ki} + a_{1i}˘^{ki−1} + :::+a_{iki} ; i = 1; :::; s - ĺŋćăřĺăŋšŋżě ňŋőęĺšěńĺ ěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ňăšřĺűż, šőčďă A ŕőďőąŋă ťřőąěŋĺşśőćőľ ňăšřĺűě

diag(F(−a_{11}::: − a_{1k1} ); :::; F(−a_{s1}::: − a_{sks} ):

Ŋăţőęďěŋĺě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő şřăćŋěŋĺ£.

Ňěšőď Ďăŋĺńěćśłőčő. Ŋăţőďĺšś£ ąńőůŋő-šřěşčőńĳŋă£ ňăšřĺűă, ć łőšőřőľ ŋă ďĺăčőŋăńĺ řăśŕőńőęěŋż ťřőąěŋĺşśőćż łńěšłĺ.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1. Ěśńĺ a_{n n−1} ≠ 0, šő śőśšăćń£ěň ňăšřĺűş

P = 1 0 : : : a_{n1} 0

0 1 : : : a_{n2} 0

: : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : :

a_{nn−1} 0

0 0 : : : a_{nn} 1 ĺ őąřăšŋş¿ ł ŋěľ

P^{−1} = 1 0 : : :

−^{an1}_{ann−1} 0

0 1 : : :

−^{an2}_{ann−1} 0

: : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : :_1

a_{nn−1} 0

0 0 : : :

−^{an2}_{ann−1} 1 :

Ćżůĺśń£ěň ňăšřĺűş A^1, ŕőďőąŋş¿ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűě.

A^1 = PAP^{−1} = a^1_1 a^′_{21} : : :

a^1_{n−11} 0 a^1_2 a^1_{22} : : :

a^1_{n−12} 0

: : : : : : : : : : : : : : :

a^1_{n−1} a^1_{2n−1}

: : :

a^1_{n−1n−1} 1 a^1_n a^1_{2n} : : :

a^1_{n−1n} 0 :

Ŕőśńěďŋ££ śšřőłă šăłă£ ęě łăł ş ňăšřĺűż Ťřőąěŋĺşśă. Ěśńĺ a^1_{n−1n−2} ≠ 0, šő ŋăţőďĺň

P = 1 0 : : :

a^′_{n−11} 0 0

0 1 : : :

a^′_{n−12} 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : :

a^′_{n−1n−2} 0 0

0 0 : : :

a^′_{n−1n−1} 1 0

0 0 : : :

a^′_{n−1n} 0 1 ;

őąřăšŋş¿ ł ŋěľ, ćżůĺśń£ěň ňăšřĺűş A^2 = P^{−1}A^1P ś ¡ńěňěŋšăňĺ a^2_{ij} ĺ šăł ďăńěě.

2. Ěśńĺ ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě őłăğăńőśĳ, ůšő a^k_{n−k n−k−1} = 0, ŋő ∃ j ¡ n − k − 1 šăłőľ,ůšő a^k_{n−k j} ≠ 0, šő ŋăďő ŕěřěśšăćĺšĳ ňěśšăňĺ j ĺ n-k-1 śšřőłĺ, ğăšěň j ĺ n-k-1 śšőńąűż (¡šă őŕěřăűĺ£ řăćŋőśĺńĳŋă ŕěřěśšăŋőćłě ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć). Ŕőńşůĺšś£ ňăšřĺűă ŕőďőąŋă£ ĺśţőďŋőľ, ŕěřěţőďĺň ł 1.

3. Ěśńĺ ŋă ŋěłőšőřőň ÿăčě a^k_{n−k j} = 0 ∀j ¡ n − k, šő ňăšřĺűă ĺňěěš ćĺď B C 0 D , čďě B ĺ D łćăďřăšŋżě ňăšřĺűż, ŕřĺůěň D ťřőąěŋĺşśőćă ňăšřĺűă, ŕő¡šőňş ğăďăůă śćőďĺšś£ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ďń£ B:

24 Ćěśěńőć Ś.Ĺ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ŕřĺňěř 1. Ŋăľšĺ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ďń£ ňăšřĺűż

A = 4 5 6 1

−3 −8 −12 −3

1 5 8 2

2 4 5 2 Řěÿěŋĺě. Ďń£ šőčő, ůšőąż őąőľšĺśĳ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ąěğ ďřőąěľ ŕěřěśšăćń£ěň ňěśšăňĺ 1 ĺ 3 śšőńąűż, 1 ĺ 3 śšřőłĺ 1 5 8 2

−3 −8 −12 −3

4 5 6 1

2 4 5 2 → 8 5 1 2

−12 −8 −3 −3

6 5 4 1

5 4 2 2 :

Śńěďş£ ăńčőřĺšňş, ŕőńşůăěň

AP^{−1} = −4 −5 −7 0

6 7 9 0

6 5 4 1

−7 −6 −6 0 ; A^1 = −4 −5 0 0

6 7 0 0

6 5 3 1

−7 −6 −2 0 :

Ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ěśšĳ (˘^2 − 3˘ + 2)^2:

Ňěšőď Ńěćěřĳě. s_i = ˘^i_1 + :: + ˘^i_n = sp(A^i); i = 1; ::; n Őšś¿ďă ŕő ťőřňşńăň Ŋĳ¿šőŋă ŋăţőďĺň łő¡ťťĺűĺěŋšż ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă

p_k = − 1 k (s_k + p_1s_{k−1} + ::: + p_{k−1}s_1):

Ăŋŋşńĺřş¿źĺľ ňŋőčőůńěŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőčőůńěŋ f(x) ŋăğżćăěšś£ ăŋŋşńĺřş¿źĺň ďń£ ňăšřĺűż A, ěśńĺ f(A) = 0.

Şšćěřęďěŋĺě 11. (Šěőřěňă Čăňĺńĳšőŋă-Ł¡ńĺ) Łăęďă£ łćăďřăšŋă£ ňăšřĺűă £ćń£ěšś£ łőřŋěň śćőěčő ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ´(˘) = det(˘E − A), ă B(˘) { ŕřĺśőěďĺŋěŋŋă£ ňăšřĺűă ł ˘E − A. Šőčďă śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

(˘E − A)B(˘) = ´(˘)E: (1)

Ğăŕĺśăć ˘-ňăšřĺűż B(˘) ĺ ˘E − A ć ćĺďě ňăšřĺůŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ĺ śďěńăć ŕőďśšăŋőćłş ˘ = A ŕőńşůăěň ´(A) = 0 , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ăŋŋşńĺřş¿źĺľ ňŋőčőůńěŋ ŋăĺňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋżň. Şšćěřęďěŋĺě 12. Ňĺŋĺňăńĳŋżň ňŋőčőůńěŋőň ňăšřĺűż A £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżľ ňŋőęĺšěńĳ e_n(˘) ěě ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőľ ňăšřĺűż.

Ńěłűĺĺ ŕő ăńčěąřě 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőłřăźă£ őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă (1) ŋă D_{n−1}(˘), ŕőńş- ůĺň (˘E − A)B^1(˘) = e_n(˘)E; (2)

śńěďőćăšěńĳŋő, e_n(˘) - ăŋŋşńĺřş¿źĺľ ňŋőčőůńěŋ. Ŕşśšĳ f(˘) - ňĺŋĺňăńĳŋżľ ňŋőčőůńěŋ, šőčďă e_n(˘) = f(˘)d(˘) ĺ, śőčńăśŋő őąőąźěŋŋőľ šěőřěňě Ąěğş, śşźěśšćşěš S(˘) šăłă£, ůšő

(˘E − A)S(˘) = f(˘)E: (3)

Şňŋőęă£ őąě ůăśšĺ ŕőśńěďŋěčő řăćěŋśšćă ŋă d(˘) ĺ ćżůĺšă£ ĺğ (2), ŕőńşůĺň

(˘E − A)(B^1(˘) − d(˘)S(˘)) = 0:

Cńěďőćăšěńĳŋő, B^1(˘) = d(˘)S(˘), š.ě. d(˘) ěśšĳ őąźĺľ ďěńĺšěńĳ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż B^1(˘) ŕő¡šőňş řăćěŋ 1.