I. Ńĺŋěľŋżě ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă..

Śńěďśšćĺ£ ĺğ ăłśĺőň .

1. Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŋşńěćőčő ¡ńěňěŋšă: `_1 = `_1 + `_2 = `_2. 2. Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő ¡ńěňěŋšă:x_1 = x_1 + x + x_2 = x_2.

3. ∀ x ∈ V 0 · x = ` : 1 · x = (1 + 0) · x = x + 0 · x. 4. ∀ x ∈ V − 1 · x = −x : 0 · x = (1 + (−1)) · x = x + (−1) · x. 5. ∀ ff ∈ P ff · ` = ` : ff · ` = ff · (x + (−x)) = x · (1 + (−1)) = 0 · x. 6. ff · x = ` → ff = 0 ĺńĺ x = `.

Ďăńěě ŋşńěćőľ ¡ńěňěŋš ąşďěň őąőğŋăůăšĳ śĺňćőńőň 0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćżřăęěŋĺě a_1x_1 + :: + a_kx_k ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ćěłšőřőć a_1; ::; a_k. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ćěłšőřőć śĺśšěňż A ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ. Őąőğŋăůěŋĺě: L(A).

Čőćőř£š, ůšő ćěłšőř b ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż a_1; ::; a_k, ěśńĺ b ∈ L(a_1; ::; a_k). Őŕřěďěńěŋĺě. Śĺśšěňă ćěłšőřőć a_1; ::a_k ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőľ , ěśńĺ řăćěŋśšćő a_1x_1 + :: +

a_kx_k = 0 ćőğňőęŋő šőńĳłő ŕřĺ x_1 = :: = x_k = 0.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Śĺśšěňă ćěłšőřőć a_1; ::a_k ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őďĺŋ ĺğ ěě ćěłšőřőć £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ őśšăńĳŋżţ.

Şšćěřęďěŋĺě 2. Ŕőďśĺśšěňă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőľ śĺśšěňż £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňőľ. Şšćěřęďěŋĺě 3. Ěśńĺ śĺśšěňă A ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă, ă śĺśšěňă A ∪ {b} ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňă, šő b ∈

L(A).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A; B - ďćě śĺśšěňż ćěłšőřőć. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő A ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ

B, ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř ĺğ A ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ ćěłšőřż śĺśšěňż B. Oąőğŋăůěŋĺě: A ≺ B.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő {A ≺ B} & {B ≺ C} → A ≺ C.

Őŕřěďěńěŋĺě. Cĺśšěňż A ĺ B ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ A ≺ B & B ≺ A. Şšćěřęďěŋĺě 4. Ěśńĺ A = {a_1; ::; a_n} ≺ B = {b_1; ::; b_m} ĺ A - ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă, šő n ≤ m. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăŕĺÿěň şśńőćĺě ńĺŋěľŋőľ ćżřăğĺňőśšĺ ć ćĺďě ňăšřĺůŋőčő řăćěŋśšćă (a_1:::a_n) =

(b_1::::b_m)P, čďě P(mxn) - ůĺśńőćă£ ňăšřĺűă. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő n ¿ m , šőčďă śşźěśšćşěš ŋěŋşńěćőě

řěÿěŋĺě x^0 şřăćŋěŋĺ£ Px = 0. Ďăńěě ŕőńşůăěň

(a_1:::a_n)x^0 = (b_1::::b_m)Px^0 = 0;

šő ěśšĳ , śĺśšěňă A ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňă ćőŕřěłĺ şśńőćĺ¿.

Cńěďśšćĺě 4.1. İłćĺćăńěŋšŋżě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě śĺśšěňż ćěłšőřőć śőďěřęăš őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ćěłšőřőć.

Cńěďśšćĺě 4.2. Ń¿ążě n + 1 ćěłšőřőć ĺğ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ n ćěłšőřőć ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż. Őŕřěďěńěŋĺě. Ąăğőľ śĺśšěňż ćěłšőřőć A ŋăğżćăěšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋă£ ěľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă£ ŕőďśĺśšěňă. Łőńĺůěśšćő ćěłšőřőć ć ąăğě ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň śĺśšěňż. Őąőğŋăůěŋĺě: rg A.

Şšćěřęďěŋĺě 5. Řăŋčĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ śĺśšěň ćěłšőřőć řăćŋż.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő, ć łőšőřőň ďń£ ń¿ąőčő ŋăšşřăńĳŋőčő ůĺśńă n śşźěśšćşěš śĺśšěňă ćěłšőřőć řăŋčă n, ŋăğżćăěšś£ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżň. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő śőďěřęĺš śĺśšěňş řăŋčă n, ŋő ń¿ąă£ śĺśšěňă ĺğ

n + 1 ćěłšőřőć ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňă, šő ŕřőśšřăŋśšćő ŋăğżćăěšś£ n - ňěřŋżň( ĺ łőŋěůŋőňěřŋżň).

Ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ąăğĺśőň n - ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă£ śĺśšěňă ćěłšőřőć řăŋčă n.

Ŕřĺňěř 1. Ąăğĺśőň P^n £ćń£ěšś£, ŋăŕřĺňěř, śĺśšěňă e_1; :::; e_n , čďě e_i řăśŕőśšřăŋěŋŋőě őąőğŋăůěŋĺě ćěłšőřă, ş łőšőřőčő i - ă£ łőňŕőŋěŋšă řăćŋă 1, ă őśšăńĳŋżě řăćŋż ŋşń¿.

Őŕřěďěńěŋĺě. Cĺśšěňă A = {a_1; :::; a_m} ⊂ V ŋăğżćăěšś£ ŕőřőęďă¿źěľ, ěśńĺ V = L(A). Ěśńĺ, łřőňě ¡šőčő, V ŋě śőďěřęĺš ŕőřőęďă¿źĺţ śĺśšěň ĺğ (m − 1)- čő ćěłšőřőć, šő A ŋăğżćăěšś£ ňĺŋĺňăńĳŋőľ ŕőřőęďă¿źěľ śĺśšěňőľ.

Şšćěřęďěŋĺě 6. Ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă£ ŕőřőęďă¿źă£ śĺśšěňă £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň. Şšćěřęďěŋĺě 7. Ňĺŋĺňăńĳŋă£ ŕőřőęďă¿źă£ śĺśšěňă £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňĺŋĺňăńĳŋőśšĳ ćńěůěš ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ.

Şšćěřęďěŋĺě 8. Ćś£łĺľ ćěłšőř ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň śŕőśőąőň ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć ąăğĺśă.

Şšćěřęďěŋĺě 9. Ćś£łş¿ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş A = {a_1; :::; a_m}, ŋě £ćń£¿źş¿ś£ ąăğĺśőň, ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő ąăğĺśă ŕřőśšřăŋśšćă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ A - ŋě ąăğĺś, šő ŋăľďěšś£ ćěłšőř b^1, łőšőřżľ ŋě ćżřăęăěšś£ ůěřěğ A. Śĺśšěňă

A^1 = A ∪ {b^1} - ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă, rgA^1 = rgA + 1. Ěśńĺ A^1 ŋě ąăğĺś, šő ăŋăńőčĺůŋő ňőęŋő ŋăľšĺ

ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş A^2, śőďěřęăźş¿ A^1, ŕřĺůěň rgA^2 = rgA^1 +1 ĺ š.ď. ŕőłă ŋě ŕőńşůĺň śĺśšěňş řăŋčă n.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřă ŕő ąăğĺśş , ŋăğżćă¿šś£ łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă ć ¡šőň ąăğĺśě.

Şśšăŋőćĺň ść£ğĳ ňěęďş łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă ć řăğŋżţ ąăğĺśăţ. Ŕşśšĳ x_e- śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă ć ąăğĺśě e_1; :::; e_n , x_f - śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă ć ąăğĺśě f_1; :::; f_n , S_{ef} - ňăšřĺűă, j-żľ śšőńąěű łőšőřőľ śőśšőĺš ĺğ łőőřďĺŋăš ćěłšőřă f_j ąăğĺśě e_1; :::; e_n . Šőčďă x_e = S_{ef} x_f . S_{ef} ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă ł ąăğĺśş.

Ĺğőňőřťĺğň ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ’ ńĺŋěľŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V ć ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

W, ğăďăŋŋőě ŋăď šěň ęě ůĺśńőćżň ŕőńěň P, ŋăğżćăěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň , ă śăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă ĺğőňőřťŋżňĺ,

ěśńĺ ∀x; y ∈ V; ∀˘ ∈ P ’(˘x + y) = ˘’(x) + ’(y):

Şšćěřęďěŋĺě 10. Ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V řăğňěřŋőśšĺ n ŋăď ŕőńěň P ĺğőňőřťŋő ăřĺťňěšĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş P^n.

Řăśśňőšřĺň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ňăšřĺűş A(mxn), śšőńąűż a_1; :::; a_n łőšőřőľ £ćń£¿šś£ ćěłšőřăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă P^n.

Şšćěřęďěŋĺě 11. rg A = rg{a_1; :::; a_n} Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ şŕřőźěŋĺ£ őąőğŋăůěŋĺľ, śůĺšăěň, ůšő ňĺŋőř ŋăĺąőńĳÿěčő ŕőř£ďłă, řăśŕőńőęěŋ ć ńěćőň ćěřţŋěň şčńş ňăšřĺűż A. Ćěńĺůĺŋş ňĺŋőřă őąőğŋăůĺň d, łřőňě šőčő, ŕőńőęĺň k = rg A.

Ŕşśšĳ S = {a_1; ::; a_k; e_{k+1}; :::; e_n}. Šăł łăł det (a_1; ::; a_k; e_{k+1}; :::; e_n) = d ≠ 0, šő śĺśšěňă şřăćŋěŋĺľ

a_1x_1 + ::: + a_kx_k + e_{k+1}x_{k+1} + ::: + e_nx_n = 0 ĺňěěš ńĺÿĳ ŋşńěćőě řěÿěŋĺě, śńěďőćăšěńĳŋő, S ńĺŋěľŋő

ŋěğăćĺśĺňă, ğŋăůĺš, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă ěě ŕőďśĺśšěňă a_1; :::; a_k.

Śĺśšěňă a_1x_1+:::+a_kx_k+e_{k+1}x_{k+1}+:::+e_nx_n = a_j ďń£ ćś£łőčő j ¿ k ĺňěěš řěÿěŋĺě (x^0_1; :::; x^0_n), ŕřĺůěň

ŕřĺ i ¿ k x^0_i = 1 d det(a_1; :::a_k; :::e_{i−1}; a_j; e_{i+1}::) = ± 1 d ∗ňĺŋőř(k+1)-čő ŕőř£ďłă=0. Šăłĺň őąřăğőň, ń¿ąőľ

śšőńąěű ńĺŋěľŋő ćżřăęăěšś£ ůěřěğ a_1; :::; a_k ŕő¡šőňş őŋĺ śőśšăćń£¿š ąăğş ć śĺśšěňě a_1; :::; a_n.

Cńěďśšćĺě 11.1. rg AB ≤ min{rg A; rg B} Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋěŕşśšőě ŕőďňŋőęěśšćő L ŕřőśšřăŋśšćă V ŋăğżćăěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ěśńĺ ćżŕőńŋ£- ěšś£ ďćă şśńőćĺ£.

1. ∀ a; b ∈ L a + b ∈ L 2. ∀ a ∈ L; ˘ ∈ P ˘a ∈ L

Ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ń¿ąőľ śĺśšěňż ćěłšőřőć £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň. Śşňňă ĺ ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć.

L_1 + L_2^{def}= {x|x = x_1 + x_2; x_1 ∈ L_1; x_2 ∈ L_2}; L_1 ∩ L_2 = {x|x ∈ L_1; x ∈ L_2}

Şšćěřęďěŋĺě 12. dim(L_1 + L_2) = dimL_1 + dimL_2 − dimL_1 ∩ L_2.

Őŕřěďěńěŋĺě. Śşňňă V ŕőďŕřőśšřăŋśšć V_1; :::; V_k ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňőľ, ěśńĺ ń¿ąőľ ćěłšőř x ∈ V őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě x = x_1 + :::: + x_k; x_i ∈ V_i (i = 1; ::; n). Őąőğŋăůěŋĺě V = V_1 ⊕ ::: ⊕ V_k.

Şšćěřęďěŋĺě 13. Śşňňă V ŕőďŕřőśšřăŋśšć V_1; :::; V_k £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őąžěďĺŋěŋĺě ąăğĺśőć V_1; :::; V_k śőśšăćń£ěš ąăğĺś V.

Şšćěřęďěŋĺě 14. Śşňňă ďćşţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć £ćń£ěšś£ ŕř£ňőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă , łőčďă ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě ěśšĳ ŋşńěćőě ŕřőśšřăŋśšćő.

II. Aťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ăťťĺŋŋőě n - ňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő F ŋăď ŕőńěň P ěśšĳ ĺŋőęěśšćő, śőśšő£źěě ĺğ "šőůěł" ĺ "ćěłšőřőć", őšŋőśĺšěńĳŋő łőšőřżţ ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£:

1. ňŋőęěśšćő V ćěłšőřőć ĺğ F £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ŋăď P,ŋăğżćăěňőě ŕřőśšřăŋśšćőň šřăŋśń£űĺľ;

2. ćś£łĺě ďćě šőůłĺ A; B , ďăŋŋżě ć őŕřěďěńěŋŋőň ŕőř£ďłě, őŕřěďěń£¿š ěďĺŋśšćěŋŋżľ ćěłšőř u = ÃB; 3. ďń£ ćś£łőčő u ĺğ V ĺ ćś£łőľ šőůłĺ A śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£ šőůłă B, šăłă£, ůšő u = ÃB; 4. ěśńĺ u = ÃB; v = B̃C, šő u + v = ÃC. Śńěďśšćĺ£ ĺğ ăłśĺőň.

1. ÃB = ÃC → B = C. 2. ÃA = `.

3. u = ÃB → −u = B̃A.

4. ∀u ∈ V ĺ ćś£łőľ šőůłĺ B śşźěśšćşěš šőůłă A šăłă£, ůšő u = ÃB.

Cĺśšěňă łőőřďĺŋăš ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ śőśšőĺš ĺğ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ O, ŋăğżćăěňőľ ŋăůăńőň łőőřďĺŋăš, ĺ ąăğĺśă v_1; :::; v_n ŕřőśšřăŋśšćă šřăŋśń£űĺľ.

Łőőřďĺŋăšăňĺ ćěłšőřă ć ăťťĺŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš £ćń£¿šś£ ěčő łőőřďĺŋăšż ć ąăğĺśě ŕřőśšřăŋśšćă

V. Łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ M £ćń£¿šś£ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă OM.

Cć£ğĳ ňěęďş łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ ć śĺśšěňăţ O; v_1; :::; v_n ĺ O^′; v^′_1; :::; v^′_n şśšăŋăćńĺćăěšś£ ťőřňşńőľ

x_v = S_{vv}′ x_v′ + b, čďě b - śšőńąěű łőőřďĺŋăš šőůłĺ O^′ ć ŕěřćőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš, S_{vv}′ - ňăšřĺűă ŕěřěţőďă

őš ąăğĺśă v ł ąăğĺśş v^′.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďňŋőęěśšćő G ăťťĺŋŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ĺńĺ ńĺŋěľŋżň ňŋőčőőąřăğĺěň , ěśńĺ ďń£ ćś£łőčő g_0 ∈ G ňŋőęěśšćő L = {g − g_0; g ∈ G} £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

Łăł śńěďşěš ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£, ćś£łőě ăťťĺŋŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő őŕĺśżćăěšś£ ŕăřăňěšřĺůěśłőľ ťőřňşńőľ ćĺďă x = x_0 + ˘_1v_1 + :::: + ˘_sv_s

Őŕřěďěńěŋĺě. Ăťťĺŋŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ šőůěł x_1; :::; x_s ŋăğżćăěšś£ šăłă£ ĺţ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ˘_1x_1+

:::˘_sx_s , ć łőšőřőľ ˘_1 + :::˘_s = 1. Ňŋőęěśšćő ćśěţ ăťťĺŋŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă šőůěł ŋăğżćă-

ěšś£ ěčő ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő šőůěł, łőőřďĺŋăšż łőšőřżţ şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ¿ ff_1x_1 + ::: + ff_nx_n =

ff_0 ŋăğżćăěšś£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěśńĺ a - ćěłšőř, x_0 - šőůłă, šő ňŋőęěśšćő šőůěł ćĺďă x = x_0 + a · t - čďě t - ń¿ąőě ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňőľ. Ěśńĺ ğŋăůěŋĺ£ t őčřăŋĺůĺšĳ ŕřěďěńăňĺ ŋěłőšőřőčő ĺŋšěřćăńă, šő šă ęě ťőřňşńă őŕřěďěń£ěš őšřěğőł.

Śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ĺ ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě Ax = b, čďě A(mxn) - ňăšřĺűă. Ŋăąőř x^0, şďőćńěšćőř£¿źĺľ ¡šőľ śĺśšěňě ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ ďćşň£ śŕőśőąăňĺ.

Ćő-ŕěřćżţ ¡šő łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřă b ŕő ćěłšőřăň-śšőńąűăň ňăšřĺűż A, őšś¿ďă ńěčłő ŕőńşůăěšś£ šěőřěňă Łřőŋěłěřă-Łăŕěńńĺ şśńőćĺě řăğřěÿĺňőśšĺ śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ: rg A = rg(A b).

Ćő-ćšőřżţ, ¡šő šőůłă ć n - ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ă ňŋőęěśšćő M ćśěţ řěÿěŋĺľ £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ŕřőśšřăŋśšćőň šřăŋśń£űĺľ łőšőřőčő £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšeňż Ax = 0. Ŕşśšĳ ( —A—b) - ňăšřĺűă, śšřőłĺ łőšőřőľ śőśšăćń£¿š ąăğş ć śĺśšěňě śšřőł ňăšřĺűż (A b). Šőčďă śĺśšěňż Ax = b ĺ —Ax = —b ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ. Ŕřěďśšăćĺň —A ć ćĺďě —A = (B N),

čďě B śőśšăćńěŋă ĺğ śšőńąűőć, őąřăğş¿źĺţ ąăğş ( ąăğĺśŋă£ ŕőďňăšřĺűă ), N śőďěřęĺš őśšăńĳŋżě śšőńąűż

ňăšřĺűż —A ( ŋěąăğĺśŋă£ ŕőďňăšřĺűă). Śőőšćěšśšćěŋŋő řăğőąĳěň ňŋőęěśšćő ŋěĺğćěśšŋżţ ŋă ďćă ŕőďňŋőęěśšćă: x_B ( ąăğĺśŋżě ŋěĺğćěśšŋżě ) x_N ( ŋěąăğĺśŋżě ŋěĺğćěśšŋżě ) . Ğăŕĺśăć śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ ć ćĺďě

Bx_B + Nx_N = —b, ćżřăğĺň x_B = B^{−1}b − B^{−1}Nx_N. Ďń£ łăęďőčő ŋăąőřă ğŋăůěŋĺľ ŋěąăğĺśŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ x_N = ˘ ∈ P^{n−rg A} ŕő ¡šőľ ťőřňşńě ćżůĺśń£¿šś£ ğŋăůěŋĺ£ ąăğĺśŋżţ ŋěĺğćěśšŋżţ. Řěÿěŋĺě śĺśšěňż ňőęŋő

ğăŕĺśăšĳ, šăłĺň őąřăğőň, ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě ( x_B x_N ) = ( B^{−1}b O ) + ( −B^{−1}N E_{n−rg A} ) ˘. Śšőńąűż ňăšřĺűż ( B^{−1}N E_{n−rg A} )

ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ŕő¡šőňş řăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă řěÿěŋĺľ řăćŋă n − rg A.

Ňěšőď śšőńąűőćżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. Ŕşśšĳ r = rg A. Ŕřěőąřăğş£ śšőńąűż ňăšřĺűż ( A E ) ŕřĺćěďěň

ěě ł ćĺďş ( T P O Q ) , čďě T(mxr); O(mx(n−r); P(nxr); Q(nx(n−r)) ňăšřĺűż, ŕřĺůěň ňăšřĺűă O śőśšőĺš

ĺğ ŋşńěľ.

Şšćěřęďěŋĺě 1. Śšőńąűż ňăšřĺűż Q őąřăğş¿š ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ śĺśšěňş řěÿěŋĺľ. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Cšőńąűőćżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż şňŋőęěŋĺ¿ ĺśţőďŋőľ ňăšřĺűż śŕřăćă ŋă ŋěłőšőřş¿ ŋěćżřőęďěŋŋş¿ ňăšřĺűş H , łőšőřş¿ ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě H = (H_1 H_2) , čďě H_1 śőśšőĺš ĺğ ŕěřćżţ

r śšőńąűőć ňăšřĺűż H. Şňŋőęă£, ŕőńşůăěň řăćěŋśšćă P = H_1; Q = H_2; AH_1 = T; AH_2 = O , šő ěśšĳ

śšőńąűż ňăšřĺűż şďőćńěšćőř£¿š śĺśšěňě Ax = 0 , ă šăł łăł őŋĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ĺ ĺţ ůĺśńő řăćŋő n − r , šő őŋĺ őąřăğş¿š ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ śĺśšěňş.

III. Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăď ŕőńěň P ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ őŕřěďěńěŋő ŕřăćĺńő, ŕő łőšőřőňş ćś£łőľ ŕăřě ćěłšőřőć x; y ∈ V śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě ůĺśńő (x; y), ŋăğżćăěňőě śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň. Ŕřĺ ¡šőň ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ śńěďş¿źĺě şśńőćĺ£.

1. (x; y) = (y; x), 2. (˘x; y) = ˘(x; y), 3. (x + y; z) = (x; z) + (y; z),

4. (x; x) ≥ 0; (x; x) = 0 → x = `.

Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě śńěďş¿źĺň őąřăğőň ćżřăęăěšś£ ůěřěğ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć ć ğăďăŋŋőň ąăğĺśě

{a_1; ::::; a_n}: (x; y) = ∑ i;j x_iy_j(a_i; a_j).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋőřňőľ ĺńĺ ďńĺŋőľ ćěłšőřă x ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő |x| = √ (x; x)

Şšćěřęďěŋĺě 1. Ěśńĺ (x; y) = 0 , šő |x + y| ≥ |x|:

Őŕřěďěńěŋĺě. Śĺśšěňă f_1; ::::; f_k ŋěŋşńěćżţ ćěłšőřőć ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋőľ , ěśńĺ (f_i; f_j) = 0 ŕřĺ

i ≠ j. Őřšőčőŋăńĳŋă£ śĺśšěňă, śőśšő£źă£ ĺğ ćěłšőřőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż, ŋăğżćăěšś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőľ.

Şšćěřęďěŋĺě 2. Őřšőčőŋăńĳŋă£ śĺśšěňă ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňă. Cłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě ğăŕĺśżćăěšś£ ŋăĺąőńěě ŕřőśšő:

(x; y) = x_1y_1 + :::: + x_ny_n.

Ŕřőűěśś őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ. Ŕřĺňěŋ£ěšś£ ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ őřšőčőŋăńĳŋőčő ąăğĺśă h_1; ::::; h_m ğăďăŋŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L(a_1; :::; a_k).

Ŕřĺňěň ěśšěśšćěŋŋőě ďőŕşźěŋĺě ő šőň, ůšő a_1 ≠ 0 ĺ ŕőńőęĺň h_1 = a_1; r = 2. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő şęě ŋăľďěŋż ćěłšőřż h_1; ::; h_s (s ≥ 1). Őůěřěďŋőľ ćěłšőř ĺźěň ć ćĺďě h_{s+1} = ˘_1h_1 + :::˘_sh_s + a_r, ćżąĺřă£ łő¡ťťĺűĺěŋšż šăł, ůšőąż ćżŕőńŋĺšĳ şśńőćĺ£ (h_i; h_{s+1}) = 0; (i = 1; ::; s), š.ě. ŕőńăčă£ ˘_i =

−(a_r; h_i)=(h_i; h_i); (i = 1; ::; s). Ěśńĺ őłăğăńőśĳ, ůšő h_{s+1} = 0, ĺ r ¡ k, šő şćěńĺůĺćăěň r ŋă 1 ĺ ćŋőćĳ

ŕżšăěňś£ ŋăľšĺ ŋěŋşńěćőľ h_{s+1}. Ěśńĺ h_{s+1} ≠ 0, ŕřĺśšşŕăěň ł ŋăţőęďěŋĺ¿ h_{s+2} ĺ š.ď.. Ćżůĺśńěŋĺ£ ğăłăŋůĺćă¿šś£ šőčďă, łőčďă r ¿ k.

Şšćěřęďěŋĺě 3. Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă őďĺŋăłőćőľ řăğňěřŋőśšĺ ĺ ğăďăŋŋżě ŋăď őďŋĺň ŕőńěň ĺğőňőřťŋż.(Śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśăţ ćżůĺśń£¿šś£ ŕő őďĺŋăłőćżň ťőřňşńăň.)

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňăšřĺűěľ Čřăňă śĺśšěňż ćěłšőřőć a = {a_1; :::; a_k} ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűă

Č(a) = Č(a_1; :::; a_k) = ((a_i; a_j)) k−čő ŕőř£ďłă.

Ěśńĺ x_a; y_a - śšőńąűż łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć x; y ć ąăğĺśě a, šő (x; y) = x^T_AČ(a)y_A. Şšćěřęďěŋĺě 4. 1) det Č(a_1; :::a_k) ≥ 0 ,

2) det Č(a_1; :::a_k) = 0 ↔ rg(a_1; :::a_k) ¡ k .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ A - ňăšřĺűă, śšőńąűăňĺ łőšőřőľ £ćń£¿šś£ łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć a_1; :::; a_k ć łăłőň-ŋĺąşďĳ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě. Šőčďă Č(a_1; :::; a_k) = A^TA ĺ ŕő ťőřňşńě Ąĺŋě-Łőÿĺ ŕőńşůăěň

det Č(a_1; :::a_k) = ∑ i_1:::i_k

det^2 A ( i_1:::i_k 1:::k ) ≥ 0 , ŕřĺůěň řăćěŋśšćő ćőğňőęŋő ńĺÿĳ šőčďă, łőčďă ćśě ňĺŋőřż

k-čő ŕőř£ďłă řăćŋż ŋşń¿, šő ěśšĳ rg A ¡ k.

Cńěďśšćĺě 4.1. (Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő.) (x; y)^2 ≤ (x; x)(y; y): Cńěďśšćĺě 4.2. (Ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă) |x + y| ≤ |x| + |y|.

Őřšőčőŋăńĺğăűĺ£ ś ŕőňőźĳ¿ ňăšřĺűż Čřăňă^∗ Ďăŋă śĺśšěňă ćěłšőřőć A = {a_1; :::; a_s}. İńěňěŋšăřŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć ŕřĺćěďěň ňăšřĺűş Čřăňă śĺśšěňż ł ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűě D ĺ őďŋőćřěňěŋŋő ŋăľďěň ňăšřĺűş T šăłş¿, ůšő D = T^T Č(A) T. Őřšőčőŋăńĳŋżľ ąăğĺś śőśšăćń£¿š ŋěŋşńěćżě śšőńąűż ňăšřĺűż (a_1; :::; a_s)T.

Ğăďăůă: Őŕřěďěńĺšĳ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě šăł, ůšőąż ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż a_1; :::; a_n ∈ P^n śőśšăćń£ńĺ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś.

Řěÿěŋĺě: Ŕşśšĳ A = (a_1:::a_n) . Ňăšřĺűă X śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďőńęŋă şďőćńěšćőř£šĳ řăćěŋśšćăň a^T_i Xa_j = ffi_{ij} ∀i; j, łőšőřżě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ňăšřĺůŋőľ ťőřňě A^TXA = E. Śńěďőćăšěńĳŋő,

X = (AA^T)^{−1}.

Ŕřőěłűĺ£ ćěłšőřă ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő.

Ěśńĺ X; Y - ňŋőęěśšćă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, šő ćżřăęěŋĺě X ⊥ Y ąşďěš őğŋăůăšĳ, ůšő (x; y) =

0 ∀x ∈ X; y ∈ Y: Ňŋőęěśšćă X; Y ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ. Ěśńĺ X śőśšőĺš ĺğ ěďĺŋśšćěŋŋőčő ćěłšőřă x , šő ĺśŕőńĳğşěšś£ ğăŕĺśĳ x ⊥ Y.

Şšćěřęďěŋĺě 5. Ŕşśšĳ W - ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŕřőśšřăŋśšćă V; x ∈ V. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ćěłšőřă x ć ćĺďě x = x_{prW} + x_{ortW} , čďě x_{prW} ∈ W; x_{ortW} ⊥ W.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ {a_1; ::; a_k} - ,ąăğĺś W. Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ

(x − ˘_1a_1 − :::: − ˘_ka_k; a_i) = 0; (i = 1; :::; k) őšŋőśĺšěńĳŋő ˘_1; ::; ˘_k. Ňăšřĺűěľ łő¡ťťĺűĺěŋšőć £ćń£ěšś£

ňăšřĺűă Čřăňă, ěě őŕřěďěńĺšěńĳ ŋě řăćěŋ ŋşń¿, ŕő¡šőňş śĺśšěňă ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ˘^0_1; ::; ˘^0_k. Őśšăńőśĳ ğăňěšĺšĳ, ůšő x_{prW} = ˘^0_1a_1 + :::: + ˘^0_ka_k, x_{ortW} = x − x_{prW}.

x_{prW} ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłűĺěľ, ă x_{ortW} - őřšőčőŋăńĳŋőľ śőśšăćń£¿źěľ.

Őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ňŋőęěśšćş X ⊂ V ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő

X^⊥ = {y ∈ V|(x; y) = 0; ∀x ∈ X}:

Śćőľśšćő 1. X^⊥ - ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő. Śćőľśšćő 2. V^⊥ = {0}; {0}^⊥ = V:

Śćőľśšćő 3. Ěśńĺ L ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő L ⊕ L^⊥ = V; dimV = dimL + dimL^⊥. Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śň. şšćěřęďěŋĺě 5.

Cńěďśšćĺě 5.1. Řăğňěřŋőśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L = {x|Ax = 0} řăćŋă n − rg A. Śćőľśšćő 4. Ěśńĺ L ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő (L^⊥)^⊥ = L.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. x ∈ (L^⊥)^⊥ ∼ x ⊥ L^⊥. Ŕřěďśšăćĺň x ć ćĺďě x = x_1 + x_2; x_1 ∈ L; x_2 ∈ L^⊥. Şňŋőęă£ ¡šő řăćěŋśšćő ŋă x_2, ŕőńşůĺň (x_2; x_2) = 0 → x_2 = ` → x ∈ L, šő ěśšĳ (L^⊥)^⊥ ⊂ L.

Ĺğ řăćěŋśšć dimV = dimL + dimL^⊥ ĺ dimV = dimL^⊥ + dim(L^⊥)^⊥ śńěďşěš, ůšő dimL = dim(L^⊥)^⊥, ŕő¡šőňş (L^⊥)^⊥ = L ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Śćőľśšćő 5. (L_1 + L_2)^⊥ = L^⊥_1 ∩ L^⊥_2 ; (L_1 ∪ L_2)^⊥ = L^⊥_1 ∩ L^⊥_2 . Śćőľśšćő 6. (L_1 ∩ L_2)^⊥ = L^⊥_1 + L^⊥_2 . Śćőľśšćő 7. L_1 ⊂ L_2 ∼ L^⊥_2 ⊂ L^⊥_1 Ŋőřňăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ.

Řăśśňőšřĺň śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ Ax = b. Őąőğŋăůĺň ňŋőęěśšćő ěě řěÿěŋĺľ M. Ŕřěďŕőńőęĺň ćŋăůăńě,

ůšő M ŋě ŕşśšő.

Şšćěřęďěŋĺě 6. Ć M cşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋżľ ćěłšőř, ĺňě¿źĺľ ŋăĺňěŋĳÿş¿ ďńĺŋş. Őŋ ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋżň řěÿěŋĺěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ śĺśšěňă ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě, šő ďőłăğżćăšĳ ŋěůěčő. Ŕşśšĳ L - ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě śšřőłăňĺ ňăšřĺűż A. Ŕşśšĳ x; y ∈ M , šőčďă A(x − y) = 0 ∼

x − y ∈ L^⊥, śńěďőćăšěńĳŋő, ćśě řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż ĺňěěš őďŋş ĺ šş ęě ŕřőěłűĺ¿ ŋă L. Őąőğŋăůĺň ěě ąşłćőľ u. Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ćś£łőčő x ∈ M śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő x = u + h, čďě h ∈ L^⊥. Šěŕěřĳ ŕőńşůăěň 1. 0 = Ax = A(u + h) = Au + Ah = Au → u ∈ M; 2:|x| = |u + h| ≥ |u|:

Ĺšăł, u - ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő {u} = M ∩ L, šő ěśšĳ u £ćń£ěšś£ ěďĺŋśšćěŋŋżň řěÿěŋĺěň śĺśšěňż , łőšőřőě ŕřĺŋăďńěęĺš L.

Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă ćżćőďĺšś£ ňěšőď ŋăţőęďěŋĺ£ ŋőřňăńĳŋőčő řěÿěŋĺ£: ŕşśšĳ p - ń¿ąőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż

AA^Tx = b , šőčďă A^Tp - ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě 7. Ěśńĺ u^1 - ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b^1; ă u^2 - ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż

Ax = b^2; šő u^3 = ˘_1u^1 + ˘_2u^2 - ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż

Ax = ˘_1b^1 + ˘_2b^2 (1)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Běłšőř u^3 şďőćńěšćőř£ěš śĺśšěňě (1) ĺ ŕřĺŋăďńěęĺš L, ŕő¡šőňş £ćń£ěšś£ ŋőřňăńĳŋżň řěÿěŋĺěň.

Ŕşśšĳ śšřőłĺ ňăšřĺűż A(mxn) ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Őąőğŋăůĺň u^i ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax =

e_i ŕřĺ i = 1; ::; m. Ňăšřĺűă A^+ = (u^1:::u^m) ŋăğżćăěšś£ ŕśěćďőőąřăšŋőľ ďń£ A. Ĺğ ŕřěďżďşźěčő şšćěřęďě-

ŋĺ£ ćżšěłăěš, ůšő ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż Ax = b ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋő ŕő ťőřňşńě u = A^+b.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă M - ŕşśšő.

Őąőğŋăůĺň L - ńĺŋěľŋş¿ őąőńőůłş śšőńąűőć ňăšřĺűż A. Ŕřěďśšăćĺň b ć ćĺďě b = b_1 + b_2, čďě b_1 ∈

L; b_2 ∈ L^⊥: |Ax − b| = |Ax − b_1 − b_2| = |(Ax − b_1) − b_2| = √ |Ax − b_1|^2 + |b_2|^2. Ŋăĺňěŋĳÿěě ğŋăůěŋĺě |Ax − b| ďőśšĺčăěšś£ ŕřĺ şśńőćĺĺ Ax = b_1; (2)

śńěďőćăšěńĳŋő, łăęďőě řěÿěŋĺě śĺśšěňż (2) £ćń£ěšś£ ŕśěćďőřěÿěŋĺěň ĺśţőďŋőľ śĺśšěňż. Ĺğ űěŕőůłĺ śőőšŋőÿěŋĺľ Ax = b_1 ∼ b − Ax = b_2 ∈ L^⊥ ∼ A^T(b − Ax) = 0 ∼ A^TAx = A^Tb śńěďşěš, ůšő ŕśěćďőřěÿěŋĺ£ £ćń£¿šś£ řěÿěŋĺ£ňĺ(ć őążůŋőň śňżśńě) ŕőśńěďŋěčő şřăćŋěŋĺ£ űěŕőůłĺ. Ĺňěŋŋő ěčő ĺ śńěďşěš ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŋă ŕřăłšĺłě.

Ŋőřňăńĳŋőě řěÿěŋĺě ŕőśńěďŋěčő şřăćŋěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ ŋőřňăńĳŋżň ŕśěćďőřěÿěŋĺěň śĺśšěňż Ax = b: Őŕřěďěńěŋĺě. Řăśśšő£ŋĺěň őš ćěłšőřă x ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ŋăğżćăěšś£ ćěńĺůĺŋă

d(x; W) = inf_{y∈W} |x − y|.

Ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő d(x; W) = |x_{ortW}|. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, |x − y| = |x_{prW} + x_{ortW} − y| ≥ |x_{ortW}|.

Şšćěřęďěŋĺě 8. d^2(x; W) =

detČ(a_1; ::a_k; x) detČ(a_1; ::a_k) . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ x = x_1 + x_2, čďě x_1 ∈ W = L(a_1; ::; a_k); x_2 ∈ W^⊥ ĺ x_1 = ˘_1a_1 + :: + ˘_ka_k. Ć ňăšřĺűě Č(a_1; ::a_k; x) ćżůšěň ĺğ ŕőśńěďŋěčő śšőńąűă ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ

˘_1; :::; ˘_k ŕěřćżţ k śšőńąűőć.

detČ(a_1; ::a_k; x) = det

Č(a_1; :::; a_k)

(a_1; x):::(a_k; x)

(a_1; x_2) :: (a_k; x_2) (x_2; x)

=det

Č(a_1; :::; a_k)

(a_1; x):::(a_k; x)

0 :: 0 |x_2|^2

=|x_2|^2detČ(a_1; :::a_k)

Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ńĺŋěľŋżňĺ ňŋőčőőąřăğĺ£ňĺ. Ŕşśšĳ M_1 = x_1 + L_1; M_2 = x_2 + L_2. Šőčďă

d(M_1; M_2) = inf|u − v| = inf|x_1 + l_1 − x_2 − l_2| = inf_{l∈L1+L2} |(x_1 − x_2) − l| = d(x_1 − x_2; L_1 + L_2).

Őąžěň śĺśšěňż ćěłšőřőć. vol(a_1)^{def}= |a_1|; vol(a_1; :::; a_k)^{def}= vol(a_1; :::; a_{k−1})|ort_{Lk−1} a_k| →

→ vol(a_1; :::; a_k) = |a_1||ort_{L1} a_2|::::|ort_{Lk−1} a_k| = √ det Č(a_1; :::; a_k), čďě L_s = L(a_1; :::; a_s).

Ŋěřăćěŋśšćő Ăďăňăřă. Řăśśňőšřĺň łćăďřăšŋş¿ ňăšřĺűş A, śšőńąűż łőšőřőľ a_1; :::; a_n. Ĺśŕőńĳğş£ ŕřěďżďşźş¿ ťőřňşńş ŕőńşůăěň (det A)^2 = det A^TA = det Č(a_1; ::; a_n) ≤ (|a_1| · ::: · |a_n|)^2 →

|det A| ≤ |a_1| · ::: · |a_n|.

Ŋěřăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ŋă ňăšřĺűăţ śŕěűĺăńĳŋőčő ćĺďă, ŋăğżćăěňżţ ňăšřĺűăňĺ Ăďăňăřă. Őŕřěďěńĺň

ĺŋďşłšĺćŋő: H_1 = (1); H_k = ( H_{k−1} H_{k−1}

−H_{k−1} H_{k−1} ) ŕřĺ k ≥ 2. Şůĺšżćă£, ůšő ůĺśńő śšřőł ć ňăšřĺűě H_k

řăćŋő 2^{k−1}, ďőłăęěň ŕő ĺŋďşłűĺĺ ťőřňşńş det H_k = 2^{(k−1)2k−2} .

(det H_{k+1})^2 = det ( 0 2H^2_k

−2H^2_k 0 ) = 2^{2k} (det H_k)^4 = 2^{2k} · 2^{(k−1)2k} = 2^{k2k} ; detH_{k+1} = 2^{k2k−1} :

IV. Ńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ V; W ďćă ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď őďŋĺň ŕőńěň P. Őšőąřăęěŋĺě V^’→ W ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň, ěśńĺ ∀ff; fi ∈ P; ∀x; y ∈ V ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő ’(ffx + fiy) = ff’x + fi’y: Ěśńĺ

V = W, ćňěśšő šěřňĺŋă "őšőąřăęěŋĺě" ĺśŕőńĳğşěšś£ šěřňĺŋ "őŕěřăšőř".

Ŕřĺňěřż 1. Ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć ĺ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ. 2. Ŕşśšĳ V = V_1 ⊕ V_2. Ń¿ąőľ ćěłšőř x ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě x = x_1 + x_2; x_1 ∈ V_1;

x_2 ∈ V_2. Őšőąřăęěŋĺě ’x = x_1 ŕřőśšřăŋśšćă V ć śěą£ £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ĺ ŋăğżćăěšś£ ŕřőěłšĺřőćăŋĺěň ŋă V_1 ŕăřăńńěńĳŋő V_2. Ěśńĺ V_2 = V^⊥_1 , šő ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň.

3. ’x = [a; x] , čďě a - ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ćěłšőř šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őąřăğőň ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ V^’→ W ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő

im ’ = {’x|x ∈ V}: Řăğňěřŋőśšĳ őąřăğă ŋăğżćăěšś£ řăŋčőň. Őąőğŋăůěŋĺě: rg ’.

Őŕřěďěńěŋĺě. §ďřőň ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ V^’→ W ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő

ker ’ = {x ∈ V‖’x = 0:} Řăğňěřŋőśšĳ £ďřă ŋăğżćăěšś£ ďěťěłšőň. Őąőğŋăůěŋĺě: def ’.

Şšćěřęďěŋĺě 1. §ďřő ĺ őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ.

Ŕőłăęěň ůšő ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ ŕřőśšřăŋśšćă V.

Ŕşśšĳ V^’→ W; e = {e_1; :::; e_n} - ąăğĺś V, f = {f_1; :::; f_m} - ąăğĺś W. Ŋăľďěň řăğńőęěŋĺ£ ’e_j =

(f_1:::f_m)(a_{1j}:::a_{mj})^T; (j = 1; ::; n) .

Őŕřěďěńěŋĺě. A_{ef} = (a_{ij}) ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ őšőąřăęěŋĺ£ ’ őšŋőśĺšěńĳŋő ąăğĺśőć e; f. Ŕşśšĳ y = ’x; x_e = (x_1; ::; x_n)^T; y_f = (y_1; ::; y_m)^T - łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć x; y ć ąăğĺśăţ e; f śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă y = ’x = ’(x_1e_1 + ::: + x_ne_n) = (’e_1::::’e_n)x_e = (f_1:::f_m)A_{ef}x_e. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż

y = (f_1:::f_m)y_f . Řăğńőęěŋĺě ŕő ąăğĺśş ěďĺŋśšćěŋŋő, ŕő¡šőňş y_f = A_{ef}x_e.

Šăłĺň őąřăğőň, śŕřăćěďńĺćő śńěďş¿źěě şšćěřęďěŋĺě.

Şšćěřęďěŋĺě 2. Őšőąřăęěŋĺ£ śőćŕăďă¿š, ěśńĺ śőćŕăďă¿š ĺţ ğŋăůěŋĺ£ ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ. Ĺğňěŋěŋĺě ňăšřĺűż őšőąřăęěŋĺ£ ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ąăğĺśőć. Ćżąěřěň ć V; W ąăğĺśż e^′; f^′ śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕşśšĳ P - ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš e ł e^′ Q - ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš f ł f^′. Šőčďă x_e = Px_e′ ; y_f =

Qy_f ′ ; y_f = Aefx_e → Qy_f ′ = A_{ef} Px_e′ → y_f ′ = Q^{−1}A_{ef} Px_e′ → A_e′_f ′ = Q^{−1}A_{ef} P:

Ěśńĺ ’ - ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, šő ňăšřĺűă őąőğŋăůăěšś£ A_e ĺ ĺğňěŋ£ěšś£ ŕő ťőřňşńě A_e′ = P^{−1}A_eP:

Őŕřěďěńěŋĺě. Ňăšřĺűż A; B ŋăğżćă¿šś£ ŕőďőąŋżňĺ, ěśńĺ ďń£ ŋěłőšőřőľ ŋěćżřőęďěŋŋőľ ňăšřĺűż P ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő A = P^{−1}BP.

Ďăńěě, ŕő şňőńůăŋĺ¿, ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő őąőğŋăůăěšś£ śĺňćőńőň V, őŕěřăšőř - śĺňćőńőň

’, ňăšřĺűă őŕěřăšőřă śĺňćőńőň A, dimV = n .

Ŕřĺňěřż. 1. Ňăšřĺűă ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ ć ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ≤ n. 2. Ňăšřĺűă ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ŋă ŕńőśłőśšĳ n^Tx = 0 ć R^3.

a) ć ěśšěśšćěŋŋőň ąăğĺśě (A = E − 1 n^Tn nn^T).

b) ć ąăğĺśě n; a; b, čďě a; b ŕřĺŋăďńěęăš ŕńőśłőśšĺ.

3. Ňăšřĺűa őŕěřăšőřă, łőšőřőě ŕěřěćőďĺš ğăďăŋŋżě ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżě ćěłšőřż a_1; a_2; a_3 ć ćěłšőřż

b_1; b_2; b_3.

Ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő L ⊂ V ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő V^’→ V, ěśńĺ ’L ⊆ V: Şšćěřęďěŋĺě 3. Śşňňă ĺ ŕěřěśěůěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć £ćń£¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ.

Ŕşśšĳ L ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďřőśšřăŋśšćő, H_1 = {h_1; h_2; ::; h_k} - ąăğĺś L. H_2 = {h_{k+1}; ::; h_n} - ďőŕőńŋěŋĺě

H_1 ďő ąăğĺśă ŕřőśšřăŋśšćă. Šőčďă ňăšřĺűă őŕěřăšőřă ć ąăğĺśě H_1 ∪ H_2 ĺňěěš ąńőůŋżľ ćĺď ( A B O D ) ; čďě

A - ňăšřĺűă řăğňěřőć (kxk), O - ŋşńěćă£ ňăšřĺűă řăğňěřőć ((n-k)xk).

Ěśńĺ V ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć L_1; L_2 , šő ć ąăğĺśě V, ŕőńşůěŋŋőň őąžěďĺŋě-

ŋĺěň ąăğĺśőć L_1; L_2 ňăšřĺűă őŕěřăšőřă ĺňěěš ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď ( A O^T O D ) : Ąőńěě őąźă£ ťőřňşńĺřőćłă: Ěśńĺ V ěśšĳ ŕř£ňă£ śşňňă ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć L_1; L_2; ::; L_s , šő ć ąăğĺśě V, ŕőńşůěŋŋőň őąžěďĺŋěŋĺěň ąăğĺśőć L_1; L_2; ::; L_s ňăšřĺűă őŕěřăšőřă ĺňěěš ąńőůŋő-ďĺăčőŋăńĳŋżľ

ćĺď diag(A_1; A_2; ::; A_s), ŕőř£ďőł łćăďřăšŋőľ ňăšřĺűż A_i řăćěŋ dim L_i.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř a ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ďń£ őŕěřăšőřă ’ , ěśńĺ ’(a) = ˘a ďń£ ŋěłőšőřőčő ůĺśńă ˘. İšő ůĺśńő ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň ůĺśńőň, őšćěůă¿źĺň śőąśšćěŋŋőňş ćěłšőřş a.

Ğăňěůăŋĺě. Śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř őŕěřăšőřă £ćń£ěšś£ ąăğĺśőň őďŋőňěřŋőčő ĺŋćăřĺăŋšŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă.

Şšćěřęďěŋĺě 4. Śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, őšćěůă¿źĺě řăğŋżň śőąśšćěŋŋżň ůĺśńăň, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż.(ĺŋďşłűĺ£)

Ŕşśšĳ őŕěřăšőř ĺňěěš cĺśšěňş n ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć H = {h_1; ::; h_n}, ă ˘_1; ::; ˘_n - śŕĺśőł śőőšćěšśšćş¿źĺţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń. Šőčďă ć ąăğĺśě H ňăšřĺűă őŕěřăšőřă ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď

diag(˘_1; ::; ˘_n).

Ŋăţőęďěŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ŕşśšĳ őŕěřăšőř ğăďăŋ śćőěľ ňăšřĺűěľ A. Ďń£ ŋăţőęďěŋĺ£ śőąśšćěŋŋőčő ćěłšőřă ŋăďő řěÿĺšĳ ŋěńĺŋěľŋş¿ śĺśšěňş şřăćŋěŋĺľ Ax = ˘x, ć łőšőřőľ ŋěĺğćěśšŋż ˘ ĺ x. Ŕřěőąřăğşěň śĺśšěňş ł ćĺďş (A ˘E)x = 0: (3)

Łăł śńěďşěš ĺğ ŕřăćĺńă Łřăňěřă, ¡šă śĺśšěňă ĺňěěš ŋěŋşńěćőě řěÿěŋĺě ńĺÿĳ ć śńşůăě, łőčďă det(A−˘E) = 0. Ŕőńşůěŋŋőě şřăćŋěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň, ă ňŋőčőůńěŋ det(A − ˘E) ŋăğżćăěšś£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ňŋőčőůńěŋőň. Řěÿă£ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőě şřăćŋěŋĺě, ŋăţőďĺň śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ˘_1; ::; ˘_n. Ŕőďśšăćń££ śőąśšćěŋŋőě ůĺśńő ˘_k ć şřăćŋěŋĺě (3) ŋăţőďĺň śőőšćěšśšćş¿źĺľ śőąśšćěŋŋżľ ćěłšőř h_k.