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1. Ââåäåíèå. Àãðåãàöèåé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íà-
çûâàåòñÿ ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ýêâèâàëåíòíîãî èñõîäíîé ñèñòåìå â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû ñîâïàäàþò. Îáçîð ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ àãðåãèðóþùåãî
óðàâíåíèÿ ïðèâåäåí â êíèãå [1]. Â ðàáîòàõ [2],[3] èçëîæåíû ìåòîäû, íå âîøåäøèå â ýòó
êíèãó. Àãðåãàöèÿ ïîçâîëÿåò ñâîäèòü îáùóþ çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ê çàäà÷å î ðþêçàêå. Ïðèíöèïèàëüíûì íåäîñòàòêîì àãðåãàöèè ÿâëÿåòñÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ çàâèñèñìîñòü êîýôôèöèåíòîâ àãðåãèðóþùåãî óðàâíåíèÿ îò ÷èñëà óðàâíåíèé
ñèñòåìû [4]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñïîñîáà ñâåäåíèÿ îá-
ùåé çàäà÷è ê çàäà÷å î ðþêçàêå ñ âîçìîæíî ìåíüøèì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ïðåäëàãàåìûé
çäåñü ïîäõîä, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, â ëèòåðàòóðå íå îïèñàí è îñíîâàí íà òîì ïðîñòîì
ñîîáðàæåíèè, ÷òî ïîñêîëüêó îïòèìóì â çàäà÷àõ ÖËÏ äîñòèãàåòñÿ íà êðàéíèõ òî÷êàõ, òî
äîñòàòî÷íî íàéòè óðàâíåíèå, ñðåäè êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
ðåøåíèé êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ âñå êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ðå-
øåíèé ñèñòåìû. Òàêîå óðàâíåíèå áóäåì íàçûâàòü Ê-àãðåãèðóþùèì. Õîòÿ â íîâîì ñïîñîáå
íå óäàëîñü óñòðàíèòü óïîìÿíóòûé íåäîñòàòîê, îí ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ñ ìåíüøèìè çíà-
÷åíèåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ÷åì ó ëþáîãî ñïîñîáà àãðåãàöèè.

2. Íàõîæäåíèå Ê-àãðåãèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü A ìàòðèöà ðàçìåðîâ m × n
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ýëåìåíòàìè, b = (b1, .., bm)T - öåëûé âåêòîð,

f = (1, b1 + 1, ..,
m−1∏
i=1

(bi + 1)), M - ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

óðàâíåíèé
Ax = b, (1)

Ëåììà 1 Òî÷êà b ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé â ìíîæåñòâå N íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

ft = fb (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

min
t∈N

(t1 + ..+ tm)

äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè t = b, ñëåäîâàòåëüíî b - êðàéíÿÿ.

Òåîðåìà 1 Åñëè M 6= ∅, òî óðàâíåíèå

fAx = fb (3)

ÿâëÿåòñÿ Ê-àãðåãèðóþùèì äëÿ ñèñòåìû (1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ′ - ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(3). Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà x0 ∈ M íå êðàéíÿÿ äëÿ M ′ áóäåò íå
êðàéíåé äëÿ M . Ïóñòü x1, ..xr òî÷êè èç M ′ îòëè÷íûå îò x0 è

x0 =
r∑

i=1

λix
i,

r∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0 (i = 1, .., r) (4)

Òîãäà

Ax0 =
r∑

i=1

λiAx
i,

r∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0 (i = 1, .., r) (5)

Òàê êàê êàæäûé èç âåêòîðîâ Axi(i = 1, .., r) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (2) è Ax0 = b, òî èç ëåììû è ñîîòíîøåíèé (5) ñëåäóåò, ÷òî Axi = b, òî åñòü
xi ∈M(i = 1, .., r). Ñîîòíîøåíèÿ (4) îçíà÷àþò, ÷òî x0 íå êðàéíÿÿ äëÿ M .

3. Ñâåäåíèå ê çàäà÷å îðþêçàêå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Íàéòèmin
x∈M

cx (6)

Ïóñòü L - öåëîå ÷èñëî ïðåâûøàþùåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè; e - ñòðîêà èç m åäèíèö;
k - öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó c+ keA ≥ 0; H = L+ keb+ 1.

Òåîðåìà 2 Åñëè M 6= ∅, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (6) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

Íàéòè min(cx+HeAx)

ïðè óñëîâèè fAx = fb (7)

x− öåëûéíåîòðèöàòåëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 òàêîé âåêòîð, ÷òî Ax) 6= b. Òîãäà èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

cTx0 +HeTAx0 ≥ (H − k)(eT b+ 1) = k(eT b)2 + (L+ k + 1)eT b+ L+ 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò x′ òàêîé, ÷òî cTx′ ≤ L è Ax′ = b, ñëåäîâàòåëüíî,

cTx′ +HeTAx′ ≤ L+HeT b = k(eT b)2 + (L+ k + 1)eT b+ L.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (7) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (6).

4. Íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Ðàññìîòðèì Ê-àãðåãèðóþùåå óðàâ-
íåíèå

aTx = a0, (8)

ãäå a ≥ 0, äëÿ ñèñòåìû (1). Ïóñòü x0 = (x01, .., x
0
n) - êðàéíÿÿ òî÷êà â ìíîæåñòâå M .

Òåîðåìà 3 a0 ≥
n∏

i=1
(x0i + 1)− 1

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü t1, t2 òàêèå, ÷òî

t1 6= t2, 0 ≤ t1 ≤ x0, 0 ≤ t2 ≤ x0, aT t1 = aT t2,

òîãäà òî÷êè
x1 = x0 − t1 + t2, x2 = x0 + t1 − t2

ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (8) è

x0 =
1

2
(x1 + x2).

Íî ýòî ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 êðàéíÿÿ òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî, aT t ïðè

0 ≤ t ≤ x0 ïðèíèìàåò
n∏

i=1
(x0i +1) ðàçëè÷íûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, íå ïðåâû-

øàþùèõ a0, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.
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