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� ½²®© £« ¢¥ ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥­» ²¥ ¬ £­¨²­»¥ ±¢®©±²¢  ¤¨½«¥ª-
²°¨ª®¢, ª®²®°»¥ ®¡³±«®¢«¥­» ¬ £­¨²­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨  ²®¬®¢ ¨«¨
¨®­®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ¤ ­­®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«®. �«¥ª²°®­-½«¥ª²°®­­®¥
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ®ª §»¢ ²¼ ¯°¨­¶¨¯¨ «¼­®¥ ¢«¨¿-
­¨¥ ­  ¬ £­¨²­»¥ ±¢®©±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥«, ¡³¤¥² ° ±±¬®²°¥­® ¢ ±«¥-
¤³¾¹¥© £« ¢¥.

�°¨ ®¡±³¦¤¥­¨¨ «®ª «¨§®¢ ­­»µ ½«¥ª²°®­®¢ ¢ ª°¨±² ««¥ ¢ ª -
·¥±²¢¥ ¨±µ®¤­»µ ±®±²®¿­¨© ½«¥ª²°®­®¢ ¬®¦­® ¢§¿²¼ ±®±²®¿­¨¿
½«¥ª²°®­®¢ ¢ ±¢®¡®¤­»µ  ²®¬ µ ¨«¨ ¨®­ µ,   ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ± ¤°³-
£¨¬¨  ²®¬ ¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¢®§¬³¹¥­¨¥. �«¿
®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±®±²®¿­¨¿  ²®¬  ¢ ®¤­®½«¥ª²°®­­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¤®-
±² ²®·­® §­ ²¼ ±®±²®¿­¨¥ ¢±¥µ ¥£® ½«¥ª²°®­®¢ ¨«¨, ¤°³£¨¬¨ ±«®-
¢ ¬¨, ·¥²¢¥°ª³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª¢ ­²®¢»µ ·¨±¥« (n, l, ml, ms)
¤«¿ ª ¦¤®£® ½«¥ª²°®­ . �°¨ ½²®¬ ª ¦¤ ¿ ·¥²¢¥°ª  ·¨±¥«, ±®-
£« ±­® ¯°¨­¶¨¯³ � ³«¨, ¬®¦¥² ¢µ®¤¨²¼ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ²®«¼ª®
®¤¨­ ° §. �­¥°£¨¿ ½«¥ª²°®­  ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨
§ ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¤¢³µ ª¢ ­²®¢»µ ·¨±¥« n ¨ l ¨ ª ¦¤®¬³ ³°®¢­¾
½­¥°£¨¨, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¬³ ¯ °®© (n; l), ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥²
2(2l + 1) ±®±²®¿­¨©, ª®²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ®°¨¥­² -
¶¨¥© ®°¡¨² «¼­®£® ¨ ±¯¨­®¢®£® ¬®¬¥­²®¢. �®½²®¬³ ½«¥ª²°®­»,
®¡° §³¾¹¨¥ ®¡®«®·ª³  ²®¬  (¨®­ ), ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿ ­  ®¯°¥¤¥«¥­-
­»¥ £°³¯¯» (¯®¤®¡®«®·ª¨), ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼
± ¬®¥ ¡®«¼¸¥¥ 2(2l+ 1) ½«¥ª²°®­®¢. �±­®¢­»¬ ±®±²®¿­¨¥¬  ²®¬ 
¯°¨­¿²® ±·¨² ²¼ ±®±²®¿­¨¥ ± ­ ¨¬¥­¼¸¥© ½­¥°£¨¥©. � ª ª ª ½­¥°-
£¨¿ ½«¥ª²°®­  ¢  ²®¬¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¯°¨ ¢®§° ±² ­¨¨ ª¢ ­²®¢®£®
·¨±«  n,   ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ n | ¯°¨ ¢®§° ±² ­¨¨ ®°¡¨² «¼-
­®£® ·¨±«  l, ¯®¤®¡®«®·ª¨ ¢ ®±­®¢­®¬ ±®±²®¿­¨¨  ²®¬  § ¯®«­¿-
¾²±¿ ½«¥ª²°®­ ¬¨ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ 1s, 2s, 2p, 3s ¨ ² ª ¤ «¥¥
(§¤¥±¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ®¡»·­»¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿ s, p, d; : : : ¤«¿ ±®±²®-
¿­¨© ± l = 0; 1; 2; : : :). �±ª«¾·¥­¨¥ ±®±² ¢«¿¾² ½«¥ª²°®­» ­  d-
¨ f -®¡®«®·ª µ, ª®²®°»¥ · ±²® § ¯®«­¿¾²±¿ ³¦¥ ¯®±«¥ ²®£®, ª ª
¯°®¨§®¸«® § ¯®«­¥­¨¥ s- ¨ p- ±®±²®¿­¨©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¡®«¥¥
¢»±®ª®¬³ §­ ·¥­¨¾ ·¨±«  n, ² ª ª ª d- ¨ f -®¡®«®·ª¨ ®¡« ¤ ¾²
¡®«¥¥ ¢»±®ª®© ½­¥°£¨¥©. � ª®¥ ¿¢«¥­¨¥ ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ ³ ² ª ­ §»-
¢ ¥¬»µ ¯¥°¥µ®¤­»µ ¨ °¥¤ª®§¥¬¥«¼­»µ ½«¥¬¥­²®¢ �¥°¨®¤¨·¥±ª®©
² ¡«¨¶».
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� £­¨²­»© ¬®¬¥­² ±¢®¡®¤­®£®  ²®¬  (¨«¨ ¨®­ ) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
±®¡±²¢¥­­»¬ ±¯¨­®¬ ½«¥ª²°®­®¢, ®°¡¨² «¼­»¬ ¬®¬¥­²®¬, ±¢¿§ ­-
­»¬ ± ¤¢¨¦¥­¨¥¬ ½«¥ª²°®­  ®ª®«® ¿¤° , ¨ ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ½²®£® ®°-
¡¨² «¼­®£® ¬®¬¥­²  ¯°¨ ¯°¨«®¦¥­¨¨ ¢­¥¸­¥£® ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿.
�¥°¢»¥ ¤¢  ½´´¥ª²  ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯ ° ¬ £­¥²¨§¬, ± ²°¥²¼¨¬ ½´-
´¥ª²®¬ ±¢¿§ ­® ¿¢«¥­¨¥ ¤¨ ¬ £­¥²¨§¬ .

� ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ¢¥¹¥±²¢  M ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬ £­¨²­»©
¬®¬¥­² ¥¤¨­¨¶» ®¡º¥¬ , ¨ ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¥±²¼ ®²-
­®¸¥­¨¥ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨ ª ¨­¤³ª¶¨¨ ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿ B

� =
M

B
¢ ���� ¨«¨ � =

�0M

B
¢ ¥¤¨­¨¶ µ ��; (11.1)

£¤¥ �0 = 4� � 10�7 �­/¬ | ¬ £­¨²­ ¿ ¯°®­¨¶ ¥¬®±²¼ ¢ ª³³¬ .
�¥¹¥±²¢  ± ®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬ £­¨²­®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼¾ ­ -

§»¢ ¾²±¿ ¤¨ ¬ £­¥²¨ª ¬¨,   ± ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±-
²¼¾ | ¯ ° ¬ £­¥²¨ª ¬¨.

11.1. �¨½«¥ª²°¨ª¨ ± ¯®«­®±²¼¾
§ ¯®«­¥­­»¬¨ ½«¥ª²°®­­»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨

�¨ ¬ £­¥²¨§¬ ±¢¿§ ­ ± ²¥­¤¥­¶¨¥© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ § °¿¤®¢, ¯®-
¬¥¹¥­­»µ ¢® ¢­¥¸­¥¥ ¬ £­¨²­®¥ ¯®«¥, · ±²¨·­® ¥£® ½ª° ­¨°®-
¢ ²¼. � ª« ±±¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥ ®¡º¿±­¥­¨¥ ¿¢«¥­¨¿ ¤¨ ¬ £­¥²¨§¬ 
®±­®¢ ­® ­  ²¥®°¥¬¥ � °¬®° , ±®£« ±­® ª®²®°®© ¤¢¨¦¥­¨¥ ½«¥ª-
²°®­  ¢®ª°³£ ¿¤°  ¢ ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ B ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯®
¢¥«¨·¨­¥ ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¡¥§ ¯®«¿. �®
­  ½²® ¤¢¨¦¥­¨¥ ­ ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¤®¯®«­¨²¥«¼­ ¿ ¯°¥¶¥±±¨¿ ± � °-
¬®°®¢±ª®© · ±²®²®© !L

!L =
eB

2m0c
: (11.2)

�³±²¼ ½«¥ª²°®­ ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ®°¡¨²¥, ±®§¤ ¢ ¿ ¬ £­¨²­»© ¬®-
¬¥­² (����)

M =
iS

c
=

e�

c
S; (11.3)

£¤¥ i | ²®ª, S = �r2 | ¯«®¹ ¤¼ ®°¡¨²», r | ° ¤¨³± ®°¡¨²»,
! = 2��, ¨ ±ª®°®±²¼ ¤¢¨¦¥­¨¿ ½«¥ª²°®­  ±¢¿§ ­  ± · ±²®²®© ±®®²-
­®¸¥­¨¥¬ v = !r. �®£¤  (11.3) ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ² ª:

M =
e!

2�c
�r2 =

em0vr

2m0c
=

e

2m0c
L; (11.4)

£¤¥ L = m0vr| ®°¡¨² «¼­»© ¬®¬¥­². �¥«¨·¨­  e=(2m0c) = M=L
­ §»¢ ¥²±¿ £¨°®¬ £­¨²­»¬ ®²­®¸¥­¨¥¬.

� ®²±³²±²¢¨¥ ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿ ±¨«» ª³«®­®¢±ª®£® ¯°¨²¿¦¥­¨¿
½«¥ª²°®­  ª¿¤°³ fª³« = e2=r2 ¨ ¶¥­²°®¡¥¦­ ¿ ±¨«  f¶¥­ = m0v

2
0=r
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³° ¢­®¢¥¸¨¢ ¾² ¤°³£ ¤°³£ , ±«¥¤®¢ ²¥«¼­® �0 =
p
e2=(m0r3).

� ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ B ­  ½«¥ª²°®­ ¤¥©±²¢³¥² ±¨«  �®°¥­¶  fL =
= � ev0B=c, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ½«¥ª²°®­ ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ®°¡¨²¥ ³¦¥ ±
¤°³£®© ±ª®°®±²¼¾:

m0v
2
1

r
=

m0v
2
0

r
�
ev0B

c
: (11.5)

�¨¡®, ¢ ¯¥°¢®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯® ° §­¨¶¥ ±ª®°®±²¥© v1 � v0 = �v,

m0(v21 � v20)

r
=

2m0v0�v

r
= �

ev0B

c
: (11.6)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¨§¬¥­¥­¨¿ · ±²®²» ¢ ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ ¨¬¥¥¬:

�� = �
eB

2m0c
: (11.7)

�, ±®£« ±­® (11.3, ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¬ £­¨²­®£® ¬®¬¥­²  ­ 
¢¥«¨·¨­³

�M = �
e2r2

4m0c2
B: (11.8)

�«¿ ±¨±²¥¬» ¨§ Z ½«¥ª²°®­®¢ ¢¥«¨·¨­³ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¬ £­¨²­®£®
¬®¬¥­²  ­³¦­® ³±°¥¤­¨²¼ ¯® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦­»¬ ®°¡¨² ¬. � ±«³· ¥
±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·­®£®  ²®¬  ¨«¨ ¨®­  ¨¬¥¥¬:

hr2i =
2

3
r2: (11.9)

�§ (11.8) ¨ (11.9) ¤«¿ �M ¯®«³·¨¬ (n | ­®¬¥° ®°¡¨²»)

�M = �
e2B

6m0c2

X
n

r2n: (11.10)

�®®²­®¸¥­¨¥ ¤«¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ±«¥¤³¥² ¨§ (11.1):

� = �
e2

6m0c2

X
n

r2n: (11.11)

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ª¢ ­²®¢®-¬¥µ ­¨·¥±ª³¾ ²¥®°¨¾ ¤¨ ¬ £­¥-
²¨§¬ . �±«¨  ²®¬ (¨«¨ ¨®­) ­ µ®¤¨²±¿ ¢ ®¤­®°®¤­®¬¢­¥¸­¥¬ ¬ £-
­¨²­®¬ ¯®«¥, ²® ±®±²®¿­¨¿ ½«¥ª²°®­®¢ ¢ ½²®¬  ²®¬¥ ®¯¨±»¢ ¾²±¿
¨§¬¥­¥­­»¬ £ ¬¨«¼²®­¨ ­®¬: ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿

P
i
p2i =(2m0)

¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¨¬¯³«¼±  ±®£« ±­® ±®®²­®¸¥-
­¨¾

pi ! pi +
e

c
A(ri); (11.12)
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£¤¥ A(ri) | ¢¥ª²®°­»© ¯®²¥­¶¨ «:

A(r) = �
1

2
r�B: (11.13)

�¥®¡µ®¤¨¬® ² ª¦¥ ¤®¡ ¢¨²¼ ½­¥°£¨¾ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±¯¨­  ½«¥ª-
²°®­  ± ¬ £­¨²­»¬ ¯®«¥¬ (¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨, ­ ¯° ¢«¥­­»¬
¢¤®«¼ ®±¨ z)

�H = g0�BBSz ; (11.14)

£¤¥ Sz =
P
i
Sz
i , S

z
i = (1=2)�z, �z | z-ª®¬¯®­¥­²  ¬ ²°¨¶» � -

³«¨; �B = e~=(2m0c) � 0;579 � 10�8 ½�/�± | ¬ £­¥²®­ �®°  ¨
g0 = 2

�
1 + e2=(2�~c) + : : :

�
� 2;002 | ½«¥ª²°®­­»© g-´ ª²®°,

ª®²®°»© ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¡³¤¥² ¯®« £ ²¼±¿ ° ¢­»¬ 2.
� °¥§³«¼² ²¥ ®¯¥° ²®° ª¨­¥²¨·¥±ª®© ½­¥°£¨¨ ±«¥¤³¥² § ¯¨± ²¼

² ª:X
i

p2i
2m0

!
1

2m0

X
i

�
pi +

e

c
A(ri)

�2
=

1

2m0

X
i

�
pi �

e

2c
ri �B

�2
;

(11.15)

¨ ¯®«­»© £ ¬¨«¼²®­¨ ­, ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ±®±²®¿­¨¿ ½«¥ª²°®­  ¢
 ²®¬¥ ¢ ¯°¨±³²±²¢¨¨ ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿, ¨¬¥¥² ¢¨¤

H =
X
i

p2i
2m0

+ �B(L+ g0S)B+
e2

8m0c2
B2
X
i

(x2i + y2i ); (11.16)

£¤¥ L = 1=~
P
i
ri�pi | ®°¡¨² «¼­»© ¬®¬¥­² ½«¥ª²°®­®¢ ¢  ²®¬¥.

�§¬¥­¥­¨¥ ¯®«­®© ½­¥°£¨¨ ½«¥ª²°®­  ¢ ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ ¬®¦­®
¯®«³·¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ²¥®°¨¾ ¢®§¬³¹¥­¨© ¨³·¨²»¢ ¿ ·«¥­» ¢¯«®²¼
¤® ¢²®°®© ±²¥¯¥­¨ ¯® B:

�E = �BBhnjL + g0Sjni+
X
n0 6=n

��hnj�BB(L+ g0S)jn
0i
��2

En � En0

+

+
e2

8m0c2
B2

*
n

�����
X
i

(x2i + y2i )

�����n
+
; (11.17)

£¤¥ ¢¢¥¤¥­® ®¡®§­ ·¥­¨¥ ¬ ²°¨·­®£® ½«¥¬¥­² 

hnjAjn0i =

Z
V

'�n0(r)A'n(r)dV:



11.1. �¨½«¥ª²°¨ª¨ ± ¯®«­®±²¼¾ § ¯®«­¥­­»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨ 273

�®°¬³«  (11.17) ¯°¨¬¥­¨¬  ª «¾¡»¬  ²®¬ ¬ (¨®­ ¬) ª ª ± § -
¯®«­¥­­»¬¨, ² ª ¨ ± ­¥§ ¯®«­¥­­»¬¨ ½«¥ª²°®­­»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨.

�«¿  ²®¬®¢ (¨«¨ ¨®­®¢) ± ¯®«­®±²¼¾ § ¯®«­¥­­»¬¨ ½«¥ª²°®­-
­»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨ ¢ ®±­®¢­®¬ ±®±²®¿­¨¨ ±¯¨­®¢»© ¨ ®°¡¨² «¼­»©
¬®¬¥­²» ° ¢­» ­³«¾: L = S = 0. � (11.17) ®±² ¥²±¿ ²®«¼ª®
²°¥²¨© ·«¥­, ª®²®°»©, ± ³·¥²®¬ ±´¥°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨  ²®¬®¢ ±
§ ¯®«­¥­­®© ®¡®«®·ª®©, ¯°¨®¡°¥² ¥² ¢¨¤:

�E =
e2

12m0c2
B2

*
0

�����
X
i

r2i

����� 0
+
: (11.18)

� ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ¨¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ª ª
¯¥°¢ ¿ ¨ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ®² ½­¥°£¨¨ ¯® ¬ £­¨²­®¬³ ¯®«¾:

M = �
@E

@B
= �

@�E

@B
; (11.19)

� = �
@2�E

@B2
= �

e2

6m0c2

*
0

�����
X
i

r2i

����� 0
+
: (11.20)

�¨ ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ (11.20) ±®¢¯ ¤ ¥² ± (11.11), ¢»-
·¨±«¥­­®© ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ½²®© ¢¥«¨·¨­»
¤«¿ ®²¤¥«¼­»µ  ²®¬®¢ (¨®­®¢) ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ±°¥¤­¥£®

ª¢ ¤° ²  ° ¤¨³±  ®°¡¨² ½«¥ª²°®­®¢ ¢  ²®¬¥ hr2i =

�
0

����P
i
r2i

���� 0
�

¤«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ½«¥ª²°®­­®© ¯«®²­®±²¨ ¢  ²®¬¥.
�¡»·­® ¨±¯®«¼§³¾² ¬®«¿°­»¥ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨, ª®²®°»¥ ®¯-

°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢¥«¨·¨­®© ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨ ¬®«¿ ¢¥¹¥±²¢ ,   ­¥ ¥¤¨-
­¨¶» ®¡º¥¬  ¢¥¹¥±²¢ :

�¬®«¼ = �
NA

N
V; (11.21)

�¬®«¼ = �NA

e2

6m0c2


r2
�
= �Zi �

�
e2

~c

�2
NAa

3
0

6

*�
r

a0

�2
+
;

(11.22)

£¤¥ Zi | § °¿¤ ¨®­ , a0 = ~2=mZie
2 = 0;529�A | ° ¤¨³± �®° ,

e2=~c = 1=137, NA = 6;02 � 1023¬®«¼�1, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

�¬®«¼ = �0;79 � Zi � 10
�12

*�
r

a0

�2
+

¬3=¬®«¼: (11.23)

�¨¤­®, ·²® ²¨¯¨·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¤¨ ¬ £­¨²­®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨
�¬®«¼ � �10�5 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢®§­¨ª ¾¹ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼
¤¨ ¬ £­¨²­®£® ¢¥¹¥±²¢  ¬ «  ¤ ¦¥ ¯°¨ ¡®«¼¸®© ¢¥«¨·¨­¥ ¬ £-
­¨²­®£® ¯®«¿ B (±¬. (11.1)).
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11.2. � ° ¬ £­¥²¨§¬

� £­¨²­»¥ ±¢®©±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥«, ±®¤¥°¦ ¹¨µ  ²®¬» ¨«¨ ¨®­»
± ­¥§ ¯®«­¥­­»¬¨ ½«¥ª²°®­­»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨, ±³¹¥±²¢¥­­® ®²«¨-
· ¾²±¿ ®² ±¢®©±²¢ ¢¥¹¥±²¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ § ¯®«­¥­­»¥ ½«¥ª²°®­-
­»¥ ®¡®«®·ª¨. � £­¨²­»© ¬®¬¥­²  ²®¬  ¨«¨ ¨®­  ¢ ±¢®¡®¤­®¬
±®±²®¿­¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

� = �g�BJ; (11.24)

£¤¥ J = L+ S | ¯®«­»© ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­²,   §­ ·¥­¨¥ ´ ª²®° 
g ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ � ­¤¥

g = 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1)� l(l+ 1)

2j(j + 1)
: (11.25)

�®±²®¿­¨¿  ²®¬  (¨®­ ) ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ª¢ ­²®¢»¬¨ ·¨±« ¬¨ l,
lz, s, sz , j, jz, ¿¢«¿¾¹¨¬¨±¿ ±®¡±²¢¥­­»¬¨ ±®±²®¿­¨¿¬¨ ±®®²-
¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢ L̂2, L̂z , Ŝ2, Ŝz, Ĵ2, Ĵz ± ±®¡±²¢¥­­»¬¨
§­ ·¥­¨¿¬¨ l(l+ 1), lz , s(s+ 1), sz , j(j+ 1), jz . � ¯®«­¥­¨¥ ½«¥ª-
²°®­­»µ ®¡®«®·¥ª ¢  ²®¬¥ ¯®¤·¨­¿¥²±¿ ¯° ¢¨« ¬ �³­¤ .

1. � ¨­¨§¸¥© ½­¥°£¨¥© ®¡« ¤ ¥² ±®±²®¿­¨¥ ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬
§­ ·¥­¨¥¬ ±³¬¬ °­®£® ±¯¨­  s, ¤®¯³±ª ¥¬»¬ ¯°¨­¶¨¯®¬ � ³«¨.

2. � ª±¨¬ «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ ®°¡¨² «¼­®£® ¬®¬¥­²  ±®®²¢¥²±²¢³¥²
¬ ª±¨¬ «¼­®¬³ §­ ·¥­¨¾ ±³¬¬ °­®£® ±¯¨­®¢®£® ¬®¬¥­² , ¤®¯³±-
ª ¥¬®£® ¯°¨­¶¨¯®¬ � ³«¨.

3. �­ ·¥­¨¥ ¯®«­®£® ¬®¬¥­²  J = jL � Sj, ª®£¤  ®¡®«®·ª  § -
¯®«­¥­  ¬¥­¥¥ ·¥¬ ­  ¯®«®¢¨­³ ¨ J = jL + Sj, ª®£¤  ®¡®«®·ª 
§ ¯®«­¥­  ¡®«¥¥ ·¥¬ ­  ¯®«®¢¨­³. �°¨ § ¯®«­¥­¨¨ ®¡®«®·ª¨ ­ -
¯®«®¢¨­³ ¢»¯®«­¿¥²±¿: J = S.

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  § ¯®«­¥­¨¿ ½«¥ª²°®­­»µ ®¡®«®·¥ª ¯® ¯° -
¢¨« ¬ �³­¤  ¢ ² ¡«. 11.1 ¯®ª § ­  ±²°³ª²³°  d- ¨ f -®¡®«®·¥ª.

�°¨ ¨§³·¥­¨¨ ¬ £­¨²­»µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«, ±®¤¥°¦ ¹¨µ
 ²®¬» ¨«¨ ¨®­» ± ­¥§ ¯®«­¥­­»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨, ±«¥¤³¥² ° §«¨· ²¼
¤¢  ±«³· ¿.

A. �±«¨ ­¥§ ¯®«­¥­­ ¿ ®¡®«®·ª  ª ª®£®-«¨¡® ¨®­  ±®¤¥°¦¨²
­  ®¤¨­ ½«¥ª²°®­ ¬¥­¼¸¥ ­ ¯®«®¢¨­³ § ¯®«­¥­­®©, ²® ¯°¨ ½²®¬
J = 0 (±¬. ² ¡«. 11.1), ¨ ®±­®¢­®¥ ±®±²®¿­¨¥ ¨®­ , ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥
¯®«­®±²¼¾ § ¯®«­¥­­®© ®¡®«®·ª¨, ­¥ ¢»°®¦¤¥­®. �¨­¥©­»© ·«¥­
¢ (11.17) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼, ­® ¢²®°®© ·«¥­ (¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±«³· ¿
± § ¯®«­¥­­®© ®¡®«®·ª®©) ­¥ ° ¢¥­ ­³«¾. �§¬¥­¥­¨¥ ½­¥°£¨¨ ¢®
¢­¥¸­¥¬ ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ ¯°¨ ½²®¬ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

�E =
e2

8m0c2
B2

*
n

�����
X
i

(x2i + y2i )

�����n
+
�
X
n

jh0j�BB(L+ g0S)jnij2

En �E0

;

(11.26)
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�  ¡ «¨¶   11.1. �±­®¢­»¥ ±®±²®¿­¨¿ ¨®­®¢ ± · ±²¨·­® § ¯®«­¥­­»¬¨
d- ¨ f -®¡®«®·ª ¬¨, ­ ©¤¥­­»¥ ¯® ¯° ¢¨« ¬ �³­¤ �

d-®¡®«®·ª  (l = 2) S L J �¥°¬

lz

n 2 1 0 �1 �2

1 " 1=2 2 3=2 J = jL� Sj 2D3=2

2 " " 1 3 2 3F2
3 " " " 3=2 3 3=2 4F3=2
4 " " " " 2 2 0 5D0

5 " " " " " 5=2 0 5=2 6S5=2

6 "# " " " " 2 2 4 J = L+ S 5D4

7 "# "# " " " 3=2 3 9=2 4F9=2
8 "# "# "# " " 1 3 4 3F4
9 "# "# "# "# " 1=2 2 5=2 2D5=2

10 "# "# "# "# "# 0 0 0 1S0

f -®¡®«®·ª  (l = 3) S L J �¥°¬

lz

n 3 2 1 0 �1 �2 �3

1 " 1=2 3 5=2 2F5=2
2 " " 1 5 4 3H4

3 " " " 3=2 6 9=2 4I9=2
4 " " " " 2 6 4 J = jL� Sj 5I4
5 " " " " " 5=2 5 5=2 6H5=2

6 " " " " " " 3 3 0 7F0
7 " " " " " " " 7=2 0 7=2 8S7=2

8 "# " " " " " " 3 3 6 7F6
9 "# "# " " " " " 5=2 5 15=2 6H15=2

10 "# "# "# " " " " 2 6 8 5I8
11 "# "# "# "# " " " 3=2 6 15=2 J = L+ S 4I15=2
12 "# "# "# "# "# " " 1 5 6 3H6

13 "# "# "# "# "# "# " 1=2 3 7=2 2F7=2
14 "# "# "# "# "# "# "# 0 0 0 1S0
�� ¡«¨¶  ¢§¿²  ¨§ [2].

� = �
@2�E

@B2
= �

 
e2

6m0c2
hri2 � 2�2

B

X
n

jh0jLz � gSzjnij2

En �E0

!
:

(11.27)

�­ ª ¢²®°®£® ·«¥­  ¯°®²¨¢®¯®«®¦¥­ §­ ª³ ¤¨ ¬ £­¨²­®© ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¨, ¨ ½²  ¯ ° ¬ £­¨²­ ¿ ¯®¯° ¢ª  ª « °¬®°®¢±ª®© ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ¬ £­¥²¨§¬®¬ � ­-�«¥ª .
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�. � ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ±«³· ¥¢  ²®¬®¢ (¨®­®¢) ± ­¥§ ¯®«­¥­­»¬¨
®¡®«®·ª ¬¨ J 6= 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ «¨­¥©­»© ·«¥­ ¢ (11.17) ­¥ ®¡° -
¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼, ¨ ¥£® ¢ª« ¤ ¢ ¨§¬¥­¥­¨¥ ½­¥°£¨¨ ¡³¤¥² §­ ·¨²¥«¼­®
¡®«¼¸¥ ¢ª« ¤®¢, ª¢ ¤° ²¨·­»µ ¯® ¢¥«¨·¨­¥ ¢­¥¸­¥£® ¬ £­¨²­®£®
¯®«¿, ² ª ·²® ¯®±«¥¤­¨¬¨ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¥­¥¡°¥·¼. �±­®¢­®¥ ±®±²®¿-
­¨¥  ²®¬  ¢ ­³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ (2j + 1)-ª° ²­® ¢»°®¦¤¥­®, ¨
¯°¨ ¯°¨«®¦¥­¨¨ ¬ £­¨²­®£® ¯®«¿ ½²® ±®±²®¿­¨¥ ° ±¹¥¯«¿¥²±¿ ­ 
±®±²®¿­¨¿ ± ®¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ j, ° §¤¥«¥­­»¬¨ ¬¥¦¤³
±®¡®© ¨­²¥°¢ « ¬¨ ½­¥°£¨¨, ° ¢­»¬¨ g�BB (g | ´ ª²®° � ­¤¥
(11.25)). �­¥°£¨¿ ² ª®© ±¨±²¥¬» ¢ ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ § ¤ ¥²±¿ ±®®²-
­®¸¥­¨¥¬

�E = �� �B = �mjg�BB; (11.28)

£¤¥ mj = j; j � 1; : : : ;�j.
�§-§  ¢»°®¦¤¥­¨¿ ®±­®¢­®£® ±®±²®¿­¨¿  ²®¬  ¢ ®²±³²±²¢¨¥

¢­¥¸­¥£® ¯®«¿ ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ­¥«¼§¿ ¯°¨° ¢-
­¨¢ ²¼ ±¢®¡®¤­³¾ ½­¥°£¨¾ ª ½­¥°£¨¨ ®±­®¢­®£® ±®±²®¿­¨¿. �°¨
±²°¥¬«¥­¨¨ ¢­¥¸­¥£® ¯®«¿ ª ­³«¾ ° ±¹¥¯«¥­¨¥ (2j + 1) ­¨§ª®-
«¥¦ ¹¨µ ±®±²®¿­¨© ¡³¤¥² ¬ «® ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± kBT . �®½²®¬³ ¢
¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢»·¨±«¨²¼ ±¢®¡®¤­³¾ ½­¥°£¨¾ ¬ £­¨²-
­®© ±¨±²¥¬», ¨±¯®«¼§³¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª³¾ ¬¥µ ­¨ª³:

F = �kBT lnZ; (11.29)

£¤¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ±³¬¬ 

Z =

jX
mj=�j

exp

�
�
�E

kBT

�
: (11.30)

�»° ¦¥­¨¥ (11.30) | ½²® ±³¬¬  ·«¥­®¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®-
£°¥±±¨¨. �®£¤  ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥ ¨¬¥¥¬:

Z=
exp

�
(g�BB=(kBT ))(j+1=2)

�
� exp

�
(�g�BB=(kBT ))(j+1=2)

�
exp

�
g�BB=(2kBT )

�
� exp

�
�g�BB=(2kBT )

� ;

(11.31)

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

F = �kBT � ln
sh
�
(g�BB=(kBT ))(j + 1=2)

�
sh
�
g�BB=(2kBT )

� : (11.32)

�®£¤  ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ­  ¥¤¨­¨¶³ ®¡º¥¬  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥­ 
² ª:

M = �
@F

@B
= g�BjBj(x); (11.33)
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£¤¥ Bj | ´³­ª¶¨¿ �°¨««¾½­ :

Bj(x) =
2j + 1

2j
cth

�
2j + 1

2j
x

�
�

1

2j
cth

�
1

2j
x

�
; x =

g�BB

kBT
j:

(11.34)

�°¨ T ! 0 ¨ ¯°¨ ª®­¥·­®¬ ¬ £­¨²­®¬ ¯®«¥ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼
M ! g�Bj, ². ¥. ¬ £­¨²­»¥ ¬®¬¥­²» ¢±¥µ  ²®¬®¢ ¢»±²°®¥­»
¢¤®«¼ ¯®«¿.

�°¨ ­¥ ±«¨¸ª®¬ ­¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¨ ­¥ ±«¨¸ª®¬ ±¨«¼­»µ
¬ £­¨²­»µ ¯®«¿µ ¢»¯®«­¿¥²±¿: g�BB � kBT , ¨´³­ª¶¨¾ �°¨««¾½-
­  ¬®¦­® ° §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤ ¯® ¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ g�BB=(kBT )� 1:

cth (x) =
1

x
+

1

3
x+ : : : ; (11.35)

Bj(x) �
j + 1

3j
x: (11.36)

�°¨ ½²®¬ ¯®«³·¨²±¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ¥¤¨­¨¶» ®¡º¥¬ , ° ¢­ ¿

M =
(g�B)2

3

j(j + 1)

kBT
B: (11.37)

�®£¤  ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¥¤¨­¨¶» ®¡º¥¬  ¨¬¥¥² §­ ·¥-
­¨¥

� =
(g�B)

2

3

j(j + 1)

kBT
=

C

T
: (11.38)

�²®² § ª®­ ²¥¬¯¥° ²³°­®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¯ ° -
¬ £­¥²¨ª  ­ §»¢ ¥²±¿ § ª®­®¬ �¾°¨,   ¢¥«¨·¨­  C =

�
(g�B)

2j �

� (j + 1)
�
=(3kB) | ª®­±² ­²®© �¾°¨. � ° ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨-

¨¬·¨¢®±²¼ ®ª §»¢ ¥²±¿ ­  ¤¢ -²°¨ ¯®°¿¤ª  ¡®«¼¸¥ ¯® ¢¥«¨·¨­¥,
·¥¬ ¤¨ ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼.

�§«®¦¥­­ ¿ ²¥®°¨¿ ¯ ° ¬ £­¥²¨§¬  ±¢®¡®¤­»µ  ²®¬®¢ (¨®­®¢)
± ¤®±² ²®·­® µ®°®¸¥© ²®·­®±²¼¾ ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ¤«¿ ®¯¨± ­¨¿ ¬ £-
­¨²­»µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥« ± ² ª¨¬¨  ²®¬ ¬¨ (¨®­ ¬¨). � · ±²-
­®±²¨, ¡»«® ®¡­ °³¦¥­®, ·²® ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ, ±®¤¥°¦ ¹¨µ °¥¤ª®-
§¥¬¥«¼­»¥ ¨®­» ± · ±²¨·­® § ¯®«­¥­­®© f -®¡®«®·ª®©, § ª®­ �¾°¨
µ®°®¸® ¢»¯®«­¿¥²±¿. � ² ¡«. 11.2 ¯°¨¢¥¤¥­» ¢»·¨±«¥­­»¥ ¯® ´®°-

¬³«¥ p = g
�
j(j + 1)

�1=2
(½´´¥ª²¨¢­»¥ ·¨±«  ¬ £­¥²®­®¢ �®° )

¨ ¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¥ §­ ·¥­¨¿, ­ ©¤¥­­»¥ ¨§ ¨§¬¥°¥­¨© ª®­-
±² ­²» �¾°¨.
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� ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¢»·¨±«¥­­»¥ ¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­»¥ §­ ·¥­¨¿
¢¥«¨·¨­» p ¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¨®­» ¯¥°¥µ®¤­»µ ¬¥-
² ««®¢, ­ µ®¤¿²±¿ ¢ µ³¤¸¥¬ ±®£« ±¨¨, ª ª ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ² ¡«. 11.3.

�  ¡ «¨ ¶  11.2. �´´¥ª²¨¢­®¥ ·¨±«® ¬ £­¥²®­®¢ �®°  ¤«¿ °¥¤ª®§¥¬¥«¼­»µ
¨®­®¢�

�°¥µª° ²­®
¨®­¨§.  ²®¬

�®­´¨£³-
° ¶¨¿

f -®¡®«®·ª¨

�±­®¢­®©
³°®¢¥­¼

p (¢»·¨±-
«¥­­®¥)

p (½ª±¯¥°¨-
¬¥­² «¼­®¥)

La 4f0
1S0 0,00 �¨ ¬ £­¨²¥­

Ge 4f1
2F5=2 2,54 2,4

Pr 4f2
3H4 3,58 3,5

Nd 4f3
4I9=2 3,62 3,5

Pm 4f4
5I4 2,68 �

Sm 4f5
6H5=2 0,84 1,5

Eu 4f6
7F0 0,00 3,4

Gd 4f7
8S7=2 7,94 8,0

Tb 4f8 7F6 9,72 9,5

Dy 4f9
6H15=2 10,63 10,6

Ho 4f10
5I8 10,60 10,4

Er 4f11
4I15=2 9,59 9,5

Tm 4f12
3H6 7,57 7,3

Yb 4f13
2F7=2 4,54 4,5

Lu 4f14
1S0 0,00 �¨ ¬ £­¨²¥­

�� ­­»¥ ¢§¿²» ¨§ ° ¡®²: Van Vleck J.H. The Theory of electric and Mag-
netic Susceptibilities.| Oxford, 1952; Solid State Physics / Eds R.Kubo,
T. Nagamiya.| New York: McGraw-Hill, 1969.

�¨§¨·¥±ª ¿ ¯°¨·¨­  ° §«¨·¨¿ ¢ ¬ £­¨²­»µ ±¢®©±²¢ µ °¥¤ª®-
§¥¬¥«¼­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨ ½«¥¬¥­²®¢ ¯¥°¥µ®¤­»µ ¬¥² ««®¢ ±¢¿§ ­  ±
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¨®­®¢ ± ¨µ ®ª°³¦¥­¨¥¬. �²¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¢
¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª °¥§³«¼² ² ¢«¨¿­¨¿
ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ². ¥. ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ±®§¤ ¢ ¥-
¬®£® § °¿¤ ¬¨ ¨®­®¢, ®ª°³¦ ¾¹¨¬¨ ¤ ­­»© ¨®­. � ±«³· ¥ °¥¤ª®-
§¥¬¥«¼­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨µ · ±²¨·­® § ¯®«­¥­­»¥ 4f -®¡®«®·ª¨ ­ µ®-
¤¿²±¿ £«³¡®ª® ¢­³²°¨ ¨®­  (¢­¥¸­¨¬¨ ¤«¿ ½²¨µ ®¡®«®·¥ª ¿¢«¿¾²±¿
5s- ¨ 5p-½«¥ª²°®­»), ¨ ¢«¨¿­¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ±®§¤ ¢ ¥¬®£®
¤°³£¨¬¨ ¨®­ ¬¨ ª°¨±² «« , ®ª §»¢ ¥²±¿ ¬ «®±³¹¥±²¢¥­­»¬. �
±«³· ¥ ¦¥ ¨®­®¢ ¯¥°¥µ®¤­»µ ¬¥² ««®¢ ¨µ · ±²¨·­® § ¯®«­¥­­»¥
3d-®¡®«®·ª¨ ­ µ®¤¿²±¿ ¤®±² ²®·­® ¤ «¥ª® ®² ¿¤° , ¨ ¢«¨¿­¨¥ ­ 
­¨µ ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ®ª°³¦¥­¨¿ ±² ­®¢¨²±¿ § ¬¥²­»¬, ·²® ¯°¨-
¢®¤¨² ª · ±²¨·­®¬³ ­ °³¸¥­¨¾ ¯° ¢¨« �³­¤ .
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�  ¡ «¨¶   11.3. �¨±«® ¬ £­¥²®­®¢ p ¤«¿ ¨®­®¢ £°³¯¯»¦¥«¥§ �

�«¥¬¥­²
¨ ±²¥¯¥­¼
¨®­¨§ ¶¨¨

�«¥ª²°®­­ ¿
ª®­´¨£³° ¶¨¿
d-®¡®«®·ª¨

�±­®¢­®©
²¥°¬

p (° ±·¥²­®¥) p (½ª±¯¥°¨-
¬¥­² «¼­®¥)

(J = S) (J = jL � Sj)

Ti3+ 3d1
2D3=2 1,73 1,55 �

V4+ 3d1
2D3=2 1,73 1,55 1,8

V3+ 3d2 3F2 2,83 1,63 2,8

V2+ 3d3 4F3=2 3,87 0,77 3,8

Cr3+ 3d3 4F3=2 3,87 0,77 3,7

Mn4+ 3d3 4F3=2 3,87 0,77 4,0

Cr2+ 3d4
5D0 4,90 0 4,8

Mn3+ 3d4
5D0 4,90 0 5,0

Mn2+ 3d5
6S5=2 5,92 5,92 5,9

Fe3+ 3d5
6S5=2 5,92 5,92 5,9

Fe2+ 3d6
5D4 4,90 6,70 5,4

Co2+ 3d7
4F9=2 3,87 6,54 4,8

Ni2+ 3d8
3F4 2,83 5,89 3,2

Cu2+ 3d9
2D5=2 1,73 3,55 1,9

�� ­­»¥ ¢§¿²» ¨§ ° ¡®²: Van Vleck J.H. The Theory of electric and Mag-
netic Susceptibilities.| Oxford, 1952; Solid State Physics / Eds R.Kubo,
T.Nagamiya.| New York: McGraw-Hill, 1969.

11.3. �¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®¥ ° §¬ £­¨·¨¢ ­¨¥

�«¿ ¯° ª²¨·¥±ª®£® ¯®«³·¥­¨¿ ±¢¥°µ­¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° ¨±¯®«¼-
§³¥²±¿ ¬¥²®¤  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®£® ° §¬ £­¨·¨¢ ­¨¿ ±¨±²¥¬» ¯ ° -
¬ £­¨²­»µ ¨®­®¢. �¥²®¤ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¨ ² ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ,
ª®£¤  ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬ £­¨²­®© ±¨±²¥¬» ®ª §»¢ ¥²±¿ ¤®¬¨­¨°³¾-
¹¨¬ ¢ª« ¤®¬ ¢ ¯®«­³¾ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¢¥¹¥±²¢ .

�§ ¢»° ¦¥­¨¿ (11.32) ¤«¿ ±¢®¡®¤­®© ½­¥°£¨¨ ±¨±²¥¬» ¯ ° -
¬ £­¨²­»µ ¨®­®¢ ¢¨¤­®, ·²® ±¢®¡®¤­ ¿ ½­¥°£¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ²®«¼ª®
´³­ª¶¨¥© ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ � �B (� = 1=(kBT )):

F =
1

�
�(�B): (11.39)

�­²°®¯¨¿ ±¨±²¥¬» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢»° ¦¥­¨¥¬

S = �
@F

@T
= kB�

2@F

@�
= kB

�
��(�B) + �B�0

�
(11.40)

¨ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¢¥«¨·¨­» �B. �§ ½²®£® ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨
¢  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª¨µ ³±«®¢¨¿µ, ². ¥. ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨
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½­²°®¯¨¨, ³¬¥­¼¸ ²¼ §­ ·¥­¨¥ ¢­¥¸­¥£® ¯®«¿, ¯°¨«®¦¥­­®£® ª
±¯¨­®¢®© ±¨±²¥¬¥, ²® ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® ³¬¥­¼¸¥­¨¾ ¯®«¿ ¡³¤¥²

�¨±. 11.1. �µ¥¬  ¶¨ª«   ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®£® ° §¬ £­¨·¨¢ ­¨¿. �§ ­ · «¼­®£® ±®-
±²®¿­¨¿ A ±¨±²¥¬  ¨§®²¥°¬¨·¥±ª¨ ¯¥°¥¢®¤¨²±¿ ¢ D ± B 6= 0. � «¥¥ ¯®«¥ ³¬¥­¼-
¸ ¥²±¿ ¤® ­³«¿  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª¨ (S = const)

³¬¥­¼¸ ²¼±¿ ²¥¬¯¥° ²³°  ±¨±²¥¬». �µ¥¬  ² ª®£® ¶¨ª«  ¯®ª § ­ 
­  °¨±. 11.1.

11.4. � £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¬¥² ««®¢.
� ° ¬ £­¥²¨§¬ � ³«¨

�«¥ª²°®­» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ½«¥ª²°®­®¢ · ±²¨·­®
§ ¯®«­¥­­»µ ®¡®«®·¥ª, ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ «®ª «¨§®¢ ­­»¬¨ ¢ ¯°®±²° ­-
±²¢¥. �¬¥±²¥ ± ²¥¬ ¨§-§  ¯°¨­¶¨¯  � ³«¨ ­¥«¼§¿ ±·¨² ²¼, ·²®
®­¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ± ¢­¥¸­¨¬ ¯®«¥¬ ­¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ .
�«¥ª²°®­ ¨¬¥¥² ±¯¨­, ° ¢­»© 1=2. �±«¨ ¡» ½«¥ª²°®­» ¡»«¨ ­¥§ -
¢¨±¨¬» ¨ ­¥ ¯®¤·¨­¿«¨±¼ ¯°¨­¶¨¯³ � ³«¨, ²® ¤«¿ N ½«¥ª²°®­®¢,
² ª¦¥ ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥  ²®¬®¢ ± ­¥§ ¯®«­¥­­®© ½«¥ª²°®­­®© ®¡®«®·-
ª®©, ¯®«­ ¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿« ±¼ ¡» ´³­ª¶¨¥© �°¨««¾-
½­  (11.34). �«¿ ±¯¨­  1=2

Me = N�B th

�
�BB

kBT

�
: (11.41)

�°¨ �BB=(kBT )� 1 ¯°¨¡«¨¦¥­­® ¢»¯®«­¿¥²±¿

Me �
N�2

B

kBT
B: (11.42)

�¤­ ª® ­¥ ¢±¥ ½«¥ª²°®­» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¨¬¥¾² ¢®§¬®¦­®±²¼ ¬¥-
­¿²¼ ®°¨¥­² ¶¨¾ ±®¡±²¢¥­­®£® ±¯¨­  ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢­¥¸­¥£® ¯®«¿,
¯®±ª®«¼ª³ ¡®«¼¸¨­±²¢® ±®±²®¿­¨© ­¨¦¥ ³°®¢­¿ �¥°¬¨ ±® ±¯¨-
­ ¬¨, ¯ ° ««¥«¼­»¬¨ ¬ £­¨²­®¬³ ¯®«¾, ³¦¥ § ­¿²». � ²®«¼ª®
· ±²¼ ½«¥ª²°®­®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥°µ­®±²¨ �¥°¬¨ ¨¬¥¥²
¢®§¬®¦­®±²¼ ¬¥­¿²¼ ®°¨¥­² ¶¨¾ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢­¥¸­¥£® ¬ £­¨²-
­®£® ¯®«¿. �®«¿ ² ª¨µ ½«¥ª²°®­®¢ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ®²­®¸¥­¨¾
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²¥¬¯¥° ²³°» ª ²¥¬¯¥° ²³°¥ �¥°¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢¬¥±²® (11.42)
¨¬¥¥¬

Me �
N�2

B

kBTF
B: (11.43)

�²  ª ·¥±²¢¥­­ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼, ¯®«³·¥­­ ¿ ¤«¿ ¯°®¢®¤¿¹¨µ ¯ -
° ¬ £­¥²¨ª®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯ ° ¬ £­¨²­®© ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨
� ³«¨.

� ° ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ � ³«¨ ½«¥ª²°®­®¢ ¯°®¢®¤¨-
¬®±²¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ,
¬­®£® ¬¥­¼¸¨µ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥°¬¨.

�»·¨±«¨¬ ½²³ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¤«¿ ±¢®¡®¤­®£® ½«¥ª²°®­­®£®
£ § . �³±²¼ D�(") | ¯«®²­®±²¼ ³°®¢­¥© ½«¥ª²°®­®¢ ± ¯ ° ««¥«¼-
­»¬¨ ¨  ­²¨¯ ° ««¥«¼­»¬¨ ¢­¥¸­¥¬³ ¯®«¾ ±¯¨­ ¬¨. � ®²±³²-
±²¢¨¥ ¯®«¿ D�(") = 1=2(D(")),   D(") ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ (8.101):

D+(") =
1

2
D("+ �BB); (11.44)

D�(") =
1

2
D("� �BB): (11.45)

�¨±«® ½«¥ª²°®­®¢ ¢ ¥¤¨­¨¶¥ ®¡º¥¬  ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª:

n+ =

1Z
0

D+(")f(")d"; (11.46)

n� =

1Z
0

D�(")f(")d"; (11.47)

£¤¥ f(")| ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª , n = n++n� |
ª®­¶¥­²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®­®¢ ¢ ¥¤¨­¨¶¥ ®¡º¥¬ .

� ª ª ª ½­¥°£¨¿ �BB ¤ ¦¥ ¢ ±¨«¼­»µ ¯®«¿µ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥
½­¥°£¨¨ �¥°¬¨, ¬» ¬®¦¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«®¦¥­¨¿ ¢ °¿¤:

D�(") =
1

2
D(")�

1

2
�BBD

0("); (11.48)

n� =
1

2

1Z
0

D(")f(")d"�
1

2
�BB

1Z
0

D0(")f(")d"; (11.49)

£¤¥ D0(") = dD(")=d". �®£¤  ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼ ½«¥ª²°®­®¢ ¯°®¢®-
¤¨¬®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¥¬

Me = �B(n+ � n�): (11.50)
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�«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®­®¢ ¨±¯®«¼§³¥¬ ´®°¬³«³:

n =

1Z
0

D(")f(")d": (11.51)

�¨¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥­¶¨ « ¨¬¥¥² §­ ·¥­¨¥ � � "F, ª ª ¨ ¢ ­³«¥¢®¬
¯®«¥.

�»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

Me = �2
B
B

1Z
0

D0(")f(")d"; (11.52)

¨«¨, ¯®±«¥ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬, ¯®«³· ¥¬

Me = �2
B
B

1Z
0

D(")

�
�
@f(")

@(")

�
d": (11.53)

�°¨ T = 0 ¨§ (11.53) ±«¥¤³¥²

Me = �2
B
BD("F): (11.54)

�«¿ ±¢®¡®¤­»µ ½«¥ª²°®­®¢, ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ (8.101) ¨ (8.89),D("F) =
= m0k

2
F
=(�2~2), ¨ ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ � ³«¨ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼

§­ ·¥­¨¥

�p =

�
e2

2�~c

�2

(a0kF) � 10�4: (11.55)

�¨¤­®, ·²® ¯ ° ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ � ³«¨ ¨¬¥¥² ²®² ¦¥
¯®°¿¤®ª, ·²® ¨ ¤¨ ¬ £­¨²­ ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼.

�   ¤   · ¨

11.1. � ±±·¨² ²¼ ¬®«¿°­³¾ ¤¨ ¬ £­¨²­³¾ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼  ²®¬ °-
­®£® ¢®¤®°®¤ .

11.2. �°¨¬¥­¿¿ ¯° ¢¨«  �³­¤ , ¯®«³·¨²¼ ®±­®¢­®¥ ±®±²®¿­¨¥ ¨®­®¢
Sm3+, Co2+, Tm3+.

11.3. � ©²¨ ¬ £­¨²­»© ¬®¬¥­², ¯°¨µ®¤¿¹¨©±¿ ­   ²®¬ ��� ¦¥«¥§ 
(¢ ¬ £­¥²®­ µ �®° ), ¥±«¨ ¯¥°¨®¤ °¥¸¥²ª¨ 2,86�A,   ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¼
2 � 10

5 �±.
11.4. � ©²¨ ­ ±¥«¥­­®±²¼ ³°®¢­¥© ¨ ¢¥«¨·¨­³ ­ ¬ £­¨·¥­­®±²¨

¯ ° ¬ £­¨²­®£® ®¤­® ²®¬­®£® £ § , ¥±«¨ N = 10
22
±¬
�3, H = 25 ª�,

T = 4�, L = 0, S = 1=2. �®« £ ¿, ·²® ¡®«¼¸¨­±²¢®  ²®¬®¢ ­ µ®¤¨²±¿
¢ ­ ¨­¨§¸¥¬ ½­¥°£¥²¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿­¨¨, ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ £­¨²­³¾ ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¼.

11.5. �®«³·¨²¼¢»° ¦¥­¨¥¤«¿¬ £­¨²­®©¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¯®°®¸ª ,
±®±²®¿¹¥£® ¨§ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­»µ ¯°®¨§¢®«¼­»¬ ®¡° §®¬ ª°¨±² ««¨²®¢,
¥±«¨ £« ¢­»¥ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ª°¨±² ««  (¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¢ ­ ¯° -
¢«¥­¨¿µ [100], [010], [001]) | �1, �2, �3.


