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1.1. �°¥µ¬¥°­ ¿ ¯¥°¨®¤¨·­®±²¼
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»

�°¨±² ««», ª ª ¨ ¦¨¤ª®±²¨, ¿¢«¿¾²±¿ ª®­¤¥­±¨°®¢ ­­»¬¨
±¨±²¥¬ ¬¨. �¨«» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ­  ° ±±²®¿-
­¨¿µ, ¯°¥¢»¸ ¾¹¨µ ° ¢­®-
¢¥±­®¥ ¬¥¦ ²®¬­®¥ ° ±±²®¿-
­¨¥ r0 (°¨±. 1.1), ¨¬¥¾² µ ° ª-
²¥° ¯°¨²¿¦¥­¨¿ (®¡« ±²¼ ®²-
°¨¶ ²¥«¼­»µ §­ ·¥­¨© ¯®²¥­-
¶¨ «  ¬¥¦ ²®¬­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ­  °¨±. 1.1). � ®¡« ±²¨
¯®«®¦¨²¥«¼­»µ §­ ·¥­¨© U(r)
¯°¨²¿¦¥­¨¥ ±¬¥­¿¥²±¿ °¥§ª¨¬
®²² «ª¨¢ ­¨¥¬. � ª ¯° ¢¨«®,
¬¨­¨¬³¬ ª°¨¢®© U(r) ±®®²-
¢¥²±²¢³¥² ¬¥¦ ²®¬­»¬ ° ±±²®-
¿­¨¿¬ 1,5{3,5�A.

�¨±. 1.1. �®²¥­¶¨ « ¬¥¦ ²®¬­®£® ¢§ ¨-
¬®¤¥©±²¢¨¿

� ¤°³£®© ±²®°®­»,  ²®¬»
¢ ª°¨±² ««¥ ±®¢¥°¸ ¾² ­¥¯°¥-
°»¢­»¥ ²¥¯«®¢»¥ ª®«¥¡ ­¨¿ ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ®¡« ¤ ¾² ª¨­¥²¨-
·¥±ª®© ½­¥°£¨¥©. �¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ W · ±²¨¶ ± ¬ ±±®© m ¨
¨¬¯³«¼±®¬ p ¢»° ¦ ¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ ±®®²­®¸¥­¨¥¬

W =
p2

2m
: (1.1)

�±«¨ ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ½­¥°£¨¿ ¡®«¼¸¥ ¯®²¥­¶¨ «¼­®©, ²® ±¨«»
±¢¿§¥© ¡³¤³² ¯°¥®¤®«¥­». �®£¤  ³±«®¢¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ª®­¤¥­±¨-
°®¢ ­­®© ±¨±²¥¬» ¨, ¢ · ±²­®±²¨, ª°¨±² «« , ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­®
¢ ¢¨¤¥

p2

2m
< U: (1.2)

�±«®¢¨¥ (1.2) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ ¦¨¤ª®±²¨. �¤­ ª® µ ° ª²¥°
³¯®°¿¤®·¥­¨¿  ²®¬®¢ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ª°¨±² ««  ª ¦¨¤ª®±²¨ °¥§ª®
¬¥­¿¥²±¿, ¯®±ª®«¼ª³ ± ¢®§° ±² ­¨¥¬ ¨¬¯³«¼±®¢ · ±²¨¶ ±°¥¤­¨¥
° ±±²®¿­¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ° ±²³², ®­¨ ¢±¥ · ¹¥ ®ª §»¢ ¾²±¿ ­ 
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¤ «¼­¥¬ ª° ¥ ¬¨­¨¬³¬  ª°¨¢®© U(r). � ¦¨¤ª®±²¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨
®¡° §³¾²±¿ ­¥ª®²®°»¥ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥­­»¥ ª®­´¨£³° ¶¨¨  ²®¬®¢,
®¤­ ª®, ®­¨ ¢±¥ ¢°¥¬¿ ° §°³¸ ¾²±¿ ²¥¯«®¢»¬ ¤¢¨¦¥­¨¥¬, ¨ ³¯®-
°¿¤®·¥­¨¥ ²¥¬ ­¨¦¥, ·¥¬ ¢»¸¥ ²¥¬¯¥° ²³° .

� ²¢¥°¤»µ ²¥« µ  ¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ­¨©  ²®¬®¢ ±³¹¥±²¢¥­­®
¬¥­¼¸¥ ¬¥¦ ²®¬­»µ ° ±±²®¿­¨©, ¯®½²®¬³ ª°¨±² «« ¢ ° ¢­®¢¥±-
­®¬ ±®±²®¿­¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­­»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¯° -
¢¨«¼­»¬ ° ±¯®«®¦¥­¨¥¬  ²®¬®¢ ¨«¨ ¬®«¥ª³«.

1.2. �¯¨± ­¨¥ ±²°³ª²³°» ª°¨±² ««®¢

�°¨ ®¯¨± ­¨¨ ¨¤¥ «¼­®£® ª°¨±² ««  ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®
®­ § ­¨¬ ¥² ¢±¥ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ²°¥µ¬¥°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. � ±±¬®-
²°¨¬ ±­ · «  ²° ­±«¿¶¨®­­³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ª°¨±² «« .

�¤¥ «¼­»© ª°¨±² «« ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ¯³²¥¬ ¡¥±ª®­¥·­®£® § -
ª®­®¬¥°­®£® ¯®¢²®°¥­¨¿ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¤¨­ ª®¢»µ ±²°³ª²³°­»µ
¥¤¨­¨¶. � ­ ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»µ ª°¨±² «« µ (Au, Ag, Cu, Na) ±²°³ª-
²³°­ ¿ ¥¤¨­¨¶  ±®±²®¨² ¨§ ®¤­®£®  ²®¬ . � ª°¨±² «« µ ±«®¦­»µ
±®¥¤¨­¥­¨© ±²°³ª²³°­ ¿ ¥¤¨­¨¶  ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ­¥±ª®«¼ª®  ²®-
¬®¢ ¨«¨ ¬®«¥ª³«¿°­»µ £°³¯¯. �°¨±² «« ¬®¦¥² ±®±²®¿²¼ ¨§  ²®-
¬®¢ ­¥±ª®«¼ª¨µ µ¨¬¨·¥±ª¨µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨«¨ ±®¤¥°¦ ²¼ ±¢¿§ ­­»¥
£°³¯¯» ®¤¨­ ª®¢»µ  ²®¬®¢ (­ ¯°¨¬¥°, ª°¨±² «« H2).

�°¨±² ««¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³, ®¡« ¤ ¾¹³¾ ²° ­±«¿¶¨®­­®©
±¨¬¬¥²°¨¥©, ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¯³²¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¯®¢²®°¥­­®© ¢
¯°®±²° ­±²¢¥ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ (½«¥¬¥­² °­®© · ±²¨) ª°¨±-
² «« , ª®²®° ¿ ¤®«¦­  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ¤¢³¬ ³±«®¢¨¿¬:  ) ¯°¨ ° §-

¬­®¦¥­¨¨ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨
¢¥ª²®° ¬¨ ²° ­±«¿¶¨© ¯®ª°»¢ -
¥²±¿ ¢±¥ ¯°®±²° ­±²¢®, § ­¨¬ -
¥¬®¥ ª°¨±² ««®¬; ¡) ½«¥¬¥­² °-
­ ¿ ¿·¥©ª  ¨¬¥¥² ¬¨­¨¬ «¼­»©
®¡º¥¬. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ½«¥¬¥­-
² °­ ¿ ¿·¥©ª  ¨¬¥¥² ´®°¬³ ¯ -
° ««¥«¥¯¨¯¥¤  (°¨±. 1.2). � ª ¦-
¤»¬ ³§«®¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨
±¢¿§ ­  ­¥ª®²®° ¿ £°³¯¯   ²®-
¬®¢ | ¡ §¨±.�¨±. 1.2. � §¨±­»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ½«¥¬¥­-

² °­»© ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ �¯°¥¤¥«¨¬ ®¯¥° ¶¨¾ ²° ­±-
«¿¶¨¨ ª ª ¡¥±ª®­¥·­®¥ ¯°¥®¡° -

§®¢ ­¨¥ ±¨¬¬¥²°¨¨, ª®²®°®¥ ¯°®¨§¢®¤¨² ¯¥°¥­®± £®¬®«®£¨·­»µ
(±®®²¢¥²±²¢¥­­»µ) ²®·¥ª ­  ®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ° ±±²®¿­¨¥ ¢ ²°¥µ¬¥°-
­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ª°¨±² «« . �¥ª²®° ²° ­±«¿¶¨¨ ±¢¿§»¢ ¥² ¬¥¦¤³
±®¡®© ¯®«®¦¥­¨¿ «¾¡»µ ³§«®¢ °¥¸¥²ª¨:

R = n1a + n2b+ n3c; (1.3)

£¤¥ n1, n2, n3 | ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ¶¥«»¥ ·¨±« . �®£¤  ¬®¦­® ¢¢¥±²¨
²°¨ ¢¥ª²®°  ®±­®¢­»µ (½«¥¬¥­² °­»µ) ²° ­±«¿¶¨© ² ª¨µ, ·²® ¯°¨
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° ±±¬®²°¥­¨¨ ¨§ ²®·ª¨ r  ²®¬­ ¿ °¥¸¥²ª  ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ²®² ¦¥ ¢¨¤,
·²® ¨ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ ¨§ ²®·ª¨ r0:

r0 = r+ n1a+ n2b + n3c: (1.4)

�±­®¢­»¥ ¨«¨ ¡ §¨±­»¥ ¢¥ª²®°» ²° ­±«¿¶¨© ¨­®£¤  ®¡®§­ · ¾²
² ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ a1, a2, a3. �®¢®ª³¯­®±²¼ ²®·¥ª r0 ¯°¨ ° §«¨·­»µ
§­ ·¥­¨¿µ ·¨±¥« n1, n2, n3 ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯°®±²° ­±²¢¥­­³¾ °¥-
¸¥²ª³, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹³¾ ±®¡®© °¥£³«¿°­®¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥ ° ±¯®-
«®¦¥­¨¥ ²®·¥ª ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �®£¤  ¬®¦­® § ¯¨± ²¼
®¯°¥¤¥«¥­¨¥:

�¥¸¥²ª  +� §¨± = �°¨±² ««¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° :

�¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ®¡»·­® ±®¯®±² ¢«¿¾² ±
®°² ¬¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ², ¢ ®¡¹¥¬
±«³· ¥, ª®±®³£®«¼­®©. �±«¨ ³§«» °¥¸¥²ª¨ ­ µ®¤¿²±¿ ²®«¼ª® ¢
³£« µ ½«¥¬¥­² °­®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ®­ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢-
­»¬ (±¬., ­ ¯°¨¬¥°, °¨±. 1.2).

À�¥¸¥²ª  ¤ ¥² ­ ¬ ° §¬¥° ¨ ´®°¬³ ¯®¢²®°¿¾¹¥©±¿ ¥¤¨­¨¶»
±²°³ª²³°», ¥¥ ½«¥¬¥­² °­³¾ ¿·¥©ª³, ­® ­¥ ®¯°¥¤¥«¿¥², ª ª®¢® ¦¥
° ±¯®«®¦¥­¨¥ ¢¥¹¥±²¢  ¢­³²°¨ ± ¬®© ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨. � 
¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ ½²® ¨ ­¥ ¢ ¦­®. �² «¼­®© ®±²®¢ §¤ ­¨¿ ¤®«¦¥­ ±³-
¹¥±²¢®¢ ²¼ ¯°¥¦¤¥, ·¥¬ ­ ·­¥²±¿ ®¡±³¦¤¥­¨¥ ¢­³²°¥­­¥£® ³¡° ­-
±²¢  ¨«¨ ¬¥¡«¨°®¢ª¨Á (�.�®­±¤½©«, 1952). �°®¤®«¦ ¿ ½²³ ¬»±«¼,
¬®¦­® ³¯®¤®¡¨²¼ ª°¨±² «« ¬­®£®½² ¦­®¬³ §¤ ­¨¾, ®¤¨­ ª®¢»¥
ª¢ °²¨°» ª®²®°®£® ¥¤¨­®®¡° §­® § ¯®«­¥­» ®¤¨­ ª®¢»¬¨ ¬¥¡¥-
«¼¾ ¨ ¤¥² «¿¬¨ ¢­³²°¥­­¥£® ³¡° ­±²¢ .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ®¯¨± ­¨¿ ±²°³ª²³°» ª®­ª°¥²­®£® ª°¨±² «-
«  ­¥®¡µ®¤¨¬®:

| ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ °¥¸¥²ª³;
| ¢»¡° ²¼ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨­ ²;
| ­ ©²¨ ¡ §¨±;
| ³±² ­®¢¨²¼ ­ ¡®° ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±®¢¬¥¹ ¾-

¹¨µ ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ ± ¬³ ± ±®¡®©.

1.3. �®·¥·­ ¿ ¨ ¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿

� ´¨§¨ª¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ®·¥­¼ ¢ ¦­³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ¯®­¿²¨¥
£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®®¡¹¥, £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥-
²°¨¥© ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  (¨«¨ ´¨£³°») ­ §»¢ -
¥²±¿ ±¢®©±²¢® ¯°®±²° ­±²¢  (´¨£³°») ±®¢¬¥¹ ²¼±¿ ± ± ¬¨¬
±®¡®© ¯®±«¥ ¢»¯®«­¥­¨¿ ­¥ª®²®°»µ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ -
­¨©.

�¯¥° ¶¨¨, ¨«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ±¨¬¬¥²°¨¨ | ½²® ®²° ¦¥-
­¨¿, ¢° ¹¥­¨¿, ¯¥°¥­®±» (²° ­±«¿¶¨¨), ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ¯°®±²° ­-
±²¢® (´¨£³°³) ¢ ±®¢¬¥¹¥­¨¥ ± ± ¬¨¬ ±®¡®©.
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�«¥¬¥­²» ®¯¥° ¶¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ®¡° §³¾² ¬­®¦¥±²¢® (ª®­¥·­®¥
¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®¥), ª®²®°®¥ ­ §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �­®-
¦¥±²¢® ½«¥¬¥­²®¢ ­ §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®©, ¥±«¨ ¤«¿ ½²¨µ ½«¥¬¥­²®¢
¢»¯®«­¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:

1. �  ¬­®¦¥±²¢¥ ½«¥¬¥­²®¢ G § ¤ ­ § ª®­ ³¬­®¦¥­¨¿ ½«¥¬¥­-
²®¢, ². ¥. ¥±«¨ ½«¥¬¥­²» g1 ¨ g2 ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¤ ­­®¬³ ¬­®¦¥±²¢³
(g1 2 G, g2 2 G), ²® ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ² ª¦¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¬­®¦¥-
±²¢³ G (g1 � g2 = g3 2 G). (�®¤·¥°ª­¥¬, ·²® ±«®¢® À³¬­®¦¥­¨¥Á ¨
±¨¬¢®« À�Á ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯®­¨¬ ²¼ ­¥ ¢  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¬,   ¢  «£¥-
¡° ¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥, ². ¥. ½²® ­¥ª®²®° ¿ ®¯¥° ¶¨¿ ­ ¤ ½«¥¬¥­² ¬¨
¬­®¦¥±²¢ .)

2. �  ¬­®¦¥±²¢¥ ½«¥¬¥­²®¢ G § ¤ ­ ¥¤¨­¨·­»© ½«¥¬¥­² e 2 G
² ª®©, ·²® ¢»¯®«­¿¥²±¿ g � e = e� g = g.

3. �  ¬­®¦¥±²¢¥ ½«¥¬¥­²®¢ G ¤«¿ ª ¦¤®£® ½«¥¬¥­²  g 2 G
¨¬¥¥²±¿ ¥¬³ ®¡° ²­»© g�1 2 G, ² ª ·²® g � g�1 = e.

4. �»¯®«­¿¥²±¿ § ª®­  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¨: g1 � (g2 � g3) = (g1 �
� g2)� g3.

�¥±ª®­¥·­»© ­ ¡®° ¢¥ª²®°®¢ ²° ­±«¿¶¨©, ¯°¨ ¯¥°¥­®±¥ ­  ª®-
²®°»¥ ª°¨±² «« ±®¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¬ ± ±®¡®©, ®¡° §³¥² ²° ­±«¿¶¨®­-
­³¾ £°³¯¯³.

�°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨¬¥¾² ¤¢  ²¨¯  ±¨¬¬¥²°¨·­»µ
¯°¥®¡° §®¢ ­¨©: 1) ²®·¥·­ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿; 2) ¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿
±¨¬¬¥²°¨¿.

�®·¥·­®© £°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²®·¥·-
­»µ ®¯¥° ¶¨© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±®¢¬¥¹ ¾¹¨µ °¥¸¥²ª³ ± ¬³ ± ±®¡®©.
�¡¹¥¥ ·¨±«® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ²®·¥·­»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² «-
«®¢ | 32. �²¨ £°³¯¯» ±®¤¥°¦ ² ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢.

�®¢®ª³¯­®±²¼ ½«¥¬¥­²®¢ ²®·¥·­®© ¨ ²° ­±«¿¶¨®­­®© £°³¯¯
±¨¬¬¥²°¨¨ ®¡° §³¾² ¯°®±²° ­±²¢¥­­³¾ £°³¯¯³ ±¨¬¬¥²°¨¨. �¡-
¹¥¥ ·¨±«® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨-
±² ««®¢ | 230.

1.3.1. �¯¥° ¶¨¨ ¨ ª« ±±» ²®·¥·­®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®·¥·­ ¿ ±¨¬-
¬¥²°¨¿ ®¯¨±»¢ ¥² ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¢­¥¸­¨µ ´®°¬
ª°¨±² ««  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¥£® ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ (³¯°³£®±²¨,
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¨ ¤°.). �¯¥° ¶¨¨ ²®·¥·­®© ±¨¬¬¥²°¨¨
®±² ¢«¿¾² ­¥¯®¤¢¨¦­®© ®¤­³ ²®·ª³ ¯°®±²° ­±²¢ . �¯°¥¤¥«¨¬ ¢±¥
¢®§¬®¦­»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¤ ­­®£® ²¨¯  ±¨¬¬¥²°¨¨. �±·¥°¯»¢ ¾¹¨©
±¯¨±®ª ½«¥¬¥­²®¢ ²®·¥·­®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿:

| ¯«®±ª®±²¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¯«®±ª®±²¼ §¥°ª «¼­®© ±¨¬¬¥²°¨¨);
| ¶¥­²° ±¨¬¬¥²°¨¨ (¶¥­²° ¨­¢¥°±¨¨);
| ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¯®°¿¤ª ;
| ¨­¢¥°±¨®­­»¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨.
�«®±ª®±²¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ m (®²  ­£«. the mirror | §¥°ª «®)

­ §»¢ ¥²±¿ ¢®®¡° ¦ ¥¬ ¿ ¯«®±ª®±²¼, ª®²®° ¿ ¤¥«¨² ´¨£³°³ ­  ¤¢¥
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§¥°ª «¼­® ° ¢­»¥ · ±²¨. � ®±­®¢­®¬, ¡³¤¥¬ ¯°¨¬¥­¿²¼ ¬¥¦-
¤³­ °®¤­³¾ ±¨±²¥¬³ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ²®·¥·­»µ £°³¯¯ (¯® �¥°¬ ­³{
�®£¥­³), ª®²®° ¿ ° ±¯°®±²° ­¥­  ­ ¨¡®«¥¥ ¸¨°®ª®. � ±¸¨°¥­­»¥
®¡®§­ ·¥­¨¿ µ ° ª²¥°­» ¤«¿ ³·¥¡­®© ±¨¬¢®«¨ª¨ �° ¢½, ¢ ª®²®°®©
§ ¯¨±»¢ ¾² ´®°¬³«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ± ¯¥°¥·¨±«¥­¨¥¬ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢
±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² «« . �«®±ª®±²¼ ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½ ®¡®§­ · ¥²±¿
¡³ª¢®© P . �® ¬­®£¨µ ±«³· ¿µ ³¤®¡­  ±¨±²¥¬  ®¡®§­ ·¥­¨© ¯® �¥­-
´«¨±³. �¨¬¢®«» ²®·¥·­»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤«¿ ¢±¥µ ­ §¢ ­­»µ
±¨¬¢®«¨ª ¯°¨¢¥¤¥­» ¢ ¯°¨«®¦¥­¨¨ 1.

�¥­²°®¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ �1 (C ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½) ­ §»¢ ¥²±¿
®±®¡ ¿ ²®·ª  ¢ ¶¥­²°¥ ´¨£³°», µ ° ª²¥°¨§³¾¹ ¿±¿ ²¥¬, ·²® «¾-
¡ ¿ ¯°®¢¥¤¥­­ ¿ ·¥°¥§ ­¥¥ ¯°¿¬ ¿ ¢±²°¥· ¥² ®¤¨­ ª®¢»¥ (±®®²-
¢¥²±²¢¥­­»¥, £®¬®«®£¨·­»¥) ²®·ª¨ ¯® ®¡¥ ±²®°®­» ¨ ­  ° ¢­»µ
° ±±²®¿­¨¿µ ®² ¶¥­²° .

�±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ n (n-£® ¯®°¿¤ª ) ­ §»¢ ¾² ¯°¿¬³¾ «¨­¨¾,
¯°¨ ¯®¢®°®²¥ ¢®ª°³£ ª®²®°®© ­  ®¯°¥¤¥«¥­­»© ³£®« ' ´¨£³°  ±®-
¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¬  ± ±®¡®©. �¨±«® n | ¯®°¿¤®ª ®±¨ | ¯®ª §»¢ ¥²,
±ª®«¼ª® ° § ´¨£³°  ±®¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¬  ± ±®¡®© ¯°¨ ¯®¢®°®²¥ ¢®ª°³£
½²®© ®±¨ ­  360�:

' =
2�

n
: (1.5)

� ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ n-£® ¯®°¿¤ª  ®¡®§­ · ¥²±¿ ±¨¬-
¢®« ¬¨ Ln.

�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ®¤­®°®¤­®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±°¥¤¥ ¢®§¬®¦­®
±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ²®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¯®°¿¤ª .
�³±²¼ ­  ±°¥§¥ ª°¨±² ««  (°¨±. 1.3) ±³¹¥±²¢³¥² § ª®­®¬¥°­®¥ ° ±-
¯®«®¦¥­¨¥ ²®·¥ª ² ª®¥, ·²® ¨§ ¨±µ®¤­®© ²®·ª¨ A1 ¢±¥ ®±² «¼­»¥

�¨±. 1.3. � ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ­¥¢®§¬®¦­®±²¨ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¿²®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª®© ±°¥¤¥

¢¤®«¼ ¤ ­­®£®  ²®¬­®£® °¿¤  ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥­» ¯³²¥¬ ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®© ²° ­±«¿¶¨¨ ­  ª° ²· ©¸¥¥ ° ±±²®¿­¨¥ a. �°®¬¥ ²®£®,
¯³±²¼ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­® ¯«®±ª®±²¨ ·¥°²¥¦  ¢ ²®·ª¥ A1 ¯°®µ®¤¨² ®±¼
±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª  n. �®£¤  ¢ ª ¦¤®© £®¬®«®£¨·­®© ²®·ª¥ °¿¤ 
A1, A2, A3, ... ²®¦¥ ¯°®µ®¤¨² ² ª ¿ ¦¥ ®±¼. �±«¨ ¯®¢®°®² ­  ³£®«
' ¢®ª°³£ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ²®·ª¥ A1 ¯¥°¥¢¥¤¥² ²®·ª³ A2 ¢ ²®·ª³
B1, ²® ² ª®© ¦¥ ¯®¢®°®² ¢®ª°³£ ®±¨ ¢ ²®·ª¥ A2 ¯¥°¥¢¥¤¥² ²®·ª³ A1
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¢ ¯®«®¦¥­¨¥ B2. �®·ª¨ B1, B2, B3, ... ² ª¦¥ ¤®«¦­» ®¡° §®¢ ²¼
°¿¤ °¥¸¥²ª¨, ¯ ° ««¥«¼­»© °¿¤³ A1, A2, A3, ..., ². ¥. ° ±±²®¿-
­¨¿ jB1B2j, jB2B3j, ..., ¤®«¦­» ±®±² ¢«¿²¼ ¶¥«®¥ ·¨±«® ¢¥ª²®°®¢
²° ­±«¿¶¨© a. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥

jB1B2j = Na; (1.6)

£¤¥ N | ¶¥«®¥ ·¨±«®. �§ °¨±. 1.3 ±«¥¤³¥², ·²®

jB1B2j = Na = a� 2a cos'; (1.7)

®²ª³¤ 

cos' =
1�N

2
: (1.8)

�§ ­¥° ¢¥­±²¢  1 > cos' > �1 ¨ (1.8) ¯®«³· ¥¬ ¢±¥ ° §°¥¸¥­­»¥
§­ ·¥­¨¿ (² ¡«. 1.1).

�  ¡ «¨ ¶   1.1. �®°¿¤®ª ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨, ° §°¥¸¥­­»µ
¢ ª°¨±² «« µ

N �1 0 1 2 3

cos' 1 1/2 0 �1=2 �1
' 0� 60� 90� 120� 180�

�®°¿¤®ª ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ n 1 6 4 3 2

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢¨¾ ¯¥°¨®¤¨·­®±²¨ ¨ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ °¿¤ 
£®¬®«®£¨·­»µ ²®·¥ª ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ²®«¼ª® ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤-
ª®¢ 2, 3, 4 ¨ 6. �±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª®¢ ¯¿²®£®, ±¥¤¼¬®£® ¨ ¢»¸¥
¢ ª°¨±² «« µ ­¥¢®§¬®¦­», ­® ®­¨ µ ° ª²¥°­» ¤«¿ ² ª ­ §»¢ ¥-
¬»µ ª¢ §¨ª°¨±² ««®¢,   ² ª¦¥ ¡¨®«®£¨·¥±ª¨µ ®¡º¥ª²®¢. À�®¦­®
¤³¬ ²¼, | ¯¨¸¥²  ª ¤¥¬¨ª �.�.�¥«®¢, | ·²® ¯¿²¥°­ ¿ ®±¼ ¿¢«¿-
¥²±¿ ³ ¬¥«ª¨µ ®°£ ­¨§¬®¢ ±¢®¥®¡° §­»¬ ¨­±²°³¬¥­²®¬ ¡®°¼¡» § 
±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥, ±²° µ®¢ª®© ¯°®²¨¢ ®ª ¬¥­¥­¨¿, ¯°®²¨¢ ª°¨±² ««¨-
§ ¶¨¨, ¯¥°¢»¬ ¸ £®¬ ª®²®°®© ¡»«  ¡» À¯®¨¬ª Á °¥¸¥²ª®©Á.

� ±±¬®²°¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¨­¢¥°±¨®­­»µ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨. �­¢¥°-
±¨®­­ ¿ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ �n ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±®¢¬¥±²­®¥ ¤¥©-
±²¢¨¥ | ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¶¥­²°  ±¨¬¬¥²°¨¨ (¯®¤
®¯¥° ¶¨¥© ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ²®·¥·­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¡³¤¥¬ ¯®-
­¨¬ ²¼ °¥§³«¼² ² ±¨¬¬¥²°¨·­®£® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿, ¯®«³·¥­­»© ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­»¬ ¢»¯®«­¥­¨¥¬ ®¡®¨µ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨):

�n = n � �1; (1.9)

¯°¨ ½²®¬ ¤®«¦­» ®¡° §®¢ ²¼±¿ ª ·¥±²¢¥­­® ­®¢»¥ ½«¥¬¥­²» ±¨¬-
¬¥²°¨¨. � ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ �n ¯®°¿¤ª  ®¡®§­ · ¥²±¿
±¨¬¢®«®¬ L�n.
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�¥ ¢±¥ ² ª ®¡° §®¢ ­­»¥ ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ­®-
¢»¬¨. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¨­¢¥°±¨®­­ ¿ ®±¼ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª 
½ª¢¨¢ «¥­²­  ¶¥­²°³ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¶¥­²°³ ¨­¢¥°±¨¨); ¤¥©±²¢¨¥ ¨­-
¢¥°±¨®­­®© ®±¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ²®¦¤¥±²¢¥­­® ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥-
²°¨¨, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ®±¨; ®¯¥° ¶¨¿ �3 ½ª¢¨¢ «¥­²­  ¤¥©±²¢¨¾
®±¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¶¥­²°  ±¨¬¬¥²°¨¨; ®¯¥° ¶¨¿ �6 ² ª¦¥ ­¥
¤ ¥² ­®¢®£® ½«¥¬¥­²  ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯®±ª®«¼ª³ ½ª¢¨¢ «¥­²­  ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼­®¬³ ¤¥©±²¢¨¾ ®±¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥-
²°¨¨. � ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² ²®«¼ª® ®±¼ �4, ¤¥©±²¢¨¥ ª®²®°®©
¨««¾±²°¨°³¥² °¨±. 1.4. � ¤ ­­®¬ ±«³· ¥, ­ ¯°¨¬¥°, £° ­¼ A ¯®-
¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ­  90� ¢ ¯°®¬¥¦³²®·­®¥ ¯®«®¦¥­¨¥ ¨ ®ª®­· ²¥«¼­®
®²° ¦ ¥²±¿ ¢ ¶¥­²°¥, ¯¥°¥µ®¤¿ ¢ £° ­¼ B. �­ «®£¨·­® ±¢¿§ ­»
¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ®±² «¼­»¥ £° ­¨. �²¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¨­¢¥°-
±¨®­­ ¿ ®±¼ ·¥²­®£® ¯®°¿¤ª  2n ®¤­®¢°¥-
¬¥­­® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨
¯®°¿¤ª  n.

�¨±. 1.4. �¥©±²¢¨¥ ¨­-
¢¥°±¨®­­®© ®±¨ ·¥²¢¥°-
²®£® ¯®°¿¤ª 

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢­¥¸­¿¿ ±¨¬¬¥²°¨¿
ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ¬­®£®£° ­­¨ª®¢ ¨±·¥°-
¯»¢ ¾¹¥ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±¨¬¬¥-
²°¨¨: m, �1, 2, 3, 4, 6, �4. �­®£¤  ¤«¿ ¡®«¥¥
ª° ²ª®© § ¯¨±¨ ±®·¥² ­¨© ±¨¬¢®«®¢ ²®·¥·-
­»µ £°³¯¯ ¢ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ¢ª«¾· ¾² ¨ ®±¨
�3, �6 ¤«¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®-
·¥² ­¨© ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨.

�±µ®¤¿ ¨§ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯°¨¬¥­¿¾² ° §-
«¨·­»¥ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ª°¨±² ««®¢. � ¨-
¡®«¥¥ ®¡¹¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¥­¨¥ ­  ª ²¥£®-
°¨¨, ª®²®°®¥ ±¢¿§ ­® ± ¯®­¿²¨¥¬ ®±®¡¥­-
­®£®, ¨«¨ ¥¤¨­¨·­®£®, ­ ¯° ¢«¥­¨¿. �¤¨­-
±²¢¥­­®¥, ­¥ ¯®¢²®°¿¾¹¥¥±¿ ¢ ª°¨±² «-
«¨·¥±ª®¬ ¬­®£®£° ­­¨ª¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ­ §»¢ ¾² ®±®¡¥­­»¬,
¨«¨ ¥¤¨­¨·­»¬. �±¥£® ±³¹¥±²¢³¥² 3 ª ²¥£®°¨¨ (² ¡«. 1.2).

�  ¡ «¨¶   1.2. �¥«¥­¨¥ ª°¨±² ««®¢ ­  ª ²¥£®°¨¨

� ²¥£®°¨¿ �¨±«® ®±®¡¥­­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨© �±®¡¥­­®±²¨ ¬®°´®«®£¨¨

�»±¸ ¿ �¥±ª®«¼ª® ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨
¯®°¿¤ª  ¡®«¼¸¥ 2. �¡¿§ -
²¥«¼­® ¥±²¼ 4 ®±¨ 3-£® ¯®-
°¿¤ª 

�­¥¸­¿¿ ´®°¬  ¨§®¬¥²-
°¨·­ 

�°¥¤­¿¿ �¤­® ®±®¡¥­­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥
(®¤­  ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤-
ª : 3, 4, 6, �4)

� ° ª²¥°­»¥ ´®°¬» |
¯°¨§¬», ¯¨° ¬¨¤» ¨ ¯°.

�¨§¸ ¿ �¥±ª®«¼ª®®±®¡¥­­»µ ­ ¯° -
¢«¥­¨©. �¥² ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨
¯®°¿¤ª  ¢»¸¥, ·¥¬ 2

�°ª® ¢»° ¦¥­   ­¨§®-
²°®¯¨¿ ´®°¬»
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�¥±ª®«¼ª® ¯®§¤­¥¥ ±² ­¥² ¿±­®, ·²® ¤¥«¥­¨¥ ª°¨±² ««®¢ ­  ª -
²¥£®°¨¨ ­®±¨² ­¥ ²®«¼ª® ´®°¬ «¼­®-£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«, ­®
®ª §»¢ ¥²±¿ ±¢¿§ ­® ± ª ·¥±²¢¥­­»¬¨ ° §«¨·¨¿¬¨ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­-
­»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ µ.

�°¨±² ««» ¤¥«¿² ² ª¦¥ ­  7 ±¨­£®­¨© (±¨­£®­¨¿ ¢ ¤®±«®¢­®¬
¯¥°¥¢®¤¥ | ±µ®¤­®³£®«¼­®±²¼). � ¤ ­­³¾ ±¨­£®­¨¾ ®¡º¥¤¨­¿¾²
ª°¨±² ««», ³ ª®²®°»µ ®¤¨­ ª®¢  ±¨¬¬¥²°¨¿ ½«¥¬¥­² °­»µ ¿·¥¥ª
¨ ®¤¨­ ª®¢  ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ².

� ¢»±¸¥© ª ²¥£®°¨¨ ®¤­  ±¨­£®­¨¿ | ª³¡¨·¥±ª ¿. �°¿¬®-
³£®«¼­ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ²: a = b = c, � = � = 
 = 90�,
½«¥¬¥­² °­ ¿ ¿·¥©ª  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª³¡. �±¨ X , Y , Z ¯ ° «-
«¥«¼­» ²°¥¬ ¢§ ¨¬­® ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»¬ ®±¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ 4, ¨«¨
�4, ¨«¨ 2 ¯®°¿¤ª .

� ±°¥¤­¥© ª ²¥£®°¨¨ ®²­®±¿² ²°¨ ±¨­£®­¨¨.
1. �°¨£®­ «¼­ ¿. �«¿ ­¥¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: a = b 6= c, � = � =

= 90�, 
 = 120�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ­¥ ¯°¿¬®³£®«¼­ ¿, ±²°®¨²±¿
­  ®°² µ ° §«¨·­®© ¤«¨­». �  ®±¼ Z ¯°¨­¨¬ ¾² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ 3,
¨«¨ �3 ¯®°¿¤ª , ®±¨ X ¨ Y «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®©
®±¨ Z, ¨ ¢»¡¨° ¾²±¿ ª ª ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°» ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥-
²°¨¨ (¥±«¨ ¥±²¼ ¯«®±ª®±²¨), «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ 2 ¯®°¿¤ª .

2. �¥²° £®­ «¼­ ¿. �«¿ ­¥¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: a = b 6= c, � =
= � = 
 = 90�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¯°¿¬®³£®«¼­ ¿ ¨ ±²°®¨²±¿ ­ 
®°² µ ° §«¨·­®© ¤«¨­». �  ®±¼ Z ¯°¨­¨¬ ¾² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ 4,
¨«¨ �4, ®±¨ X ¨ Y «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ®±¨ Z, ¨
¢»¡¨° ¾²±¿ ª ª ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°» ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¥±«¨
¥±²¼ ¯«®±ª®±²¨), «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ 2 ¯®°¿¤ª .

3. �¥ª± £®­ «¼­ ¿. �«¿ ­¥¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: a = b 6= c, � = � =
= 90�, 
 = 60�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ­¥ ¯°¿¬®³£®«¼­ ¿, ±²°®¨²±¿
­  ®°² µ ° §«¨·­®© ¤«¨­». �  ®±¼ Z ¯°¨­¨¬ ¾² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨
6, ¨«¨ �6, ®±¨ X ¨ Y «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ®±¨ Z,
¨ ¢»¡¨° ¾²±¿ ª ª ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°» ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¥±«¨
¥±²¼ ¯«®±ª®±²¨), «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ 2 ¯®°¿¤ª .

�°¨ ®¯¨± ­¨¨ ²°¨£®­ «¼­»µ ¨ £¥ª± £®­ «¼­»µ ª°¨±² ««®¢ ¬®-
¦¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ² ª¦¥ ·¥²»°¥µ®±­ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² (±¨-
±²¥¬  �° ¢½), ª®£¤  ®±¼ Z ­ ¯° ¢«¥­  ¢¤®«¼ ¥¤¨­¨·­®£® ­ ¯° ¢«¥-
­¨¿,   ®±¨X , Y , U ¢»¡¨° ¾²±¿ ¢¤®«¼ ®±¥© 2, «¨¡® ¢¤®«¼ ­®°¬ «¥©
ª ¯«®±ª®±²¿¬.

� ­¨§¸¥© ª ²¥£®°¨¨ ² ª¦¥ ®²­®±¿² ²°¨ ±¨­£®­¨¨.
1. �®¬¡¨·¥±ª ¿. �«¿ ­¥¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: a 6= b 6= c, � = � =

= 
 = 90�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¯°¿¬®³£®«¼­ ¿, ±²°®¨²±¿ ­  ®°-
² µ ° §«¨·­®© ¤«¨­». �²®¡» ° §«¨· ²¼ ®±¨ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ²,
¯°¨­¿²®, ·²®¡» ¢»¯®«­¿«®±¼ ³±«®¢¨¥: b > a > c. �±¨ ¢»¡¨-
° ¾² ¯ ° ««¥«¼­® ®±¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ 2 ¨«¨ ¢¤®«¼ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°®¢
ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨.

2. �®­®ª«¨­­ ¿. �«¿ ­¥¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: a 6= b 6= c, � = 
 =
= 90�, ³£®« � | ¯°®¨§¢®«¥­. �±¼ Y ¢»¡¨° ¾² ¢¤®«¼ ®±¨ ±¨¬¬¥-
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²°¨¨ 2, ¨«¨ ¢¤®«¼ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°  ª ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �±¨
X , Z «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ®±¨ 2.

3. �°¨ª«¨­­ ¿. �«¿ ­¥¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: a 6= b 6= c, � 6= � 6=
6= 
 6= 90�. �±¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² ­¥ § -
¤ ­» ½«¥¬¥­² ¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨,   ¢»¡¨° ¾²±¿ ¢¤®«¼ °¥¡¥° ª°¨±² «« 
¨«¨ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ ¯°¨ ¢»¯®«­¥­¨¨ ³±«®¢¨¿: b > a > c.

�±¥£® ±³¹¥±²¢³¥² 32 ²®·¥·­»µ £°³¯¯» (ª« ±± ) ±¨¬¬¥²°¨¨,
¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨µ ±®¡®© ²® ¨«¨ ¨­®¥ ±®·¥² ­¨¥ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥-
²°¨¨, ¨ «¾¡®© ª°¨±² «« ¯® ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤®«¦¥­ ¡»²¼ ®²­¥±¥­ ª ®¤-
­®© ¨§ ­¨µ. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¢±¥ ²®·¥·­»¥ £°³¯¯», ¯°¨¬¥­¿¾²
²¥®°¥¬» ® ° §°¥¸¥­­»µ ±®·¥² ­¨¿µ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨. �
³·¥¡­®© ±¨¬¢®«¨ª¥ ¯°¨ § ¯¨±¨ ²®© ¨«¨ ¨­®© ²®·¥·­®© £°³¯¯» ¨±-
¯®«¼§³¾² ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ § ¯¨±¨: ¢­ · «¥ § ¯¨-
±»¢ ¾² ·¨±«® ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ (¨­¢¥°±¨®­­»µ ®±¥©) ¢»±¸¥£® ¯®-
°¿¤ª , § ²¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® | ¢±¥ ®±² «¼­»¥ ®±¨, ¯®±«¥ ½²®£® |
·¨±«® ¯«®±ª®±²¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨, ­ ª®­¥¶, ¶¥­²° ±¨¬¬¥²°¨¨ (¥±«¨
®­ ¥±²¼). � ±²® ¯°¨¬¥­¿¥¬ ¿ ¬¥¦¤³­ °®¤­ ¿ ±¨±²¥¬  ¯®¤° §³¬¥-
¢ ¥² ±²°®£¨© ¯®°¿¤®ª ¢ ° ±¯®«®¦¥­¨¨ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¢®«  ²®·¥·­®©
£°³¯¯» (² ¡«. 1.3).

�  ¡«¨ ¶   1.3. �®°¿¤®ª ¯®§¨¶¨© ¢ ±¨¬¢®« µ ²®·¥·­»µ £°³¯¯ ¬¥¦¤³­ °®¤­®©
±¨¬¢®«¨ª¨

�¨­£®­¨¿ �®§¨¶¨¨ ¢ ±¨¬¢®«¥

I II III

�°¨ª«¨­­ ¿ �¤¨­ ±¨¬¢®«, ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨© «¾¡®¬³ ­ -
¯° ¢«¥­¨¾ ª°¨±² «« 

�®­®ª«¨­­ ¿ �±¼ 2 ¨«¨ ­®°¬ «¼ ª m
¢¤®«¼ ®±¨Y (¯¥°¢ ¿ ³±-
² ­®¢ª ) ¨«¨ ¢¤®«¼ ®±¨
Z (¢²®° ¿ ³±² ­®¢ª )

�®¬¡¨·¥±ª ¿ �±¼ 2 ¨«¨ ­®°¬ «¼ ª m ¢¤®«¼:

X Y Z

�°¨£®­ «¼­ ¿ �« ¢­ ¿ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ �±¼ 2 ¨«¨ ­®°¬ «¼ ª m ¢¤®«¼:

�¥²° £®­ «¼­ ¿

�¥ª± £®­ «¼­ ¿

ª®®°¤¨­ ²­»µ
­ ¯° ¢«¥­¨©

¤¨ £®­ «¼­»µ
­ ¯° ¢«¥­¨©

�³¡¨·¥±ª ¿ �®®°¤¨­ ²­»¥ ½«¥¬¥­-
²» ±¨¬¬¥²°¨¨

3 �¨ £®­ «¼­»¥
½«¥¬¥­²»±¨¬-
¬¥²°¨¨

�±¥ ¨§¢¥±²­»¥ 32 ª« ±±  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®ª § ­» ¢ ¯°¨«®¦¥­¨¨ 1.
�±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¢®§¬®¦­» ²®·¥·­»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥-

²°¨¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ¯®°¿¤ª , ²® ¬®¦­®
¯®«³·¨²¼ ¯°¥¤¥«¼­»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨, ¨«¨ £°³¯¯» �¾°¨.



18 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

�±¥£® ¨µ 7. �­ ­¨¥ ¤ ­­»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨
 ­ «¨§¥ ´¨§¨·¥±ª¨µ ¯®«¥© ¨«¨ ¢®§¤¥©±²¢¨©.

1. �°¥¤¥«¼­ ¿ £°³¯¯  1 (L1) ¨¬¥¥² ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¥
¯®¤£°³¯¯» 6, 4, 3, 2, 1. � £«¿¤­»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ®¡° §®¬ ² -
ª®© £°³¯¯» ¿¢«¿¥²±¿ ¢° ¹ ¾¹¨©±¿ ª®­³±. �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®-
«¿°­  (¯®«¿°­»¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¯° ¢«¥­¨¥, ª®­¶» ª®²®°®£® ´¨-
§¨·¥±ª¨ ¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ­¥½ª¢¨¢ «¥­²­»; ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥
ª®­¶» ­ ¯° ¢«¥­¨© ­¥«¼§¿ ®²®¡° §¨²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£  «¾¡»¬¨
®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤ ­­®© £°³¯¯»).

2. �°¥¤¥«¼­ ¿ £°³¯¯ 1m (L11P ). � ­­®© ±¨¬¬¥²°¨¥© ®¡« -
¤ ¥² ¯®ª®¿¹¨©±¿ ª®­³±. �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®«¿°­ . � ª®© ±¨¬-
¬¥²°¨¥© ®¡« ¤ ¾² ¯®«¿°­»¥ ¢¥ª²®°», ­ ¯°¨¬¥°, ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥
¯®«¥, ±¨« , ³±ª®°¥­¨¥ ¨ ¤°.

3. �°¥¤¥«¼­ ¿ £°³¯¯  1=m (L1PC). � ­­®© ±¨¬¬¥²°¨¥©
®¡« ¤ ¾², ­ ¯°¨¬¥°, ¢° ¹ ¾¹¨©±¿ ¶¨«¨­¤° ¨«¨ ¯®±²®¿­­®¥ ¬ £-
­¨²­®¥ ¯®«¥. �®®¡¹¥, ½²® ±¨¬¬¥²°¨¿  ª±¨ «¼­»µ ¢¥ª²®°®¢.

4. �®ª®¿¹¨©±¿,   ² ª¦¥ ®¤­®°®¤­® ° ±²¿­³²»© ¨«¨ ±¦ ²»© ¶¨-
«¨­¤° µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼­»¬ ª« ±±®¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ 1=mm
(L11L2(1+ 1)PC). �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ 1 ­¥¯®«¿°­ . � ­­®© ±¨¬-
¬¥²°¨¥© ®¡« ¤ ¥² ®¤­®°®¤­®¥ ®¤­®®±­®¥ ±¦ ²¨¥ ¨«¨ ° ±²¿¦¥­¨¥.

5. �¨«¨­¤°, § ª°³·¥­­»© ¢®ª°³£ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®±¨, ¨¬¥¥²
±¨¬¬¥²°¨¾ ¯°¥¤¥«¼­®© £°³¯¯» �¾°¨ 122, ². ¥. ­¥¯®«¿°­³¾ ®±¼
±¨¬¬¥²°¨¨ 1 ¨ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¯®¯¥°¥·­»µ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ 2
(L11L2). � ­­ ¿ £°³¯¯  ®¡« ¤ ¥² ½­ ­²¨®¬®°´¨§¬®¬, ². ¥. ´¨-
£³°» ¬®£³² ¨¬¥²¼ ª ª ¯° ¢³¾, ² ª ¨ «¥¢³¾ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨.

6. �¡»ª­®¢¥­­»© ¸ ° ¨¬¥¥² ±¨¬¬¥²°¨¾ ¯°¥¤¥«¼­®© £°³¯¯»
�¾°¨ 11m, ². ¥. ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ 1 ¨ ¡¥±-
ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¯«®±ª®±²¥©. �¨§¨·¥±ª¨ ½²®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¥² £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®¥ ±¦ ²¨¥.

7. �¢®¥®¡° §­³¾ ´¨£³°³, ¨¬¥¾¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¯°¥¤¥«¼­®©
£°³¯¯» �¾°¨ 11, ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ª ª ¸ °, ³ ª®²®°®£®
¢±¥ ° ¤¨³±» ¢° ¹ ¾²±¿: ¨¬¥¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ®±¥© ±¨¬¬¥-
²°¨¨ 1, ­® ­¥² ¯«®±ª®±²¥©.

32 ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¨ ±¥¬¼ ¯°¥¤¥«¼­»µ ª« ±±®¢ | ½²®
39 ¢®§¬®¦­»µ ²¨¯®¢ ¯°®¿¢«¥­¨¿  ­¨§®²°®¯¨¨ ¢ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©-
±²¢ µ ª°¨±² ««®¢. �« ±± 1 µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼­®©  ­¨§®²°®-
¯¨¥©. �¢  ¤°³£¨µ ¯°¥¤¥«¼­»µ ª« ±±  | 11m ¨ 11 ®¡« ¤ ¾²
² ª®© ±¨¬¬¥²°¨¥©, ¯°¨ ª®²®°®© ¢±¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­», ¨
 ­¨§®²°®¯¨¿ ¢ ­¨µ ­¥¢®§¬®¦­ . � ¦¤»© ¨§ ®±² «¼­»µ 36 ª« ±±®¢
µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±²°®£® ®¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ ®£° ­¨·¥­¨¿¬¨, ­ « £ ¥-
¬»¬¨ ­   ­¨§®²°®¯¨¾ ²¥µ ¨«¨ ¨­»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢.

�®¯°®± ® ¢«¨¿­¨¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««  ­  ¥£® ±¢®©±²¢  |
«¨¸¼ · ±²¼ ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® ¢®¯°®±  ® °®«¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ´¨§¨ª¥ ¨ ¢
¥±²¥±²¢®§­ ­¨¨ ¢ ¶¥«®¬. �¡¹¨© ¯°¨­¶¨¯, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨© ¢«¨¿­¨¥
±¨¬¬¥²°¨¨ ­  ¢±¥ ¡¥§ ¨±ª«¾·¥­¨¿ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¿¢«¥­¨¿, ±´®°¬³-
«¨°®¢ « �. �¾°¨ ¢ 1895 £.:



1.3. �®·¥·­ ¿ ¨ ¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ 19

À�®£¤  ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¯°¨·¨­» ¢»§»¢ ¾² ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ±«¥¤-
±²¢¨¿, ²® ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°¨·¨­ ¤®«¦­» ¯°®¿¢«¿²¼±¿ ¢ ¢»-
§¢ ­­»µ ¨¬¨ ±«¥¤±²¢¨¿µ.

�®£¤  ¢ ª ª¨µ-«¨¡® ¿¢«¥­¨¿µ ®¡­ °³¦¨¢ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿
¤¨±±¨¬¬¥²°¨¿, ²® ½²  ¦¥ ¤¨±±¨¬¬¥²°¨¿ ¤®«¦­  ¯°®¿¢«¿²¼±¿ ¢ ¯°¨-
·¨­ µ, ¨µ ¯®°®¤¨¢¸¨µ.

�®«®¦¥­¨¿, ®¡° ²­»¥ ½²¨¬, ­¥¯° ¢¨«¼­», ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥,
¯° ª²¨·¥±ª¨; ¨­ ·¥ £®¢®°¿, ±«¥¤±²¢¨¿ ¬®£³² ®¡« ¤ ²¼ ¡®«¥¥ ¢»-
±®ª®© ±¨¬¬¥²°¨¥©, ·¥¬ ¢»§¢ ¢¸¨¥ ¨µ ¯°¨·¨­»Á.

� ¡®«¥¥ ¯°®±²®© °¥¤ ª¶¨¨ ¤ ­­»© ¯°¨­¶¨¯ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨§«®-
¦¥­ ² ª:

À�±«¨ ²® ¨«¨ ¨­®¥ ¿¢«¥­¨¥ ¨ ®ª°³¦ ¾¹ ¿ ¥£® ±°¥¤  ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢³¾² ± ®¡° §®¢ ­¨¥¬ ®¡¹¥© ±¨±²¥¬», ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ² ª®£®
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ®±² ¾²±¿ «¨¸¼ ²¥ ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨, ª®²®°»¥
¿¢«¿¾²±¿ ®¡¹¨¬¨ ¤«¿ ­¨µ ®¡®¨µÁ.

�°¨­¶¨¯ �¾°¨ ±² ­®¢¨²±¿ ¯®·²¨ ®·¥¢¨¤­»¬, ¥±«¨ ¯°¥¤±² -
¢¨²¼, ·²® ­  £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ´¨£³°³, ¨¬¥¾¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ª°¨-
±² «« , ­ ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ § ¤ ­­®© ®°¨¥­² ¶¨¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´¨-
£³°  ± ±¨¬¬¥²°¨¥© ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �±­®, ·²® ¯®«³·¥­­ ¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥
² ª®© ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ­®¢ ¿ ´¨£³°  (ª°¨±² «« + ¢®§¤¥©±²¢¨¥) ±®µ° -
­¨² «¨¸¼ ¢±¥ ®¡¹¨¥ ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¥°¢®­ · «¼­»µ ´¨£³°.

�«¿ ª®°°¥ª²­®£® ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¯°¨­¶¨¯  �¾°¨ ­ ¤® ®¡¿§ ²¥«¼­®
¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³ ¤¢  ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ .

1. �®«¦¥­ ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ´¨§¨·¥±ª¨© ¬¥µ ­¨§¬, ¯°¨¢®¤¿¹¨© ª
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾ ¿¢«¥­¨¿ (ª°¨±² «« ) ¨ ¢®§¤¥©±²¢¨¿.

2. �¢¨¤³  ­¨§®²°®¯¨¨ ±¢®©±²¢ ª°¨±² ««  °¥§³«¼² ² ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ¨ ¥£® ±¨¬¬¥²°¨¿ ¡³¤³² ­¥¯°¥¬¥­­® § ¢¨±¥²¼ ®² ²®£®, ¢ ª ª®¬
¨±µ®¤­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ª°¨±² ««  ¯°¨« £ «®±¼ ¢®§¤¥©±²¢¨¥.

1.3.2. �¨¬¬¥²°¨¿ ±²°³ª²³°» ª°¨±² ««®¢ (¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿
±¨¬¬¥²°¨¿). � ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ £°³¯¯ µ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««®¢
ª ª®­¥·­»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬, ¢µ®¤¿¹¨¬ ¢ ±¨¬¬¥²°¨¾ ²®·¥·­®©
£°³¯¯», ¤®¡ ¢«¿¾²±¿ ¥¹¥ ²° ­±«¿¶¨®­­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿.

�°³¯¯  ²° ­±«¿¶¨© | ½²® ¡¥±ª®­¥·­® ¯®¢²®°¿¾¹¨©±¿ ¯¥°¥­®±
 ²®¬®¢ (£°³¯¯  ²®¬®¢) ¢¤®«¼ ª ª®©-«¨¡® ¯°¿¬®© ­  ®¤­® ¨ ²® ¦¥
®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ° ±±²®¿­¨¥, ­ §»¢ ¥¬®¥ ¯¥°¨®¤®¬ ²° ­±«¿¶¨¨.

�°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤®«¨ ¯¥°¨®¤  ²° ­±«¿¶¨¨ ­  ®¯¥° ¶¨¾ ®²° ¦¥-
­¨¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°®¦¤ ¥² ­®¢®¥ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥-
®¡° §®¢ ­¨¥ | ¯«®±ª®±²¼ ±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥­¨¿. �«®±ª®±²¼
±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥­¨¿ | ½²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ ±®¢¬¥±²­® ¤¥©±²¢³-
¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯ ° ««¥«¼­®£® ¥© ¯¥°¥­®±  ­  ¢¥-
«¨·¨­³, ° ¢­³¾ ¤®«¥ ¯¥°¨®¤  ²° ­±«¿¶¨¨ ¢¤®«¼ ¯«®±ª®±²¨. �°¨-
¥­²¨°®¢ ­­ ¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ Y Z ¯«®±ª®±²¼ ±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥­¨¿
®¡®§­ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ a, ¢ ¯«®±ª®±²¨ XZ | ±¨¬¢®«®¬ b, ¢ ¯«®±-
ª®±²¨ XY | ±¨¬¢®«®¬ c.

�ª®«¼¦¥­¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ¯° ¢«¥­® ¨ ¢¤®«¼ ¤¨ £®­ «¨ ¯ ° «-
«¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥­­®£®, ­ ¯°¨¬¥°, ­  ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿-



20 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

¶¨¿µ a, b. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ¯¥°¥­®± ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ­  ¯®«®¢¨­³ ¤«¨­»
¤¨ £®­ «¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  (a+ b)=2, ¯«®±ª®±²¼ ®¡®§­ · ¾² ±¨¬-
¢®«®¬ n,   ¥±«¨ ­  ·¥²¢¥°²¼ ¤«¨­» ¤¨ £®­ «¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ 
(a + b)=4 | ±¨¬¢®«®¬ d; ¯«®±ª®±²¨ d ­ §»¢ ¾² À «¬ §­»¬¨Á,

�¨±. 1.5. �«®±ª®±²¼ §¥°ª «¼­®£® ®²° ¦¥­¨¿ m ¨ ¯«®±ª®±²¨ ±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥-
­¨¿ a, c, n, d

² ª ª ª ®­¨ µ ° ª²¥°­» ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ±® ±²°³ª²³°®©  «¬ § 
(°¨±. 1.5). �¨±«® °¿¤®¬ ± ´¨£³°ª®© ®§­ · ¥² ¯¥°¥¬¥¹¥­¨¥ ¢ ¤®-
«¿µ ¯¥°¨®¤  ²° ­±«¿¶¨¨.

�°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤®«¨ ¯¥°¨®¤  ²° ­±«¿¶¨¨ ­  ¯®¢®°®² ¢®ª°³£ ®±¨
¯®°®¦¤ ¥² ¢¨­²®¢®© ¯®¢®°®². �¨­²®¢®© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ­ §»-
¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯¥°¥­®±  ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨, ¤¥©-
±²¢³¾¹¨µ ±®¢¬¥±²­®. �®±«¥ ¤ ­­®© ®¯¥° ¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨±µ®¤-
­ ¿ ²®·ª  ¤®«¦­  ±®¢¬¥±²¨²¼±¿ ± ¤°³£®©, ¨¤¥­²¨·­®© ¯¥°¢®©, ². ¥.
®²±²®¿¹¥© ­  ®¤¨­ ¨«¨ ­¥±ª®«¼ª® ¯¥°¨®¤®¢ ²° ­±«¿¶¨¨. �¨­²®¢»¥
®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¥±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ³ ¤¥°¥¢¼¥¢ ¨ ®¯°¥¤¥«¿¾² ° ±¯®«®-
¦¥­¨¥ ¢¥²¢¥© ­  ±²¢®«¥, ·¥¸³¥ª ±®±­®¢®© ¸¨¸ª¨ ¨ ². ¯. �¨­²®¢»¥

�¨±. 1.6. �¨­²®¢»¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ 61 ¨ 62

®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³° µ ¬®£³² ¡»²¼ ²®«¼ª®
¯®°¿¤ª®¢ 2, 3, 4 ¨ 6. �¨­²®¢ ¿ ®±¼ ®¡®§­ · ¥²±¿ ¶¨´°®© ± ¶¨´°®-



1.4. �±­®¢­»¥ ²¨¯» ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª 21

¢»¬ ¯®¤±²°®·­»¬ ¨­¤¥ª±®¬: ¶¨´°  ®§­ · ¥² ¯®°¿¤®ª ®±¨,   · ±²-
­®¥ ®² ¤¥«¥­¨¿ ¨­¤¥ª±  ­  ¯®°¿¤®ª ®±¨ ¯®ª §»¢ ¥², ­  ª ª³¾ ¤®«¾
²° ­±«¿¶¨¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯¥°¥­®± ¢¤®«¼ ¢¨­²®¢®© ®±¨ ¯°¨ ¯®¢®°®²¥,
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ¤¥©±²¢¨¾ ¤ ­­®© ®±¨ (°¨±. 1.6).

1.4. �±­®¢­»¥ ²¨¯» ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª

�«¿ ª ¦¤®© ±²°³ª²³°» µ ° ª²¥°¥­ ­ ¡®° ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±-
«¿¶¨©, ¨«¨ ²° ­±«¿¶¨®­­ ¿ £°³¯¯ , ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯°®-
±²° ­±²¢¥­­³¾ °¥¸¥²ª³.

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ±®®²­®¸¥­¨¿ ¢¥«¨·¨­ ¨ ¢§ ¨¬­®© ®°¨¥­² -
¶¨¨ ²°¥µ ®±­®¢­»µ ²° ­±«¿¶¨© a, b, c ¯®«³· ¾²±¿ °¥¸¥²ª¨, ®²-
«¨· ¾¹¨¥±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¯® ±¢®¥© ±¨¬¬¥²°¨¨. �¨¬¬¥²°¨¿ ®£° -
­¨·¨¢ ¥² ·¨±«® ¢®§¬®¦­»µ °¥¸¥²®ª. �±¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª-
²³°» ®¯¨±»¢ ¾²±¿ 14 ²° ­±«¿¶¨®­­»¬¨ £°³¯¯ ¬¨ (14 ®±­®¢­»¬¨
²¨¯ ¬¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª �° ¢½). �¥¸¥²ª®© �° ¢½ ­ -
§»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­ ¿ § ª®­®¬¥°­ ¿ ±¨±²¥¬  ²®·¥ª ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥,
®¡° §³¥¬ ¿ ²° ­±«¿¶¨®­­»¬ ¯®¢²®°¥­¨¥¬ ®¤­®© ²®·ª¨.

14 °¥¸¥²®ª �° ¢½ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¯® ´®°¬¥ ½«¥¬¥­-
² °­»µ ¿·¥¥ª ¨ ¯® ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿ ­  7 ±¨­£®­¨©.
�®¤° §¤¥«¥­¨¥ ­  ±¨­£®­¨¨ ¡»«® ¢¢¥¤¥­® ¥¹¥ ¢ ­ · «¥ XIX ¢¥ª 
²®«¼ª® ­  ®±­®¢ ­¨¨ ¨§³·¥­¨¿ ¢­¥¸­¨µ ´®°¬ ª°¨±² ««®¢. �¥-
¸ ¿ § ¤ ·³ ® ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¬ ° ±¯®«®¦¥­¨¨ ±´¥°¨·¥±ª¨µ · ±²¨¶
(¬ ²¥°¨ «¼­»µ ²®·¥ª) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ´° ­¶³§±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª
�.�° ¢½ ¢ 1848 £. ¤®ª § «, ·²® ¢±¥£® ±³¹¥±²¢³¥² 14 ®±­®¢­»µ ²¨¯®¢
ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª ¨ ¯°¨¸¥« ª ³ª § ­­®¬³ ° §¤¥«¥­¨¾ ­ 
±¨­£®­¨¨. �¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  ®£° ­¨·¨-
¢ ¥² ·¨±«® ¢®§¬®¦­»µ °¥¸¥²®ª. �¥¸¥²ª  ¤®«¦­  ¡»²¼ ¨­¢ °¨ ­²-
­®© ª® ¢±¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¢®§¬®¦­»¬ ¤«¿ ¤ ­­®£®
ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ .

�¤­ ª® ¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ °¥¸¥²ª  �° ¢½ ¥¹¥ ­¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²
¯®«®¦¥­¨¥  ²®¬®¢,   ®¯¨±»¢ ¥² «¨¸¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯®«®¦¥-
­¨¥ ²®·¥ª ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �«¿ ®¯¨± ­¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª-
²³°» ­¥®¡µ®¤¨¬®, ¯®¬¨¬® °¥¸¥²ª¨, § ¤ ²¼ ² ª¦¥ ¨ ±¨¬¬¥²°¨¾
¡ §¨±  ( ²®¬®¢, ° ±¯®«®¦¥­­»µ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¨). � §¨± | ½²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ ª®®°¤¨­ ²  ²®¬®¢, ° ±-
±²®¿­¨© ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ¨ ­ ¯° ¢«¥­¨© (³£«®¢) ±¢¿§¥©, ª®²®° ¿
¯®¢²®°¿¥²±¿ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ °¥¸¥²ª¨ ®¤¨­ ª®-
¢»¬ ®¡° §®¬. �¥¬ ± ¬»¬ ³·¨²»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¥­¨¥ «¾¡®£®  ²®¬ 
¢ ª°¨±² ««¥. �«¿ ­¥ª®²®°»µ ¯°®±²»µ ½«¥¬¥­² °­»µ ª°¨±² ««®¢
(Ar, Na, ...) ¡ §¨± ±®±²®¨² «¨¸¼ ¨§ ®¤­®£®  ²®¬ . �°³£¨¥ ½«¥-
¬¥­²» ®¡° §³¾² ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°», ¢ ª®²®°»µ ¡ §¨± ¯°¨-
¬¨²¨¢­®© ¿·¥©ª¨ ±®¤¥°¦¨² ­¥±ª®«¼ª®  ²®¬®¢ (­ ¯°¨¬¥°, 2  ²®¬ 
±®±² ¢«¿¾² ¡ §¨± ³ ª°¥¬­¨¿, 4 | ³ £ ««¨¿). � ¢¥¹¥±²¢ µ, ±®±²®-
¿¹¨µ ¨§  ²®¬®¢ ° §­®£® ±®°² , ª°¨±² ««¨·¥±ª¨© ¡ §¨± ±®¤¥°¦¨²,
¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥, ®¤­³ ¬®«¥ª³«³ ¢¥¹¥±²¢ .
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�«¥¬¥­² °­»¥ ¿·¥©ª¨ ¢ °¥¸¥²ª µ �° ¢½ ¢»¡¨° ¾²±¿ ² ª,
·²®¡»:

1) ¨µ ±¨¬¬¥²°¨¿ ±®®²¢¥²±²¢®¢ «  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢±¥© °¥¸¥²ª¨;
2) ·¨±«® ¯°¿¬»µ ³£«®¢ ¨ ° ¢­»µ ±²®°®­ ¡»«® ¬ ª±¨¬ «¼­»¬;
3) ®¡º¥¬ ¿·¥©ª¨ ¡»« ¬¨­¨¬ «¼­»¬.
�­ · «¥ ¯°¨­¶¨¯ ¢»¢®¤  °¥¸¥²®ª �° ¢½ ° ±±¬®²°¨¬ ­  ¯°¨-

¬¥°¥ ¤¢³¬¥°­»µ °¥¸¥²®ª. �«®±ª ¿ ±¥²ª  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯ °®© ¡ -
§¨±­»µ ¢¥ª²®°®¢ a, b, ¯ ° ¬¥²°» ¿·¥©ª¨ | a, b, 
. � ¯«®±ª®© ±¥²-
ª®© ¤®«¦­» ¡»²¼ ±®¢¬¥±²¨¬» ¯®¢®°®²» ¢®ª°³£ ®±¥© 1, 2, 3, 4, 6,
¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»µ ª ¯«®±ª®±²¨ ±¥²ª¨, ¨ ®²° ¦¥­¨¿ ¢ ¯«®±ª®±²¿µ
±¨¬¬¥²°¨¨, ²®¦¥ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»µ ª ¯«®±ª®±²¨ ±¥²ª¨; ­¥±®¢¬¥-
±²¨¬® ± ­¥© ­¨ª ª®¥ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥, ¢»¢®¤¿¹¥¥
±¥²ª³ ¨§ ¯«®±ª®±²¨.

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬, ¨§ 32 ª« ±±®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ± ¯«®±ª¨¬¨
°¥¸¥²ª ¬¨ ±®¢¬¥±²¨¬» ²®«¼ª® 10: 1, 2, 3, 4, 6, m, mm2, 3m,
4mm, 6mm. �®«¼ª® ½²¨ ±®·¥² ­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®±² -
¢«¿¾² ²®·ª³ ¤¢³¬¥°­®© °¥¸¥²ª¨ ¢ § ¤ ­­®© ¯«®±ª®±²¨. �® ¢±¥µ
¤¢³¬¥°­»µ ²®·¥·­»µ £°³¯¯ µ ®±­®¢­ ¿ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¥°¯¥­¤¨-
ª³«¿°­  ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯«®±ª®±²¨,   ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨
¯°®µ®¤¿² ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨. � £°³¯¯¥ m ¬®¦­® ´®°¬ «¼­® ±·¨² ²¼,
·²® ¯«®±ª®±²¼ m ¯°®µ®¤¨² ¢¤®«¼ ®±¨ 1, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ª ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯«®±ª®±²¨.

� ª¨¥ §­ ·¥­¨¿ ²° ­±«¿¶¨© ¨ ³£«  ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ¢®§¬®¦­» ¢
¯«®±ª¨µ ±¥²ª µ? � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¨ a 6= b, 
 6= 90� ¯®«³· ¥¬ ª®-
±®³£®«¼­³¾ ±¥²ª³ ± ­¥®¤¨­ ª®¢»¬¨ ±²®°®­ ¬¨ ¿·¥©ª¨ | ­ ¨¡®«¥¥
®¡¹¨© ²¨¯ °¥¸¥²ª¨. � ­¥© ±®¢¬¥±²¨¬» ¯®¢®°®²» ¢®ª°³£ ®±¥© 1 ¨
2 (°¨±. 1.7 ).

�«¿ ¯°¿¬®³£®«¼­®© °¥¸¥²ª¨ ½«¥¬¥­² °­³¾ ¿·¥©ª³ (¯°¨¬¨²¨¢-
­³¾ ¨«¨ ­¥¯°¨¬¨²¨¢­³¾) ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ¡¥±·¨±«¥­­»¬ ª®«¨·¥-
±²¢®¬ ±¯®±®¡®¢, ­® «®£¨·­¥¥ ² ª, ª ª ­  °¨±. 1.7¡. � ² ª®© °¥¸¥²ª¥
¢®§­¨ª ¾² ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �²®¡» ³§­ ²¼, ª ·¥¬³ ¯°¨¢®¤¨²
­ «¨·¨¥ ¯«®±ª®±²¨ m, ¢»° §¨¬ ®±­®¢­»¥ ¢¥ª²®°» a, b ·¥°¥§ ®°²»
ª®®°¤¨­ ²­®© ±¨±²¥¬»:

a = axi+ ayj;

b = bxi + byj:
(1.10)

�³±²¼ ¯«®±ª®±²¼ m ¯°®µ®¤¨² ¢¤®«¼ ®±¨ X . �®£¤  ¯°¨ §¥°ª «¼-
­®¬ ®²° ¦¥­¨¨ ¢ ½²®© ¯«®±ª®±²¨ ¯®«³·¨¬:

a0 = axi � ayj;

b0 = bxi � byj:
(1.11)

�«¿ ²®£® ·²®¡» ²° ­±«¿¶¨¨ a0 ¨ b0 ¡»«¨ ²®¦¥ ²° ­±«¿¶¨¿¬¨
°¥¸¥²ª¨, ¨¬¥¥²±¿ «¨¸¼ ¤¢¥ ¢®§¬®¦­®±²¨:

1) a = a0; b = �b0, ®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® a = axi, b = byj. �²®
¤ ¥² ¯°¿¬®³£®«¼­³¾ °¥¸¥²ª³ a 6= b, 
 = 90� (°¨±. 1.7¡, 1.8a);
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�¨±. 1.7. �¿²¼ ¤¢³¬¥°­»µ °¥¸¥²®ª ¨ ¨µ ±¨¬¬¥²°¨¿
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2) b0 = a � b, ². ¥. b0x = ax � bx, b
0

y = ay � by. �²® °¥¸¥­¨¥
¯®«³· ¥²±¿ ¨§ (1.11) ¨ (1.10) ¯°¨ ay = 0, ax = a = 2bx, ². ¥. a = ai,
b = (1=2)ai+ byj. � ½²®¬ ±«³· ¥ ­  ²° ­±«¿¶¨¿µ a ¨ b ±²°®¨²±¿
¶¥­²°¨°®¢ ­­ ¿ ¯°¿¬®³£®«¼­ ¿ °¥¸¥²ª , ². ¥. ¿·¥©ª , ¢ ¶¥­²°¥
ª®²®°®© ¨¬¥¥²±¿ ¥¹¥ ®¤¨­ ³§¥« (°¨±. 1.7¢, 1.8¡). �²³ ¿·¥©ª³ ¬®¦­®

�¨±. 1.8. �¥©±²¢¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ­  ¢¨¤ ¿·¥¥ª �° ¢½

®¯¨± ²¼ ¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ±¥²ª¨, ±®±² ¢«¥­­®© ¨§ °®¬¡®¢, ²®£¤  ¿·¥©ª 
¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢­®©, ­¥¶¥­²°¨°®¢ ­­®©. �¤­ ª® ¶¥­²°¨°®-
¢ ­­ ¿ ¿·¥©ª  §¤¥±¼ ³¤®¡­¥¥, ² ª ª ª ®­  ¯®§¢®«¿¥² ¯®«¼§®¢ ²¼±¿
¯°¿¬®³£®«¼­®© ±¨±²¥¬®© ª®®°¤¨­ ².

� «¨·¨¥ ®±¨ 4 ²°¥¡³¥², ·²®¡» °¥¸¥²ª  ¡»«  ª¢ ¤° ²­®©, ². ¥.
a = b, 
 = 90� (°¨±. 1.7£). �±¨ 3 ¨ 6 ²°¥¡³¾², ·²®¡» °¥¸¥²ª  ¡»« 
£¥ª± £®­ «¼­®©, ². ¥. a = b, 
 = 120� (°¨±. 1.7¤). � ª¨¬ ®¡° §®¬,
¯®«³· ¥¬ 5 ¯«®±ª¨µ ¿·¥¥ª �° ¢½.

� ª ¦¥ ¢»¢®¤¿²±¿ 14 ²°¥µ¬¥°­»µ °¥¸¥²®ª �° ¢½. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨-
¬¥°  ° ±±¬®²°¨¬ ¬®­®ª«¨­­³¾ ±¨­£®­¨¾. � ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥²±¿ ·¥-
²»°¥ ½«¥¬¥­²  ²®·¥·­®© ±¨¬¬¥²°¨¨: ¥¤¨­¨·­»© ½«¥¬¥­² e, ¯®¢®°®²­ ¿
®±¼ 2 (C2 | ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �¥­´«¨± ), ¶¥­²° ¨­¢¥°±¨¨ (I | ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥
�¥­´«¨± ) ¨ ¯«®±ª®±²¼ m (�h | ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �¥­´«¨± ). �³±²¼ ¢¥ª-
²®°» l1 ¨ l2 ­¥ «¥¦ ² ¢ ®¤­®© ¯«®±ª®±²¨ (°¨±. 1.9). �®£¤  l1 + �h � l1
¨ l2 + �h � l2 «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¨ ­¥ ¯ ° ««¥«¼­» ¤°³£ ¤°³£³. � ª¨¬
®¡° §®¬, ½«¥¬¥­² °­»¥ ¢¥ª²®°» a1 ¨ a2 ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ¢ ¯«®±ª®±²¨ �h.
�°¥²¨© ¢¥ª²®° ¯°¥¤±² ¢¨¬ ² ª:

a3 = �+ �; (1.12)

£¤¥ � ¯ ° ««¥«¥­ ®±¨ C2,   � ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ¥©. �®£¤  ¢¥ª²®°

C2a3 � a3 = C2� � � = �2� (1.13)

«¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ �h, ¨ ¬» ¬®¦¥¬ ­ ¯¨± ²¼:

2� = m1a1 +m2a2; (1.14)

a3 = �+
m1

2
a1 +

m2

2
a2: (1.15)
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�²­¨¬¥¬ ®² a3 «¾¡®© ¢¥ª²®° n1a1 + n2a2 ² ª, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ­ ¨-
¬¥­¼¸¨© ¢¥ª²®°, ². ¥. ¢»¡¨° ¥¬ ·¨±«  m1 ¨ m2 ² ª, ·²®¡» ®­¨ ­¥ ¯°¥-
¢»¸ «¨ ¥¤¨­¨¶³ ¨ ¡»«¨ ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢­» ­³«¾. �®£¤  ¨¬¥¥¬ ·¥²»°¥

�¨±. 1.9. � ¢»¢®¤³ °¥¸¥²®ª �° ¢½ ¬®­®ª«¨­­»µ ª°¨±² ««®¢

¢®§¬®¦­®±²¨ (°¨±. 1.10): 1) a3 = �; 2) a3 = (1=2)a1 + �; 3) a3 =
= (1=2)a2 + �; 4) a3 = � + (1=2)a1 + (1=2)a2. �²®°®© ¨ ²°¥²¨© ±«³· ¨

�¨±. 1.10. �¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ¤«¿ ¬®­®ª«¨­­®© ±¨­£®­¨¨:
 ) a3 ? a1;a2; ¡) (2a3 � a2) ? a1; a2

½ª¢¨¢ «¥­²­»,   ¯®±«¥¤­¨© ¥±²¼ ¯°®±²® ¨µ ª®¬¡¨­ ¶¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬,
¢ ¬®­®ª«¨­­®© ±¨­£®­¨¨ ¨¬¥¥¬ ¤¢  ²¨¯  °¥¸¥²®ª �° ¢½.

� ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ £°³¯¯ µ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««®¢ ¨¬¥¥²±¿
·¥²»°¥ ²¨¯  °¥¸¥²®ª �° ¢½. �±¥ 4 ²¨¯  ¿·¥¥ª | P (¯°®±² ¿),
I (®¡º¥¬­®¶¥­²°¨°®¢ ­­ ¿), F (£° ­¥¶¥­²°¨°®¢ ­­ ¿), C (¡ §®-
¶¥­²°¨°®¢ ­­ ¿) | ¨¬¥¾²±¿ ²®«¼ª® ¢ °®¬¡¨·¥±ª®© ±¨­£®­¨¨,
®±² «¼­»¥ ±¨­£®­¨¨ ±®¤¥°¦ ² ­¥ ¢±¥ ²¨¯» ¿·¥¥ª �° ¢½. � ¯°¨¬¥°,
¢ ª³¡¨·¥±ª®© ±¨­£®­¨¨ ­¥² ¡ §®¶¥­²°¨°®¢ ­­®© ¿·¥©ª¨, ¯®²®¬³
·²® ®­  ¯°®²¨¢®°¥·¨«  ¡» ±¨¬¬¥²°¨¨ ª³¡¨·¥±ª®© ¿·¥©ª¨: ¥±«¨
¶¥­²°¨°®¢ ­  ®¤­  ¯ °  £° ­¥© ª³¡ , ²®, ¡« £®¤ °¿ ±¨¬¬¥²°¨¨
ª³¡ , ®¡¿§ ²¥«¼­® ¤®«¦­» ¡»²¼ ¶¥­²°¨°®¢ ­» ¨ ¤¢¥ ¤°³£¨¥ ¯ °»,
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�  ¡ «¨¶   1.4. 14 ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ °¥¸¥²®ª �° ¢½
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². ¥. C-¿·¥©ª  ±² ­¥² F -¿·¥©ª®©. � ²¥²° £®­ «¼­®© ±¨­£®­¨¨ ­¥²
¿·¥©ª¨ C: ®­  ¡»«  ¡» ±®¢¬¥±²¨¬  ± ±¨¬¬¥²°¨¥© °¥¸¥²ª¨, ­®
­¥ ®²¢¥· «  ¡» ³±«®¢¨¿¬ ¢»¡®°  ¿·¥©ª¨ �° ¢½; ¢¬¥±²® ­¥¥ ¬®¦­®
¡»«® ¡» ¢§¿²¼ ¯°¨¬¨²¨¢­³¾ ¿·¥©ª³, ®¡º¥¬ ª®²®°®© ¢¤¢®¥ ¬¥­¼¸¥.

14 °¥¸¥²ª ¬¨ �° ¢½ ¨±·¥°¯»¢ ¾²±¿ ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ²° ­±«¿¶¨-
®­­»¥ °¥¸¥²ª¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ «¾¡»¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°»
(² ¡«. 1.4). � ±²°³ª²³°¥ ª°¨±² ««  °¥¸¥²ª¨ �° ¢½ ¬®£³² ¡»²¼ ¢±² -
¢«¥­» ®¤­  ¢ ¤°³£³¾,   ¢ ³§« µ ° §«¨·­»µ °¥¸¥²®ª ¬®£³² ±²®¿²¼
ª ª ®¤¨­ ª®¢»¥, ² ª ¨ ° §«¨·­»¥  ²®¬» (£°³¯¯»  ²®¬®¢).

1.5. �°®±²° ­±²¢¥­­»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨

�±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ®¯¨±»¢ ¾²±¿ 230
¯°®±²° ­±²¢¥­­»¬¨ £°³¯¯ ¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �°®±²° ­±²¢¥­­®©
£°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±®·¥² ­¨¥ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ ¡¥±ª®-
­¥·­»µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°».
�°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ £°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ±¨¬¬¥²°¨¾
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°», ² ª ¦¥, ª ª ²®·¥·­ ¿ £°³¯¯  ±¨¬¬¥-
²°¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ±¨¬¬¥²°¨¾ ¢­¥¸­¥© ´®°¬» ª°¨±² ««  ¨ ±¨¬-
¬¥²°¨¾ ¥£® ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢.

� ¦¤®© ²®·¥·­®© £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ­¥±ª®«¼ª®
¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ £°³¯¯. �²®¡» ¨§ ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© £°³¯¯»
±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««  ¯®«³·¨²¼ ¥£® ²®·¥·­³¾ £°³¯¯³, ­ ¤® ¬»-
±«¥­­® ³­¨·²®¦¨²¼ ¢±¥ ²° ­±«¿¶¨¨, ². ¥. ¯°¥¢° ²¨²¼ ¯«®±ª®±²¨
±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥­¨¿ ¢ ¯°®±²»¥ §¥°ª «¼­»¥ ¯«®±ª®±²¨, ¢¨­²®-
¢»¥ ®±¨ | ¢ ®¡»·­»¥ ¯®¢®°®²­»¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ±¢¥±²¨ ¢±¥
®±² ¢¸¨¥±¿ ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ²®·ª³.

�»¢¥±²¨ ¨§ ²®·¥·­®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢±¥ ®²­®±¿¹¨¥±¿ ª ­¥© ¯°®-
±²° ­±²¢¥­­»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨ | ¡®«¥¥ ±«®¦­ ¿ § ¤ · . �«¿
½²®£® ­³¦­® ¯¥°¥¡° ²¼ ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ±®·¥² ­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥-
²°¨¨ ¨ °¥¸¥²®ª �° ¢½. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¢ ²®·¥·­³¾ £°³¯¯³ ¢µ®¤¿²
®±¨ 3 ¨ 2, ²® ¤«¿ ¢»¢®¤  ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© £°³¯¯» ­³¦­® ¯¥°¥¯°®-
¡®¢ ²¼ ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ±®·¥² ­¨¿ ¯°®±²»µ ¨ ¢¨­²®¢»µ ®±¥© 2-£® ¨
3-£® ¯®°¿¤ª®¢ ¨ ²° ­±«¿¶¨©.

230 ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ (­¥¯°¥°»¢­»µ) £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  (´¥¤®°®¢±ª¨µ £°³¯¯) ¡»«¨ ¢»¢¥¤¥­»
¢ 1890{1894££. ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬® �. �.�¥¤®°®¢»¬ ¨
�.�¥­´«¨±®¬.

�¥¦¤³­ °®¤­ ¿ ±¨¬¢®«¨ª  ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥-
²°¨¨ ±®±² ¢«¥­  ² ª, ·²® ¯® ¢¨¤³ ±¨¬¢®«  ¬®¦­® ¯®«­®±²¼¾ ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢§ ¨¬­®¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ (² ¡«. 1.5).

�²±³²±²¢¨¥ ½«¥¬¥­²  ­  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®§¨¶¨¨ ®¡®§­ · -
¥²±¿ ¶¨´°®© 1. � ¯°¨¬¥°, ª ²®·¥·­®© £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ 32 ¯°¨-
­ ¤«¥¦ ² ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¥ £°³¯¯»:P321, P3121, P3221, P312,
P3112, P3212.
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�  ¡ «¨ ¶  . 1.5. �° ¢¨«  § ¯¨±¨ ±¨¬¢®«  ¯°®±²° ­±²¢¥­­®©
£°³¯¯»

�¨­£®­¨¿ �®§¨¶¨¨ ¢ ±¨¬¢®«¥

I II III IV

�°¨ª«¨­­ ¿ �¨¯
°¥¸¥²ª¨
�° ¢½

�¬¥¾¹¨©±¿½«¥-
¬¥­² ±¨¬¬¥²°¨¨

�®­®ª«¨­­ ¿ �¬¥¾¹¨©±¿½«¥-
¬¥­² ±¨¬¬¥²°¨¨:
®±¼ 2 ¨«¨ 21 (¨
¯«®±ª®±²¼, ­®°-
¬ «¼­ ¿ ª ®±¨ 2,
¥±«¨ ®­  ¥±²¼)

�®¬¡¨·¥±ª ¿ �±¼ 2 (21) ¨«¨ ­®°¬ «¼ ª ¯«®±ª®±²¨,
¯ ° ««¥«¼­ ¿:

X Y Z

�°¨£®­ «¼­ ¿
�¥²° £®­ «¼­ ¿
�¥ª± £®­ «¼­ ¿

�« ¢­ ¿ ®±¼ ±¨¬-
¬¥²°¨¨ (¨ ¯«®±-
ª®±²¼, ­®°¬ «¼-
­ ¿ ª ­¥©, ¥±«¨
®­  ¥±²¼)

�®®°¤¨­ ²­ ¿
¯«®±ª®±²¼¨«¨
®±¼

�¨ £®­ «¼­ ¿
¯«®±ª®±²¼ ¨«¨
®±¼

�³¡¨·¥±ª ¿ �®®°¤¨­ ²­»¥
½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥-
²°¨¨

3 �¨ £®­ «¼­»¥
½«¥¬¥­²» ±¨¬-
¬¥²°¨¨

1.6. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ
­ ¯° ¢«¥­¨© ¨ ¯«®±ª®±²¥©

� §®¢¥¬ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¬ ² ª®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥, ª®²®°®¥
¯°®µ®¤¨² ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ·¥°¥§ ¤¢  ³§«  °¥¸¥²ª¨. �°¨±² ««®£° -
´¨·¥±ª®© ¯«®±ª®±²¼¾ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ­¥
¬¥­¥¥ ·¥¬ ·¥°¥§ ²°¨ ³§«  °¥¸¥²ª¨, ­¥ «¥¦ ¹¨µ ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©.
�®¦­®, ®·¥¢¨¤­®, ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ¨ ¯«®±ª®±²¨,
ª®²®°»¥ ­ ¯° ¢«¥­» ¨­ ·¥, ®¤­ ª® ¨µ ­¥«¼§¿ ¨­¤¨¶¨°®¢ ²¼  ­ -
«®£¨·­® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¬, ® ·¥¬ ¯®©¤¥² °¥·¼ ­¨¦¥.

�«¿ ª ¦¤®£® ª°¨±² ««  ¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª³¾
±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨­ ² XYZ, ¯®±²°®¥­­³¾ ­  ¡ §¨±­»µ ¢¥ª²®° µ a1,
a2, a3, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ± °¥¡° ¬¨ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨. � ª ª ª
¢¥ª²®°» a1, a2, a3 ­¥ª®¬¯« ­ °­», «¾¡®© ¢¥ª²®° m ¬®¦­® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ¡ §¨±­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ¯°¨²®¬
¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬:

m = m1a1 +m2a2 +m3a3: (1.16)

�®¬¯®­¥­²» ¢¥ª²®°  m ¢ ­ ¸¥¬ ±«³· ¥ | ¶¥«»¥ ·¨±« . �³±²¼
m ®¯°¥¤¥«¿¥² ­¥ª®²®°®¥ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥. �±«¨
¶¥«»¥ ·¨±«  m1; m2,m3 ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ¬­®¦¨²¥«¼ n, ¬®¦­® ¢¢¥±²¨
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¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ¢¥ª²®° ²®£® ¦¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ­® ¢ n ° § ª®°®·¥:

m0 =
m

n
=
m1

n
a1 +

m2

n
a2 +

m3

n
a3 = ha1 + ka2 + la3; (1.17)

¨ ¥£® ª®¬¯®­¥­²» ² ª¦¥ ¡³¤³² ¶¥«®·¨±«¥­­». �®£¤  ª®½´´¨¶¨-
¥­²» h, k ¨ l, § ¯¨± ­­»¥ ¢ ¢¨¤¥ [hkl], ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¨­¤¥ª± ¬¨
�¨««¥°  ¤ ­­®£® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿, ². ¥. «¾-
¡®© ­ ¯° ¢«¥­­®© ¯°¿¬®©, ¯ ° ««¥«¼­®© ¤ ­­®¬³ ¢¥ª²®°³. �¨¬-
¢®«» ª®®°¤¨­ ²­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨© § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥: [100], [010],
[001]. �®¢®ª³¯­®±²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨©, ª®²®°»¥ ¬®£³² ±®¢¬¥±²¨²¼±¿
¤°³£ ± ¤°³£®¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±¢®©±²¢¥­-
­»µ ¤ ­­®© ²®·¥·­®© £°³¯¯¥, § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ³£«®¢»µ ±ª®¡ª µ.
� ¯°¨¬¥°, ±®¢®ª³¯­®±²¨ °¥¡¥° ª³¡  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨¬¢®« h100i,
¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ ¤¨ £®­ «¥© ª³¡  | h111i, ¤¨ £®­ «¥© £° ­¨
ª³¡  | h110i. �±«¨ ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ·¨±¥« mi ®²°¨¶ ²¥«¼­», §­ ª
À¬¨­³±Á ¯¨¸³² ­ ¤ ­¨¬¨, ­ ¯°¨¬¥° h1�11i. �®£¤  ±°¥¤¨ ¨­¤¥ª±®¢
�¨««¥°  ¢±²°¥· ¾²±¿ ·¨±« , ¡®«¼¸¨¥ 9, ¨­¤¥ª±» ¢® ¨§¡¥¦ ­¨¥
­¥¤®° §³¬¥­¨© ®²¤¥«¿¾² ¤°³£ ®² ¤°³£  § ¯¿²»¬¨, ­® ¯° ª²¨·¥-
±ª¨ ± ² ª¨¬¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¬¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¿¬¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿
¨¬¥²¼ ¤¥«® ª° ©­¥ °¥¤ª®.

�±«¨ ½«¥¬¥­² °­ ¿ ¿·¥©ª  ­¥ ¯°¨¬¨²¨¢­ , ²® ­¥ ª ¦¤»© ¢¥ª-
²®°, ¯°®¢¥¤¥­­»© ¨§ ­ · «  ª®®°¤¨­ ² ¢ ³§¥« °¥¸¥²ª¨, ¨¬¥¥² ¶¥-
«®·¨±«¥­­»¥ ª®¬¯®­¥­²», ­® ¤«¿ «¾¡®£® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®£®
­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¢¥ª²®° ± ¶¥«®·¨±«¥­­»¬¨ ª®¬¯®­¥­-
² ¬¨. � ¯°¨¬¥°, ª®®°¤¨­ ²» ³§«  ¢ ¶¥­²°¥ ®¡º¥¬­®¶¥­²°¨°®-
¢ ­­®© ª³¡¨·¥±ª®© ¿·¥©ª¨ ¥±²¼

��
1
2
1
2
1
2

��
, ­® ¯°®¢¥¤¥­­»© ·¥°¥§

­¥£® °¿¤ (¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ ¤¨ £®­ «¼ ª³¡ ) ¬®¦­® µ ° ª²¥°¨§®-
¢ ²¼ ±¨¬¢®«®¬ [111].

�¾¡®© ­ ¡®° ¯ ° ««¥«¼­»µ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©
¥±²¥±²¢¥­­® ®¯°¥¤¥«¿²¼ ­®°¬ «¼­»¬ ª ­¨¬ ¢¥ª²®°®¬. �§ ¬­®-
¦¥±²¢  ¯ ° ««¥«¼­»µ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥© ¢»¡¥°¥¬
ª ª³¾-«¨¡® ¯«®±ª®±²¼, ¯¥°¥±¥ª ¾¹³¾ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¥ ®±¨
¢ ³§« µ °¥¸¥²ª¨, ­® ­¥ ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ ­ · «® ª®®°¤¨­ ². �®-
«®¦¥­¨¥ ¯«®±ª®±²¨ ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®²°¥§ª ¬¨, ®²±¥ª ¥-
¬»¬¨ ¥¾ ­  ®±¿µ ª®®°¤¨­ ² (°¨±. 1.11). �³±²¼ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥-
±ª ¿ ¯«®±ª®±²¼ ­¥ ¯ ° ««¥«¼­  ­¨ ®¤­®© ¨§ ®±¥© ª®®°¤¨­ ². �®£¤ 
¢¥ª²®°»

p(1) = p1a1; p(2) = p2a2; p(3) = p3a3; (1.18)

±®¥¤¨­¿¾¹¨¥ ­ · «® ª®®°¤¨­ ² ± ²®·ª ¬¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¯«®±ª®±²¨
± ®±¿¬¨, ¶¥«®·¨±«¥­­». �¥ª²®°»

q(1) = p(1) � p(3) ¨ q(2) = p(2) � p(3) (1.19)

² ª¦¥ ¶¥«®·¨±«¥­­», ®­¨ «¥¦ ² ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ª°¨±² ««®-
£° ´¨·¥±ª®© ¯«®±ª®±²¨,   ¨µ ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯¥°¯¥­¤¨-
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ª³«¿°­® ª ­¥©. � ¯¨¸¥¬ ­®°¬ «¼­»© ª ¯«®±ª®±²¨ ¢¥ª²®° n ª ª
¢¥ª²®°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¢»¡° ¢ ¯®°¿¤®ª ±®¬­®¦¨²¥«¥© ² ª, ·²®¡»

�¨±. 1.11. � ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¨­¤¥ª±®¢ �¨««¥°  ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©

­®°¬ «¼ ¡»«  ¢­¥¸­¥© (­ ¯° ¢«¥­  ¢­³²°¼ ²°®©ª¨ ª®®°¤¨­ ²­»µ
®±¥©), ¨ ­®°¬¨°³¥¬ ½²®² ¢¥ª²®° ­  ®¡º¥¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨:

n =
1

v
[q1;q2]: (1.20)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ (1.20) ¢»° ¦¥­¨¿ (1.18) ¨ (1.19), ¯®«³·¨¬:

n =
1

v
[(p1a1 � p3a3); (p2a2 � p3a3)]: (1.21)

� ±ª°»¢ ¿ ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, § ¯¨¸¥¬:

n =
1

v
(p1p2[a1; a2] + p1p3[a3; a1] + p2p3[a2; a3]): (1.22)

�®±ª®«¼ª³ ®¡º¥¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ ¬®¦­® ¢»° §¨²¼ ² ª:

v = (a1[a2; a3]) = (a2[a3; a1]) = (a3[a1; a2]); (1.23)

²® ¯°¥¤±² ¢¨¬ (1.22) ¢ ¢¨¤¥:

n = p2p3b
�

1 + p1p3b
�

2 + p1p2b
�

3 = n1b
�

1 + n2b
�

2 + n3b
�

3: (1.24)

�¨±«  n1, n2, n3 | ² ª¦¥ ¶¥«»¥ ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ¢¥ª-
²®°  ­®°¬ «¨ ª ¯«®±ª®±²¨ n,   ±®®²­®¸¥­¨¥ (1.24) ¿¢«¿¥²±¿ ° §«®-
¦¥­¨¥¬ ¢¥ª²®°  n ¯® ¡ §¨±³ ²°®©ª¨ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨:

b�1 =
1

v
[a2; a3]; b�2 =

1

v
[a3; a1]; b�3 =

1

v
[a1; a2]; (1.25)

¨¬¥¾¹¨µ ° §¬¥°­®±²¼ [¬�1].
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥ª²®° ­®°¬ «¨ ª ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© ¯«®±-
ª®±²¨ (¢®§¬®¦­®© ¨«¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®© £° ­¨ ª°¨±² «« ) ¢® ¢±¥µ
±«³· ¿µ ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» ®­ ¨¬¥« ¶¥«®·¨±«¥­­»¥ ª®¬¯®-
­¥­²» ®²­®±¨²¥«¼­® ¡ §¨±  ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ (1.25). �®¬¯®­¥­²»
½²®£® ¢¥ª²®°  ¨ ¥±²¼ ¨­¤¥ª±» �¨««¥°  £° ­¨ (¯«®±ª®±²¨); ®­¨
§ ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ª°³£«»µ ±ª®¡ª µ: (n1 n2 n3). �±«¨ ®­¨ ¨¬¥¾² ®¡-
¹¨© ¬­®¦¨²¥«¼, ¨µ ­ ¤® ­  ½²®² ¬­®¦¨²¥«¼ ° §¤¥«¨²¼.

�­¤¥ª±» �¨««¥°  £° ­¨ ®¡° ²­® ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ª®¬¯®­¥­-
² ¬ ¢¥ª²®°®¢, ¯°®¢¥¤¥­­»µ ¨§ ­ · «  ª®®°¤¨­ ² ¢ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥-
­¨¿ £° ­¨ ± ®±¿¬¨ ª®®°¤¨­ ². �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ª®£¤  ¤ ­­ ¿ £° ­¼
¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ±® ¢±¥¬¨ ²°¥¬¿ ®±¿¬¨, ¨§ (1.24) ±«¥¤³¥², ·²®

n1 : n2 : n3 =
1

p1
:
1

p2
:
1

p3
: (1.26)

�®®°¤¨­ ²­»¥ ¯«®±ª®±²¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ±¨¬¢®« ¬¨:
Y �Z | (100), Z�� | (010), ��Y | (001).

�®ª §»¢ ¿ ¶¥«®·¨±«¥­­®±²¼ ¨­¤¥ª±®¢ �¨««¥°  ¤«¿ ª°¨±² ««®£° ´¨-
·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©, ¬» ¨±µ®¤¨«¨ ¨§ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨© ® ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¥. �¥¦¤³ ²¥¬, ¥¹¥ ¤® ¯®¿¢«¥­¨¿ °¥­²£¥­®±²°³ª²³°­®£®  ­ «¨§  ¨
½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤¨±ª°¥²­®±²¨ ±²°®¥­¨¿ ª°¨±² ««®¢,
¨­¤¨¶¨°®¢ ­¨¥ £° ­¥© ®±­®¢»¢ «®±¼ ­  § ª®­¥ ° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¯ ° -
¬¥²°®¢ (§ ª®­ ¶¥«®·¨±«¥­­»µ ®²­®¸¥­¨©), ±´®°¬³«¨°®¢ ­­®¬ � ¾¨ ¢
1781 £. �²®² § ª®­ ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² § ª®­®¬¥°­®±²¼ ° ±¯®«®¦¥­¨¿ £° ­¥©
­  ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ¬­®£®£° ­­¨ª µ ¨ ®¡º¿±­¿¥², ¯®·¥¬³ ­  ª°¨±² «« µ
¯®¿¢«¿¾²±¿ ¨¬¥­­® ²¥ ¨«¨ ¨­»¥ £° ­¨.

� ª®­ ° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ £« ±¨²: ¤¢®©­»¥ ®²­®¸¥­¨¿ ®²-
°¥§ª®¢, ®²±¥ª ¥¬»µ ­  ²°¥µ °¥¡° µ ª°¨±² «« , ¢»¡° ­­»µ ¢ ª ·¥±²¢¥
®±¥© ª®®°¤¨­ ²,  ) «¾¡®© £° ­¼¾ ª°¨±² ««  ¨ ¡) ­¥ª®¥© ¥£® £° ­¼¾,
¯°¨­¿²®© §  ¥¤¨­¨·­³¾, ° ¢­» ®²­®¸¥­¨¾ ¬ «»µ ¶¥«»µ ·¨±¥«.

�»¡¥°¥¬ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®¬ ¬­®£®£° ­­¨ª¥ ²°¨ ­¥ª®¬¯« ­ °­»¥
£° ­¨ ¨ ¯°¨¬¥¬ ¨µ §  ª®®°¤¨­ ²­»¥ ¯«®±ª®±²¨,   °¥¡° , ¯® ª®²®°»¬
¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ½²¨ £° ­¨, | §  ®±¨ ª®®°¤¨­ ². �»¡¥°¥¬ ² ª¦¥ ¥¹¥ ®¤­³
¥¤¨­¨·­³¾ £° ­¼, ­¥ ¯ ° ««¥«¼­³¾ ­¨ ®¤­®© ¨§ ª®®°¤¨­ ²­»µ ¯«®±ª®-
±²¥© ¨ ®²±¥ª ¾¹³¾ ­  ®±¿µ ª®®°¤¨­ ² ®²°¥§ª¨ OA, OB, OC | ¯ ° -
¬¥²°» £° ­¨. �®£« ±­® § ª®­³ ° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤«¿ «¾¡®©
¤°³£®© £° ­¨ ª°¨±² «« , ®²±¥ª ¾¹¥© ­  ®±¿µ ª®®°¤¨­ ² ®²°¥§ª¨ OA0,
OB0, OC0, ¤¢®©­»¥ ®²­®¸¥­¨¿ ®²°¥§ª®¢ ° ¢­»:

m : n : p =
OA

OA0
�
OB

OB0
�
OC

OC0
; (1.27)

£¤¥ m, n, p | ¶¥«»¥ ·¨±« , ¢ ¯®¤ ¢«¿¾¹¥¬ ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ±«³· ¥¢ ­¥
¯°¥¢»¸ ¾¹¨¥ 5. �° ­¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ®²­®¸¥­¨¥ (1.27) ¡»«® ¡» ¨°° -
¶¨®­ «¼­»¬, ¢ ª°¨±² «« µ ­¥¢®§¬®¦­». �±«¨ ®²­®¸¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢
¶¥«»¥, ­® ¡®«¼¸¨¥ ·¨±« , ²® £° ­¼ ¢®§¬®¦­ , ­® ¬ «®¢¥°®¿²­ .

�«¿ ª°¨±² ««®£° ´¨¨ § ª®­ ° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ � ¾¨ ¨¬¥¥²
² ª®¥ ¦¥ §­ ·¥­¨¥, ª ª ¤«¿ µ¨¬¨¨ § ª®­ ª° ²­»µ ®²­®¸¥­¨© � «¼²®­ ,
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±®£« ±­® ª®²®°®¬³ ¢®§¬®¦­» ­¥ «¾¡»¥ ±®¥¤¨­¥­¨¿ µ¨¬¨·¥±ª¨µ ½«¥¬¥­-
²®¢,   «¨¸¼ ²¥, ¢ ª®²®°»µ ½«¥¬¥­²» ­ µ®¤¿²±¿ ¢ ±®®²­®¸¥­¨¿µ ¶¥«»µ
·¨±¥«.

�®²¿ § ª®­ ° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¡»« ³±² ­®¢«¥­ ²®«¼ª® ­ 
®±­®¢ ­¨¨ ¨§³·¥­¨¿ ¢­¥¸­¨µ ´®°¬ ª°¨±² ««®¢ ¨ ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢®-
¢ «¨ ²®«¼ª® ¤®£ ¤ª¨ ® ±²°³ª²³°¥ ª°¨±² ««®¢, §  ·¥²¢¥°²¼ ¢¥ª  ¤® § ª®­ 
� «¼²®­ , ¯® ±³¹¥±²¢³, ®­ ¡»« ¯¥°¢»¬ ª®«¨·¥±²¢¥­­»¬ § ª®­®¬, ®¯°¥-
¤¥«¿¾¹¨¬  ²®¬­®-¬®«¥ª³«¿°­®¥ ±²°®¥­¨¥ ¢¥¹¥±²¢ . � ±³¹­®±²¨, ±¬»±«
½²®£® § ª®­  ±¢®¤¨²±¿ ª ²®¬³, ·²®:

| £° ­¨ ª°¨±² ««  ¢±¥£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯«®±ª¨¬ ±¥²ª ¬ ª°¨±² «-
«¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨;

| °¥¡° ¬ ª°¨±² ««  ¢±¥£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾² ³§«®¢»¥ °¿¤» °¥¸¥²ª¨.
�°®¬¥ ²®£®, °¥ «¼­»¥ £° ­¨ ª°¨±² «« , ª ª ¯° ¢¨«®, ¤®«¦­» ®¡° -

§®¢»¢ ²¼±¿ ¯ ° ««¥«¼­® ² ª¨¬  ²®¬­»¬ ¯«®±ª®±²¿¬, ¤«¿ ª®²®°»µ µ -
° ª²¥°­  ­ ¨¡®«¼¸ ¿ °¥²¨ª³«¿°­ ¿ ¯«®²­®±²¼ | ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ·¨±«®
 ²®¬®¢ ­  ¥¤¨­¨¶³ ¯«®¹ ¤¨. �±­®, ·²® ½²® ®¡º¿±­¿¥²±¿ ²¥¬ ´ ª²®¬, ·²®
®±« ¡«¥­¨¥ ±¨« µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ ²¥¬ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ° ±±²®¿­¨¥
¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨,   £° ­¨ ±® ±« ¡»¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬  ²®¬®¢, ®·¥¢¨¤­®,
±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ­¥ ¬®£³². �§¢¥±²­®, ·²® °¥²¨ª³«¿°­ ¿ ¯«®²­®±²¼ ®¡° ²­®
¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ¢¥«¨·¨­¥ ¨­¤¥ª±®¢ �¨««¥°  £° ­¨, ·¥¬ ¨ ®¡º¿±­¿¥²±¿
²®, ·²® ¨­¤¥ª±» £° ­¨ ¤®«¦­» ¡»²¼ ­¥ ²®«¼ª® ¶¥«»¬¨, ­® ¨ ¬ «»¬¨
·¨±« ¬¨.

� ª®­ ° ¶¨®­ «¼­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤¥©±²¢³¥², ¤ ¦¥ ¥±«¨ ®±¨ ª®®°¤¨-
­ ², ¢»¡° ­­»¥ ¯® °¥¡° ¬ ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¬­®£®£° ­­¨ª , ­¥ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾² °¥¡° ¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨. �±¥ ° ¢­® ½²¨ °¥¡°  ¤®«¦­» ¡»²¼
¯ ° ««¥«¼­» ª ª¨¬-«¨¡® °¿¤ ¬ ²®·¥ª ¢ °¥¸¥²ª¥,   ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³
­¨¬¨ ­¥¨§¡¥¦­® ¤¥«¨²±¿ ­  ° ¢­»¥ ®²°¥§ª¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¯ ° ««¥«¼­»µ
¯«®±ª®±²¥©, ª®²®°»¬ ¯ ° ««¥«¼­  ¢±¿ª ¿ £° ­¼ ª°¨±² «« .

�§ (1.24) ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥ª²®° n ­®°¬ «¨ ª ¯«®±ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿
¢¥ª²®°®¬ ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨. �£® ¤«¨­  ®¡° ²­  ¢¥«¨·¨­¥ ¬¥¦-
¯«®±ª®±²­®£® ° ±±²®¿­¨¿ ±¨±²¥¬» ¯ ° ««¥«¼­»µ ª°¨±² ««®£° ´¨-
·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©. �®£¤  ¬¥¦¯«®±ª®±²­®¥ ° ±±²®¿­¨¥ ¬®¦­® ¢»-
·¨±«¨²¼ ² ª:

dhkl =
1pjhb�1 + kb�2 + lb�3j2

; (1.28)

£¤¥ h, k, l | ¨­¤¥ª±» �¨««¥° . � ±ª°®¥¬ ¢ (1.28) ¯®¤ª®°¥­­®¥
¢»° ¦¥­¨¥:

jhb�1 + kb�2 + lb�3j2 =

= (hb�1+kb�2+ lb�3)(hb
�

1+kb�2+ lb�3) = h2(b�1)
2+k2(b�2)

2+ l2(b�3)
2+

+ 2lkb�2b
�

3 cos�
� + 2lhb�1b

�

3 cos �
� + 2hkb�1b

�

2 cos 

�: (1.29)

�®¤³«¨ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ ¨ ³£«» ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ¬®£³² ¡»²¼
¢»·¨±«¥­» ·¥°¥§ ¬®¤³«¨ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨ ¨ ³£«» ¬¥¦¤³
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¡ §¨±­»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨:

jb�1j =
1

v
a2a3 sin�; jb�2j =

1

v
a1a3 sin �; jb�3j =

1

v
a1a2 sin 
;

cos�� =
cos 
 � cos� � cos�

sin � � sin 
 ; cos�� =
cos� � cos
 � cos�

sin� � sin 
 ;

cos
� =
cos� � cos � � cos 


sin� � sin � : (1.30)

�¡¹¨¥ ´®°¬³«» (1.28){(1.30) ¯°¨£®¤­» ¤«¿ ²°¨ª«¨­­®© ±¨­£®-
­¨¨, ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ¡®«¥¥ ¢»±®ª®© ±¨¬¬¥²°¨¥© ®­¨ ³¯°®¹ ¾²±¿.
� ª, ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª®© ±¨­£®­¨¨ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼:

dhkl =
1p

(h2 + k2 + l2)(b�)2
=

ap
h2 + k2 + l2

: (1.31)

�¡º¥¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ ²°¨ª«¨­­®© ±¨­£®­¨¨ «¥£ª® ®¯°¥-
¤¥«¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±¬¥¸ ­­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¡ §¨±­»µ ¢¥ª²®°®¢
¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨:

v = a1[a2; a3] =

= a1a2a3
p

1� cos2 �� cos2 � � cos2 
 + 2 cos� cos� cos
: (1.32)

1.7. �°®±²»¥ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¥ ±²°³ª²³°»

� ­¥¥ ¡»«® ¯®ª § ­®, ·²® ²°¥µ¬¥°­ ¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° 
¬®¦¥² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢ ­  ²° ­±«¿¶¨®­­»¬ ° §¬­®¦¥­¨¥¬ ¯°¨¬¨-
²¨¢­®© ¿·¥©ª¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© a1, a2 ¨ a3
(°¨±. 1.2). � ´¨§¨ª¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ² ª¦¥
½«¥¬¥­² °­»¥ ¿·¥©ª¨ ¤°³£®£® ²¨¯ , ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ®¯¨± ²¼ ¯°¿¬³¾
ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ °¥¸¥²ª³: ³±«®¢­ ¿ (¨«¨ ½«¥¬¥­² °­ ¿ ¿·¥©ª 
°¥¸¥²ª¨ �° ¢½) ¨ ¿·¥©ª  �¨£­¥° {�¥©²¶ .

�  °¨±. 1.12 ¨§®¡° ¦¥­» ³±«®¢­»¥ ¨ ¯°¨¬¨²¨¢­»¥ ¿·¥©ª¨ ¤«¿
¯°®±²®©, £° ­¥¶¥­²°¨°®¢ ­­®© (���) ¨ ®¡º¥¬­®¶¥­²°¨°®¢ ­­®©
(���) ª³¡¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª. � ±«³· ¥ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨
¢¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ±®¢¯ ¤ ¾² ± °¥¡° ¬¨ ª³¡ , ¨
¤¢  ²¨¯  ¿·¥¥ª ¨¤¥­²¨·­». �«¿ ��� °¥¸¥²ª¨ ¢¥ª²®°» a1, a2 ¨ a3
±«¥¤³¥² ¢»¡¨° ²¼ ² ª, ·²®¡» ± ¯®¬®¹¼¾ § ¤ ¢ ¥¬»µ ¨¬¨ ²° ­±«¿-
¶¨© ¬®¦­® ¡»«® ¯®«³·¨²¼ ­¥ ²®«¼ª® ³§«» ¢ ¢¥°¸¨­ µ ª³¡  ³±«®¢-
­®© ¿·¥©ª¨, ­® ¨ ¶¥­²°» £° ­¥©. �¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ½²®¬³
²°¥¡®¢ ­¨¾,   ² ª¦¥ ¯° ¢¨« ¬ ¢»¡®°  ¯°¨¬¨²¨¢­®© ¿·¥©ª¨ (¯®
®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ² ª ¿ ¿·¥©ª  ±®¤¥°¦¨² ³§«» ²®«¼ª® ¢ ¢¥°¸¨­ µ)
³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢¥ª²®°», ¯°®¢¥¤¥­­»¥ ¨§ ¢¥°¸¨­» ª³¡  ¢ ¶¥­²°»
¡«¨¦ ©¸¨µ £° ­¥©. �»¯®«­¥­¨¥ ­ §¢ ­­»µ ²°¥¡®¢ ­¨© ¢ ���
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±²°³ª²³°¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢¥ª²®° ¬, ¯°®¢¥¤¥­­»¬ ¨§ ¶¥­²°  ¢ ¢¥°-
¸¨­» ª³¡ , ª ª ½²® ¯®ª § ­® ­  °¨±. 1.12.

�¨°®ª® ¯°¨¬¥­¿¥¬ ¿ ¿·¥©ª  �¨£­¥° {�¥©²¶  ±²°®¨²±¿ ±«¥-
¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �§¥« °¥¸¥²ª¨ ±®¥¤¨­¿¥²±¿ ± ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®-
±¥¤¿¬¨ ¯°¿¬»¬¨, ¨ ·¥°¥§ ±¥°¥¤¨­» ¯®«³·¥­­»µ ®²°¥§ª®¢ ¯°®¢®-

�¨±. 1.12. �±«®¢­»¥ ¨ ¯°¨¬¨²¨¢­»¥ ¿·¥©ª¨:  ) ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®©; ¡) ���;
¢) ��� °¥¸¥²®ª. �«¨­  °¥¡°  ª³¡  ° ¢­  a, ai | ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±-
«¿¶¨©

¤¿²±¿ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»¥ ¨¬ ¯«®±ª®±²¨. �®£¤  ¿·¥©ª  �¨£­¥° {
�¥©²¶  § ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¥ ¬¨­¨¬ «¼­»© ®¡º¥¬, ®£° ­¨·¥­­»©
¯®«³·¥­­»¬¨ ¯«®±ª®±²¿¬¨. �«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³° ¿·¥©ª¨
�¨£­¥° {�¥©²¶  ¯°¨¢¥¤¥­» ­  °¨±. 1.13. �«¿ ¤¢³¬¥°­»µ ±²°³ª-
²³° ¢¬¥±²® ¯«®±ª®±²¥© ¯°®¢®¤¿²±¿ ¯°¿¬»¥ «¨­¨¨, ¨ ¢»¡¨° ¥²±¿

�¨±. 1.13. �·¥©ª¨ �¨£­¥° {�¥©²¶ :  ) ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© | ª³¡; ¡) ��� |
À°®¬¡¨·¥±ª¨© ¤®¤¥ª ½¤°Á; ¢) ��� | À³±¥·¥­­»© ®ª² ½¤°Á. �®ª § ­» ¢¨¤¨¬»¥
£° ­¨

­ ¨¬¥­¼¸ ¿ ¯«®¹ ¤¼. �¥£ª® ¯®«³·¨²¼, ·²® ®¡º¥¬» ¯°¨¬¨²¨¢­»µ
¿·¥¥ª ��� ¨ ��� ±²°³ª²³° ¬¥­¼¸¥ ®¡º¥¬  ª³¡  ¢ 4 ¨ 2 ° §  ±®®²-
¢¥²±²¢¥­­®.

�¤­®© ¨§ ¢ ¦­»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ª°¨±² ««  ¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨-
¶¨¥­² ³¯ ª®¢ª¨. � ±«³· ¥ ��� ±²°³ª²³°» ®¤­®© ½«¥¬¥­² °­®©
¿·¥©ª¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¶¥­²° «¼­»© ³§¥« ¨, ¯®±ª®«¼ª³ ª ¦¤»© ¨§
³§«®¢ ¢ ¢¥°¸¨­¥ ª³¡  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¢®±¼¬¨ ¿·¥©ª ¬ | (1=8)�8 = 1
¤ ¥² 1 ³§¥« ¢¥°¸¨­» ª³¡ . �¡¹¥¥ ·¨±«® ³§«®¢, ¯°¨µ®¤¿¹¨µ±¿ ­ 
��� ¿·¥©ª³, ° ¢­® 2. �­ «®£¨·­»¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¤«¿ ��� ±²°³ª-
²³°» ¯°¨¢®¤¿² ª ²®¬³, ·²® ­  ®¤­³ ½«¥¬¥­² °­³¾ ¿·¥©ª³ ¯°¨µ®-
¤¨²±¿ 4 ³§«  °¥¸¥²ª¨,   ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© | 1 ³§¥«. � ¯°¥¤-
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¯®«®¦¥­¨¨, ·²® °¥¸¥²ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¬®­® ²®¬­®©, ¨  ²®¬» ¢ ³§« µ
°¥¸¥²ª¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¸ °» ° ¤¨³±  r ² (² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿
¬®¤¥«¼ ¦¥±²ª¨µ ¸ °®¢), ¬» ¬®¦¥¬ ° ±±·¨² ²¼ ª®½´´¨¶¨¥­² ³¯ -
ª®¢ª¨ ½²¨µ °¥¸¥²®ª:

q =
V ²
V¿·

=
N(4=3)�r3 ²

a3
; (1.33)

£¤¥ V ² | ®¡º¥¬, § ­¨¬ ¥¬»©  ²®¬ ¬¨ ¢ ³±«®¢­®© ¿·¥©ª¥ ®¡º¥¬ 
V¿·, N | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ¿·¥©ª¥. �·¨²»¢ ¿, ·²® ¤«¿ ¯°®±²®© ª³-
¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ r ² ±®±² ¢«¿¥² ¯®«®¢¨­³ °¥¡°  ª³¡ , ¤«¿ ��� |
·¥²¢¥°²³¾ · ±²¼ £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨, ¤«¿ ��� | ·¥²¢¥°²³¾ · ±²¼
¤¨ £®­ «¨ ¡®ª®¢®© £° ­¨, ¨ §­ ¿ ¯«®²­®±²¼ ³§«®¢ °¥¸¥²®ª, ¬®¦­®
­ ©²¨ §­ ·¥­¨¿ q (² ¡«. 1.6).

�  ¡ «¨ ¶   1.6. � ° ¬¥²°» ª³¡¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª

� ° ¬¥²° �¨¯ °¥¸¥²ª¨

�°®±² ¿
ª³¡¨·¥±ª ¿

��� ���

�¡º¥¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ a3 a3 a3

�¡º¥¬ ¯°¨¬¨²¨¢­®© ¿·¥©ª¨ a3 a3=4 a3=2

�¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ¿·¥©ª¥ 1 4 2

�¨±«® ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥© 6 12 8

�®½´´¨¶¨¥­² ³¯ ª®¢ª¨ q 0,52 0,74 0,68

� ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ a
p
3a=2 a=2

� ¦­»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¨ ±²°³ª²³°» ²¢¥°¤»µ ²¥«
¿¢«¿¥²±¿ ª®®°¤¨­ ¶¨®­­®¥ ·¨±«® | ·¨±«® ³§«®¢, ¡«¨¦ ©¸¨µ ª
¤ ­­®¬³ ³§«³ ¢ °¥¸¥²ª¥ �° ¢½. �®±ª®«¼ª³ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª-
²³°» ¯¥°¨®¤¨·­», ²® «¾¡ ¿ ²®·ª  °¥¸¥²ª¨ ¨¬¥¥² ®¤¨­ ª®¢®¥ ª®-
«¨·¥±²¢® ±®±¥¤­¨µ ³§«®¢. �«¿ ° ±±¬®²°¥­­»µ ²¨¯®¢ ±²°³ª²³° ª®-
®°¤¨­ ¶¨®­­®¥ ·¨±«® ° ¢­® ¸¥±²¨ ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥-
¸¥²ª¨, ¢®±¼¬¨ | ¤«¿ ���, ¤¢¥­ ¤¶ ²¨ | ¤«¿ ��� ¨ £¥ª± £®-
­ «¼­®© ¯«®²­®³¯ ª®¢ ­­®© ±²°³ª²³°» (���). �±­®¢­»¥ µ ° ª²¥-
°¨±²¨ª¨ ª³¡¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª ®¡®¡¹¥­» ¢ ² ¡«. 1.6.

� ±±¬®²°¨¬ ­¥ª®²®°»¥ µ ° ª²¥°­»¥ ª³¡¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««¨·¥-
±ª¨¥ ±²°³ª²³°», ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ®¡®§­ ·¨²¼ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»© ¯®-
°¿¤®ª ¢ ° ±¯®«®¦¥­¨¨  ²®¬®¢ (£°³¯¯  ²®¬®¢).

�  °¨±. 1.14  ¯°¨¢¥¤¥­  ±²°³ª²³°  ª°¨±² ««  NaCl | £° -
­¥¶¥­²°¨°®¢ ­­ ¿ ± ¡ §¨±®¬ ¨§ ¤¢³µ ¨®­®¢ Na+ ¨ Cl�, ° ±¯®-
«®¦¥­­»µ ¢ ²®·ª µ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ³§«®¢ [[0; 0; 0]] ¨ [[0; 1=2; 0]].
�§ ¨¬­®¥ ³¯®°¿¤®·¥­¨¥ ¨®­®¢ ² ª®¢®, ·²® ª ¦¤»© ¨§ ¨®­®¢ ­ -
µ®¤¨²±¿ ¢ ¶¥­²°¥ ª¢ ¤° ² , ¢ ¢¥°¸¨­ µ ª®²®°®£® ° ±¯®«®¦¥­»
¨®­» ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®£® §­ ª . �°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ ±²°³ª²³°  CsCl
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(°¨±. 1.14¡) | ¯°®±² ¿ ª³¡¨·¥±ª ¿ ± ¡ §¨±®¬ ¨§ ¨®­®¢ Cs+ ¨ Cl�

± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ [[0; 0; 0]] ¨ [[1=2; 1=2; 1=2]]. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨®­ ¯°®-
²¨¢®¯®«®¦­®£® §­ ª  ­ µ®¤¨²±¿ ¢ ¶¥­²°¥ ª³¡ . �°¨¬¥°®¬ À²¥²° -

�¨±. 1.14. �¨¯» ª³¡¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ ±²°³ª²³°:  ) NaCl, ¡) CsCl,
¢) ZnS. �¥«»¬ ¶¢¥²®¬ ®¡®§­ ·¥­» ®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ¨®­»

½¤°¨·¥±ª®£®Á ³¯®°¿¤®·¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±²°³ª²³°  ¶¨­ª®¢®© ®¡¬ ­-
ª¨ ZnS (°¨±. 1.14¢). � ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±³­ª , ¨®­ S� ­ µ®¤¨²±¿ ¢
¶¥­²°¥ ²¥²° ½¤° , ±®±² ¢«¥­­®£® ¨®­ ¬¨ Zn+. � ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥
¡ §¨±®¬ ¿¢«¿¾²±¿ ·¥²»°¥ ¬®«¥ª³«» Zn+S�. �°¥¤®±² ¢¨¬ ¯° ¢®

·¨² ²¥«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼­® ª®®°¤¨­ ²»
 ²®¬®¢ ¡ §¨±  ZnS.

�¨±. 1.15. �«¥-
¬¥­² °­ ¿ ¿·¥©-
ª  ��� ±²°³ª-
²³°»

�²¬¥²¨¬, ·²®  «¬ § ®¡« ¤ ¥² ±²°³ª²³°®©, ±µ®¤-
­®© ±® ±²°³ª²³°®© ¶¨­ª®¢®© ®¡¬ ­ª¨, ¯°¨ ½²®¬ ­ 
¬¥±² µ ¨®­®¢ Zn ¨ S ­ µ®¤¿²±¿  ²®¬» ³£«¥°®¤ .

�²¤¥«¼­»© ¨­²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² £¥ª± £®­ «¼-
­ ¿ ¯«®²­®³¯ ª®¢ ­­ ¿ ±²°³ª²³° , ª®²®° ¿ ­¥
¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥²ª®© �° ¢½, ­® ² ª³¾ ±²°³ª-
²³°³ ¨¬¥¾² ¡®«¥¥ 30 ¬®­® ²®¬­»µ ª°¨±² ««®¢.
�°¨­¶¨¯ ®°£ ­¨§ ¶¨¨ ² ª®© ±²°³ª²³°» ¿±¥­ ¨§
°¨±. 1.15. �¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ ¨§ ¸¥±²¨³£®«¼-
­¨ª®¢, ¢ ¢¥°¸¨­ µ ¨ ¶¥­²°¥ ª®²®°»µ ° ±¯®«®-
¦¥­»  ²®¬» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¢¥¹¥±²¢ , ­ µ®-
¤¨²±¿ ¯«®±ª®±²¼,  ²®¬» ª®²®°®© ° ±¯®«®¦¥­» ­ ¤
¬¥¦¤®³§«¨¿¬¨ ³ª § ­­»µ ¯«®±ª®±²¥©. �§ £¥®¬¥-
²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥­¨© ¬®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯¥°¨-

®¤¨·¥±ª®¥ ¯®¢²®°¥­¨¥ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ° ±±¬®²°¥­­»µ ±«®¥¢  ²®¬®¢
¯°¨¢®¤¨² ª ¬ ª±¨¬ «¼­® ¢®§¬®¦­®¬³ ª®½´´¨¶¨¥­²³ ³¯ ª®¢ª¨, ² -
ª®¬³ ¦¥, ·²® ¨ ¤«¿ ��� °¥¸¥²ª¨, ±®±² ¢«¥­­®© ¨§  ²®¬®¢ ®¤­®£®
±®°² .

�³¹¥±²¢³¾¹¨¥ ¢ ¯°¨°®¤¥ ¨ ¢­®¢¼ ±¨­²¥§¨°®¢ ­­»¥ ª°¨±² ««»
®¡« ¤ ¾² £°®¬ ¤­»¬ ¬­®£®®¡° §¨¥¬ ±²°³ª²³°, ¨ ° ±±¬®²°¥­­»¥
§¤¥±¼ ¯°¨¬¥°» ±®±² ¢«¿¾² ¨µ ¬ «³¾ · ±²¼.
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1.8. �°¿¬ ¿ ¨ ®¡° ²­ ¿ °¥¸¥²ª¨

�¨±ª°¥²­®±²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³°, ¨µ ²° ­±«¿¶¨®­­ ¿
¨­¢ °¨ ­²­®±²¼ ¯°¨¢®¤¨² ª ®²«¨·¨¾ ¯°®²¥ª ­¨¿ ¢®«­®¢»µ ¯°®-
¶¥±±®¢ ¢ ª°¨±² «« µ ®²  ­ «®£¨·­»µ ¢ ±¯«®¸­®© ±°¥¤¥. �®«­®¢®©
¢¥ª²®° ³¦¥ ­¥ ¬®¦¥², ª ª ¢ ±¯«®¸­®© ±°¥¤¥, ¯°¨­¨¬ ²¼ ¯°®¨§¢®«¼-
­»¥ §­ ·¥­¨¿.

�®½²®¬³ ®ª § «®±¼ ­¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¢¢¥±²¨ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ®¡
®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¥. �¡° ²­ ¿ °¥¸¥²ª  ¤ ¥² ²°¥µ¬¥°­®¥ ¯°¥¤±² -
¢«¥­¨¥ ® ¯°®±²° ­±²¢¥ ¢®«­®¢»µ ¢¥ª²®°®¢. �²¬¥²¨¬ §¤¥±¼, ·²®
®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¡ §¨±­»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ (1.25), ¢¢¥¤¥­-
­®¥ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¨­¤¥ª±®¢ �¨««¥° , ®ª § «®±¼ ­¥³¤®¡­»¬ ±
²®·ª¨ §°¥­¨¿ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯® ¬­®£¨¬ ¯°¨·¨­ ¬ ¨ °¥-
 «¼­® ¯°¨¬¥­¿¥²±¿ ²®«¼ª® ¢ ª°¨±² ««®£° ´¨¨. �®½²®¬³ ®¯°¥¤¥«¨¬
±¥©· ± ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�

aibj = 2�; ¥±«¨ i 6= j;

aibj = 0; ¥±«¨ i = j;
(1.34)

£¤¥ ai | ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨;
bj | ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥­² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨; i, j
¯°¨­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿ 1, 2 ¨ 3.

�±«®¢¨¿ (1.34) ½ª¢¨¢ «¥­²­» ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¾ ¢¥ª²®°®¢ ½«¥¬¥­-
² °­»µ ²° ­±«¿¶¨© ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ bj ¢ ¢¨¤¥:

b1 = 2�
a2 � a3

a1 � (a2 � a3)
;

b2 = 2�
a3 � a1

a1 � (a2 � a3)
;

b3 = 2�
a1 � a2

a1 � (a2 � a3)
:

(1.35)

�®£¤  ®¡° ²­ ¿ °¥¸¥²ª  | ½²® ¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ®¡° §®-
¢ ­­»µ ²° ­±«¿¶¨¿¬¨ ­  ¯°®¨§¢®«¼­»© ¢¥ª²®° ®¡° ²­®© °¥-
¸¥²ª¨:

G = n1b1 + n2b2 + n3b3; (1.36)

£¤¥ ni | ¶¥«»¥ ·¨±« . �¥ª²®°» bj=2� ¿¢«¿¾²±¿ ¡ §¨±®¬ ®¡° ²-
­®© °¥¸¥²ª¨. �¡° ²­ ¿ °¥¸¥²ª  | £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ®¡º¥ª², ¨­-
¢ °¨ ­²­»© ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°¿¬®© °¥-
¸¥²ª¨.

� ¬ ­¥®¡µ®¤¨¬® §­ ²¼ ´®°¬³ ¿·¥¥ª �° ¢½ ¨ ¿·¥¥ª �¨£­¥° {
�¥©²¶  ¢ ®¡° ²­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¨ ² ª¨¥ ¿·¥©ª¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ¨, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (1.36),
¨¬¥¾² ´®°¬³ ¯°¨¬¨²¨¢­®© ª³¡¨·¥±ª®© ¿·¥©ª¨ ±® ±²®°®­®© 2�=a.



38 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

�¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±«®¦­®¥ ¯®±²°®¥­¨¥ ¤«¿ ��� ¨ ��� ±²°³ª²³°
¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª®© ¤«¿ ��� ¿¢«¿¥²±¿ ���

�¨±. 1.16. �·¥©ª¨ �¨£­¥° {�¥©²¶  ¢ ®¡° ²­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¤«¿:  ) ¯°®±²®©
ª³¡¨·¥±ª®©, ¡) ���, ¢) ��� °¥¸¥²®ª

°¥¸¥²ª ,   ¤«¿ ®¡° ²­®© ª ��� | ��� °¥¸¥²ª . �·¥©ª¨ �¨£­¥° {
�¥©²¶  ¢ ®¡° ²­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¤«¿ ½²¨µ ±²°³ª²³° ² ª¦¥ À¬¥­¿-
¾²±¿ ¬¥±² ¬¨Á ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ¯°¿¬»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ (°¨±. 1.16,
±°. ± °¨±. 1.13).

�®«¥§­® §­ ²¼ ±¢®©±²¢  ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨:
1. � ¦¤»© ¢¥ª²®° ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ­¥ª®²®-

°®¬³ ¬­®¦¥±²¢³ ¯«®±ª®±²¥© ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨.
2. �±«¨ ª®¬¯®­¥­²» ¢¥ª²®°  ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ G ­¥ ¨¬¥¾²

®¡¹¥£® ¬­®¦¨²¥«¿, ²®  ¡±®«¾²­ ¿ ¢¥«¨·¨­  jGj ®¡° ²­® ¯°®¯®°-
¶¨®­ «¼­  ° ±±²®¿­¨¾ ¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨, ¯¥°-
¯¥­¤¨ª³«¿°­»¬¨ ¢¥ª²®°³ G.

3. �«®±ª®±²¨ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨ ¬®¦­® ®µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ­®°¬ -
«¿¬¨ { ¢¥ª²®° ¬¨ ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨, ª®®°¤¨­ ²» ª®²®°»µ ¡³¤³²
±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ¨­¤¥ª± ¬ �¨««¥° , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬ ±¨¬¢®« ¯«®±-
ª®±²¨.

4. �¡º¥¬ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ ®¡° ²­® ¯°®-
¯®°¶¨®­ «¥­ ®¡º¥¬³ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨.

5. �°¿¬ ¿ °¥¸¥²ª  ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²­®© ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ±¢®¥©
®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¥.

�   ¤   · ¨

1.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢±¥ ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯®°®¦¤¥­­»¥:  ) ¤¢³¬¿
¯«®±ª®±²¿¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨; ¡) ¯«®±ª®±²¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®©
¥© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨; ¢) ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª  n ¨ ¯°®µ®¤¿¹¥© ¢¤®«¼
­¥¥ ¯«®±ª®±²¼¾; £) ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª  n ¨ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ¥©
®±¼¾ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª ; ¤) ¤¢³¬¿ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ®±¿¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨;
¥) ·¥²­®© ¨­¢¥°±¨®­­®© ®±¼¾ ¨ ¯«®±ª®±²¼¾, ¯°®µ®¤¿¹¥© ¢¤®«¼ ­¥¥.

1.2. � ©²¨ ¢±¥ ½«¥¬¥­²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ²®·¥·­®© £°³¯¯» m3m:
1.3. �®ª § ²¼, ·²® ��� °¥¸¥²ª  ­¥ ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ®¤¨­  ²®¬ ­ 

®¤­³ ²®·ª³ °¥¸¥²ª¨.
1.4. �¯°¥¤¥«¨²¼ ²¨¯ °¥¸¥²ª¨ �° ¢½, ³§«» ª®²®°®© ®¡° §®¢ ­» ¤¥ª °-

²®¢»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ n1, n2, n3 ¢ ±«³· ¥:  ) ni «¨¡® ¢±¥ ·¥²­»¥, «¨¡®
¢±¥ ­¥·¥²­»¥; ¡) ±³¬¬  ni ®¡¿§ ²¥«¼­® ·¥²­ ¿.
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1.5. �¯°¥¤¥«¨²¼ ±¨­£®­¨¾ ª°¨±² ««®¢ ²®·¥·­®© ±¨¬¬¥²°¨¨ 23, 32
¨ mm2, ¯®¤¢¥°£­³²»µ ¤¥©±²¢¨¾ ®¤­®®±­®£® ¬¥µ ­¨·¥±ª®£® ­ ¯°¿¦¥­¨¿
¢¤®«¼ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ®±¥©.

1.6. � ©²¨ ³£®« ¬¥¦¤³ ­®°¬ «¼¾ ª ¯«®±ª®±²¨ (031) ¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬
[010] ¢ ²¥²° £®­ «¼­®¬ ª°¨±² ««¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨
a = 10�A, c = 9�A.

1.7. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ £¥ª± £®­ «¼­»µ ª°¨±² ««®¢ ¡®«¥¥ ³¤®¡­  ·¥²»-
°¥µ®±­ ¿ ±¨±²¥¬  �¨««¥° {�° ¢½. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥ ¨­¤¥ª±®¢ hkil
�¨««¥° {�° ¢½ h + k + i = 0.

1.8. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®±²° ­±²¢¥­­®¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ ®±¥© ¢²®°®£® ¯®-
°¿¤ª  ¢ £°³¯¯ µ P222, �2221, �21212, �212121.

1.9. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ²° ­±«¿¶¨© ¯°¿¬®© R ¨ ®¡° ²­®© G
°¥¸¥²®ª ¢»¯®«­¿¥²±¿: R �G = 2� � k, £¤¥ k | ¶¥«®¥ ·¨±«®.

1.10. �®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨, ¯°¨¢¥¤¥­­»¥ ¢ x 1.8.

1.11. �±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ®¡° ²­®© °¥¸¥²ª¨ 1 ¨ 2, ¯®±²°®¨²¼ °¥-
¸¥²ª¨, ®¡° ²­»¥ ��� ¨ ��� °¥¸¥²ª ¬.

1.12. �®±²°®¨²¼ ®¡° ²­³¾ °¥¸¥²ª³ ¨ ­ ©²¨ ° §¬¥°» ¨ ´®°¬³ ¿·¥©ª¨
�¨£­¥° {�¥©²¶  ¤«¿ °®¬¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ± ¢¥ª²®° ¬¨ ¯°¨¬¨²¨¢­»µ
²° ­±«¿¶¨© a = 2i; b = j; c = 4k.


